
24 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 3

DOI 10.15507/2079-6900.19.201703.24-30

ÓÄÊ 519.854.3

Î öåëûõ òî÷êàõ ïîëèýäðîâ äâóõ òèïîâ
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè öåëûõ òî÷åê ïîëèýäðîâ äâóõ òèïîâ:
âûïóêëûõ êîíóñîâ, ñîñòîÿùèõ èç ðåøåíèé îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ óíè-
ìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, è ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ ñ
áèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ïîëèýäðîâ ïåðâîãî òèïà
óñòàíîâëåíî, ÷òî èõ áàçèñ Ãèëüáåðòà ñîñòîèò èç îñòîâíûõ âåêòîðîâ êîíóñà è èìååò óíèìîäó-
ëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò ôàñåò âûïóêëîé
îáîëî÷êè íåíóëåâûõ öåëûõ òî÷åê ýòîãî êîíóñà äî åãî âåðøèíû ðàâíî 1. Îòñþäà âûâîäèòñÿ
ðàâåíñòâî åäèíèöå ðàíãà Õâàòàëà äëÿ ïîëèýäðîâ, ïîëó÷åííûõ èç êîíóñà óäàëåíèåì åãî âåð-
øèíû. Â êëàññå ïîëèýäðîâ âòîðîãî òèïà íàéäåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ
ïðè íåèçâåñòíûõ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ðàíã Õâàòàëà ðàâåí åäèíèöå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàçèñ Ãèëüáåðòà, óíèìîäóëÿðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà öå-
ëûõ òî÷åê, ôàñåòû öåëî÷èñëåííîãî ïîëèýäðà, ðàíã Õâàòàëà.

1. Ââåäåíèå

Òåðìèíîëîãèÿ ýòîé ñòàòüè ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòîé â ìîíîãðàôèÿõ [1],[2].
Ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ìàòðèöó, áóäåò îáîçíà÷àòü òàêæå ìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ. AT

- òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà A ∈ Zm×n íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
1. rank A = n è ìîäóëü ëþáîãî áàçèñíîãî ìèíîðà ðàâåí 1
2. rank A = m è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü áàçèñíûõ ìèíîðîâ ðàâåí 1.
Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì n - ìåðíûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ a1, a2, ..., an−1 íàçûâàåòñÿ

âåêòîð (α1,−α2, .., (−1)k−1αk, ..., (−1)n−1αn)
T , ãäå αi - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé

èç (a1, a2, ..., an−1) óäàëåíèåì i - é ñòðîêè.
conv(M) = {tm1 + (1 − t)m2|m1,m2 ∈ M, 0 ≤ t ≤ 1} - âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà

M ⊂ Rn .
Ãèïåðïëîñêîñòü aTx = a0 íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ê âûïóêëîìó ìíîæåñòâó M, åñëè âñå

åãî òî÷êè ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ãèïåðïëîñêîñòè è M ∩ {x| aTx = 1} ̸= ∅.
Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ M . Ãðàíü íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè íàçûâàåòñÿ
ôàñåòîé.

Âûïóêëûì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ñ êàæäûì íàáîðîì âåêòîðîâ
u1, ..., um ∈ Rn ñâÿçàíà ïàðà äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó ïîëèýäðàëüíûõ âûïóêëûõ êîíó-
ñîâ (u1, ..., um)

∗ = {x ∈ Rn|uTi x ≥ 0 i = 1, ...,m} è cone(u1, ..., um) = {t1u1 + ...tmum| ti ≥
0, ti ∈ R(i = 1, ...,m)} . Âåêòîðû u1, ..., um íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè äëÿ âòîðîãî êîíó-
ñà. Îñòîâîì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ âåêòîðîâ. Êîíóñ íàçûâà-
åòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè ÷èñëî âåêòîðîâ â îñòîâå ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

1 Âåñåëîâ Ñåðãåé Èâàíîâè÷, äîöåíò êàôåäðû àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãà-
ðèíà, ä. 23.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http:// orcid.org/0000-0003-2737-5876,
sergey.veselov@itmm.unn.ru
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Êîíóñ coneU , ïîðîæäåííûé ñòîëáöàìè óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû U, íàçîâåì óíèìî-
äóëÿðíûì.

Äëÿ âûïóêëîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà K ⊂ Rn ïîëèýäðîì Êëåéíà íàçûâàåòñÿ KZ =
conv(K ∩ Zn \ 0) (ñì., íàïðèìåð, [3],[4]). Ïàðóñîì íàçûâàåòñÿ ãðàíèöà KZ . Ïðèâåäåííûì
ïàðóñîì íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ãðàíåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíÿìè äëÿ K .

Öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè y ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè äî ãèïåðïëîñêîñòè,
çàäàííîé óðàâíåíèåì aTx = a0 ñ íåñîêðàòèìûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñîäåðæàùåé
öåëóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà |aTy − a0|. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî
ôàñåòû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî ãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ôàñåòó.

Áàçèñîì Ãèëüáåðòà êîíóñà K íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî àä-
äèòèâíîé ïîëóãðóïïû K ∩ Zn.

Â [3] äîêàçàíî, ÷òî áàçèñ Ãèëüáåðòà ñèìïëèöèàëüíîãî êîíóñà â R3 ñîñòîèò èç âñåõ
öåëûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ åãî ïðèâåäåííîìó ïàðóñó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåëî-
÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êîíóñà äî êàæäîé ôàñåòû ïðèâåäåííîãî ïàðóñà ðàâíî
1.

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî åñëè áàçèñ Ãèëüáåðòà ñèìïëèöèàëüíîãî êîíóñà â R4 ñîñòîèò èç
âñåõ öåëûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ åãî ïðèâåäåííîìó ïàðóñó, òî ðàâíî 1 öåëî÷èñëåííîå
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êîíóñà äî êàæäîé ôàñåòû ïðèâåäåííîãî ïàðóñà, à îáðàòíîå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî â R5 ïðåäëîæåíèå âåðíî íå äëÿ êàæäîãî êîíóñà.

Â [5] ïîêàçàíî ÷òî Ãèëüáåðòîâ áàçèñ êîíóñà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè

a1 = (1, 0, 0, 0)T , a2 = (0, 1, 0, 0)T , a3 = (0, 0, 1, 0)T , a4 = (1, 3, 4, 7)T ,

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

a1, a2, a3, a4, (1, 1, 1, 1)
T , (1, 1, 2, 2)T , (1, 3, 3, 5)T , (1, 3, 4, 6)T

è íå èìååò óíèìîäóëÿðíîé òðèàíãóëÿöèè.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ êîíóñà K äâîéñòâåííîãî ê óíèìîäóëÿðíîìó äîêàçàíî, ÷òî åãî

áàçèñ Ãèëüáåðòà èìååò óíèìîäóëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ, ÿâëÿåòñÿ îñòîâîì è öåëî÷èñëåííîå
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êîíóñà äî ëþáîé ôàñåòû ïðèâåäåííîãî ïàðóñà ïîëèýäðà KZ ðàâíî
1.

Ïóñòü P - ïîëèýäð, PZ = conv(P ∩ Zn) , c ∈ Zn è ãèïåðïëîñêîñòü cTx = c′ , íå ñîäåð-
æàùàÿ òî÷åê èç PZ , ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ïîëèýäðó P . Íåðàâåíñòâî cTx ≤ ⌊c′⌋ íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíûì îòñå÷åíèåì èëè îòñå÷åíèåì Ãîìîðè-Õâàòàëà.

Îêðóãëåíèåì ïîëèýäðà P íàçûâàåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâî P ′ , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ êàæäîìó ïðàâèëüíîìó îòñå÷åíèþ äëÿ P. Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ
P (1) = P ′, P (k) = (P (k−1))′) (k ≥ 2).

Ìèíèìàëüíîå k , ïðè êîòîðîì P (k) = PZ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì Õâàòàëà ïîëèýäðà P.
Ìàêñèìóì ñðåäè ðàíãîâ Õâàòàëà ïîëèýäðîâ {x : Ax ≥ b} , ïðè âñåâîçìîæíûõ b íàçûâà-
åòñÿ ðàíãîì Õâàòàëà ìàòðèöû A.

Ðàíã Õâàòàëà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé íåÿâíî çàäàííûõ öåëûõ ïîëèýäðîâ,
ò.å. âûïóêëûõ îáîëî÷åê òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ñîäåðæàùèõñÿ âíóòðè äðóãèõ ïî-
ëèýäðîâ, çàäàííûõ èçâåñòíûìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Èçó÷åíèþ ðàíãà Õâàòàëà
ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ñòàòüè [6],[7],[8],[9], [10]. Öåëü èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè -
âû÷èñëåíèå èëè ïîëó÷åíèå âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ðàíãà Õâàòàëà äëÿ ïîëèýäðîâ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàí ïîäêëàññ êëàññà áèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ðàíã
Õâàòàëà ðàâåí 1.
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2. Ñâîéñòâà êîíóñà äâîéñòâåííîãî ê óíèìîäóëÿðíîìó

Ïóñòü U ∈ Zn×m - óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé ïðèíàäëåæèò
îñòîâó êîíóñà coneU . Îòìåòèì, ÷òî U∗ íå îáÿçàòåëüíî óíèìîäóëÿðåí. Íàïðèìåð, ïðè
n ≥ 4 íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì êîíóñ

{(x1, x2...., xn)T ∈ Rn| xi ≥ 0, −xi + xn ≥ 0, i = 1, 2, .., n− 1},

ïîñêîëüêó îñòîâ ýòîãî êîíóñà ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà {0, 1}n , ó êîòîðûõ
ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1 è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç âåêòîðîâ

(1, 0, 0, .., 0)T , (1, 0, 1, 1, .., 1, 1)T , (1, 1, 0, 1, ..1, 1)T , ..., (1, 1, 1, 1, ..1, 0)T

ðàâåí (−1)n(n− 2).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îñòîâ êîíóñà U∗ ìîæíî âûáðàòü ñðåäè âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé

ñòîëáöîâ ìàòðèöû U . Îáîçíà÷èì îñòîâ ñèìâîëîì V . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî UTv ∈ {0, 1}m
äëÿ âñÿêîãî v ∈ V .

Ò å î ð å ì à 2.1. V èìååò óíèìîäóëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
Ãèëüáåðòà êîíóñà U∗ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü v ∈ V è F1, F2, ..., Fs - ïîëíûé ñïèñîê ôàñåò, íå
ñîäåðæàùèõ v . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

U∗ =
∪
i

cone(Fi, v).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð h ∈ U∗
Z . Íàéäåòñÿ i òàêîå, ÷òî h ∈ cone(Fi, v). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ôàñåòà Fi ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè uTx = 0 , ãäå u ñòîëáåö ìàòðèöû U .
Òàê êàê uTv = 1 , òî Zn ïîêðûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì ãèïåðïëîñêîñòåé Fi, Fi ± v, Fi ± 2v..... .
Òàêèì îáðàçîì, h = kv+h′ , ãäå k íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî è h′ ∈ Fi . Äàëåå
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü P (U) = conv{x ∈ Zn|UTx ≥ 0, UTx ̸= 0} è ãèïåðïëîñêîñòü πTx = π0 ñîäåðæèò
ôàñåòó f ïîëèýäðà M . Òàê êàê ëèíåéíàÿ ôîðìà πTx îãðàíè÷åíà ñíèçó íà P (U) , òî,
ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî-Ôàðêàøà, πTx ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî, π0 ≥ 0. Åñëè π0 = 0 ,
òî f ÿâëÿåòñÿ òàêæå ôàñåòîé U∗ , ïîýòîìó îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû
Ux ≥ 0 . Åñëè π0 > 0 , òî ìîæíî ïîäåëèòü íåðàâåíñòâî íà π0 , ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî f
ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè πTx ≥ 1.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè πTx = 1 îïîðíàÿ ïëîñêîñòü íåêîòîðîé ôàñåòû äëÿ
P (U) , òî ñóùåñòâóåò U ′ ⊆ U òàêîå, ÷òî π =

∑
u∈U ′ u .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. rank U = m. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà

T ∈ Zn×n òàêàÿ, ÷òî UT = (Em|O) , ãäå O ∈ Zm×(n−m) ìàòðèöà èç íóëåé, à ó ìàòðèöû
Em ∈ Zm×m ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû, êðîìå åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Åñëè m = n ,
òî UT = Em , ò.å. T = U−1. Ôîðìóëà x = Ty óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó P (U)
è P (Em) . Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 1m ñòðîêó èç m åäèíèö. Î÷åâèäíî, ÷òî 1m(Em|O)y =
1 îïîðíàÿ ïëîñêîñòü åäèíñòâåííîé ôàñåòû äëÿ P (E) , ñëåäîâàòåëüíî, 1m(E|O)T−1x =
1mUx = 1 îïîðíàÿ ïëîñêîñòü åäèíñòâåííîé ôàñåòû äëÿ P (U) , ò.å. U ′ = U.
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Ñëó÷àé 2. rank U = n < m. Ïóñòü u ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö â U , V ⊆ vert(P (U)) ïîä-
ìíîæåñòâî èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ πTx = 1 . Î÷åâèäíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Vu ⊂ V âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè uTx = 1.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî min{πTx|uTx ≥ 1, UTx ≥ 0} = 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìååì max{tu| π =

∑
w∈U tww, tw ≥ 0(w ∈ U)} = 1.

Òàêèì îáðàçîì, π = u+
∑

w∈W tww, tw > 0(w ∈ W ) , ãäå W ⊆ U .
Ïóñòü U1 ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû U , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

V T
u y = 0 , è ïóñòü U2 = U \ U1. Î÷åâèäíî, ÷òî W ⊆ U1.
Ïîëîæèì π′ = π − u è ðàññìîòðèì ïîëèýäð

F = conv{x| uTx = 0, UT
1 x ≥ 0, UT

1 x ̸= 0}Z .

Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî π′Tx ≥ 1 âåðíî äëÿ F.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì el âåêòîð, ó êîòîðîãî l � ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1 , à îñòàëüíûå

êîîðäèíàòû ðàâíû 0 . Â ñèëó óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû U ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

min{π′Tx|uTx = 0, UTx ≥ 0, UTx ̸= 0} = min{π′Tx|uTx = 0, UTx ≥ el}
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x′ ∈ F ∩ Zn òàêîé, ÷òî π′Tx′ < 1 . Òîãäà â çàäà÷å

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min{π′Tx| uTx = 0, UTx ≥ el}

îïòèìàëüíàÿ áàçèñíàÿ ïîäìàòðèöà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ñòîëáåö u′ èç ìàòðèöû U2 ,
ïðè÷åì â ðàçëîæåíèå âåêòîðà π′ ïî áàçèñíûì ñòîëáöàì ñòîëáåö u′ âõîäèò ñ ïîëîæèòåëü-
íûì êîýôôèöèåíòîì. Òåïåðü èç ðàâåíñòâà V T

u π
′ = 0 âûâîäèì V T

u u
′ = 0 , ò.å. u′ ∈ U1 -

ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîñêîëüêó rank U1 ≤ n− rank Vu , òî ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåð-

æàùåãî F , òàêæå íå ïðåâûøàåò n−rank Vu è ìû ïîëó÷èëè ïðîáëåìó àíàëîãè÷íóþ èñõîä-
íîé, ò.å. òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííîå â óñëîâèè òåîðåìû ñâîéñòâî äëÿ ïëîñêîñòè
π′x = 1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äëÿ ôàñåòû â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè, òàê êàê ïðè n = 1 óòâåð-
æäåíèå î÷åâèäíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïîäìíîæåñòâî ñòîëáöîâ U ′ ìàòðèöû U íàçîâåì íóëü-ñèñòåìîé, åñëè ñèñòåìå îãðà-
íè÷åíèé UTx ≥ 0, (

∑
u∈U ′ u)Tx = 0 óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî íóëåâîé âåêòîð. Íóëü-ñèñòåìà

íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè åå ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ íóëü-
ñèñòåìîé. Ñåìåéñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ íóëü-ñèñòåì äëÿ U îáîçíà÷èì U

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. P(U) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

Ux ≥ 0

(
∑
u∈U ′

u)Tx ≥ 1, (U ′ ∈ U)

3. Ðàíã Õâàòàëà áèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö

Ìàòðèöà A ∈ Zm×n íàçûâàåòñÿ áèìîäóëÿðíîé, åñëè ìîäóëè åå áàçèñíûõ ìèíîðîâ íå
ïðåâûøàþò 2. Ïîëèýäð P = P (A, b) = {x ∈ Rn|Ax ≥ b} íàçûâàåòñÿ áèìîäóëÿðíûì.

Ñ. È. Âåñåëîâ. Î öåëûõ òî÷êàõ ïîëèýäðîâ äâóõ òèïîâ
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Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì vert(P ) ìíîæåñòâî âåðøèí ïîëèýäðà P , à ñèìâîëîì P (v) - ïîëèýäð,
îãðàíè÷åííûé ëèøü òåìè ôàñåòàìè ïîëèýäðà P , êîòîðûå ñîäåðæàò âåðøèíó v ∈ vert(P ) .

Ïóñòü rank A = n è P̄ = {x ∈ Rn| b− 1m ≤ Ax ≤ b}. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â
ðàáîòå [11].

Ò å î ð å ì à 3.1. [11]

1. Åñëè dimP = n , òî P ∩ Zn ̸= ∅.

2. vert(conv(P ∩ Zn)) =
∪

v∈vert(P )

vert(conv(P (v) ∩ Zn)) .

3. vert(conv(P (v) ∩ Zn)) ⊆ vert(conv(P̄ (v) ∩ Zn)).

Òàêèì îáðàçîì, áèìîäóëÿðíûé ïîëèýäð P ðàñïàäàåòñÿ íà óãëîâûå áèìîäóëÿðíûå ïîëè-
ýäðû P (v), (v ∈ vert(P )) , òàê, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà è ëþáàÿ ôàñåòà ïîëèýäðà P ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé è ôàñåòîé ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç óãëîâûõ ïîëèýäðîâ. Êðîìå òîãî, â òåîðåìå
óñòàíîâëåíî, ÷òî âåðøèíû ïîëèýäðîâ conv(P (v)∩Zn) ðàñïîëîæåíû íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ
èç òî÷êè v .

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã Õâàòàëà ïîëèýäðà P ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó èç ðàíãîâ Õâàòàëà óã-
ëîâûõ ïîëèýäðîâ è ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå P (v) = conv(P (v) ∩ Zn) .

Ðàññìîòðèì áèìîäóëÿðíûé óãëîâîé ïîëèýäð P (v) = {x ∈ Rn|Ax ≥ Av ∈ Zm} , ó
êîòîðîãî áàçèñíûå ìèíîðû ìàòðèöû A ðàâíû ±2 è v /∈ Zn. Ïóñòü B ëþáàÿ áàçèñíàÿ
ïîäìàòðèöà â A , òàê ÷òî ìàòðèöà U = AB−1 óíèìîäóëÿðíà.

Ðàññìîòðèì ïîëèýäðû P (U) = conv{y ∈ Zn|Uy ≥ 0, Uy ̸= 0} è F = conv{y ∈ Zn|Uy ≥
0, 2B−1y ≡ 1mod 2} . Î÷åâèäíî, ÷òî vert F ⊆ vert P (U) è â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ýòèõ ìíî-
æåñòâ F è P (U) èçîìîðôíû, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíû P (U) è conv(P (A, b) ∩ Zn) .
Òàêèì îáðàçîì èç òåîðåìû 2.2. âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü U ∈ Zm×n óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà, B ∈
Zn×n, detB = 2, A = UB . Åñëè 2B−1v ≡ 1mod 2 äëÿ âñÿêîãî v ∈ vert(P (U)) , òî

1) ðàíã Õâàòàëà ïîëèýäðà P (A, b) ðàâåí 1,
2) conv(P (A, b) ∩ Zn) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

Ax ≥ b,

1

2
αA ≥ ⌈1

2
αb⌉, ∀α ∈ {t ∈ {0, 1}m| tA ≡ 0mod 2.}

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò �17-11-01336).
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On integer points in two polyhedra

c⃝ S. I. Veselov 2

Abstract. In the article we study the convex hulls of integer points in polyhedra of two types.
The �rst type is convex cone consisting of solutions of homogeneous systems of linear inequalities
with unimodular matrices of coe�cients. The second type includes polyhedra de�ned by systems
of inequalities with bimodular matrices of coe�cients at unknowns. For the polyhedra of the �rst
type it is established that the Hilbert basis consists of the spanning vectors of the cone and has a
unimodular triangulation. It is also proved that the integer distance from the convex hull facet of the
nonzero integer points of the cone to the cone vertex is 1. This means that for polyhedra obtained
from the cone by removing its vertex the Chvatal rank is equal to 1. In the class of polyhedra of
the second type such restriction on the coe�cient matrix was foundthat its implementation makes
Chvatal rank equal to one.
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