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Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ,

ñâÿçàííûõ ñ ìàêñèìàëüíûìè íåçàâèñèìûìè

ìíîæåñòâàìè â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ

c⃝ Ä. Ñ. Òàëåöêèé1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìàêñè-
ìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ. Â íåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíà-
òîðíîãî àíàëèçà, ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé
àëãåáðû. Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîëè÷åñòâà ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñè-
ìûõ ìíîæåñòâ â öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 4, 5, 6. Äîêàçàíî, ÷òî
ïðåäåëû êîðíåé mn -îé ñòåïåíè èç êîëè÷åñòâà (ìàêñèìàëüíûõ) íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ m×n -ðåøåòêàõ ñóùåñòâóþò è ðàâíû. Êîëè÷å-
ñòâåííûå àñïåêòû ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ ïðèìåíèòåëüíî
ê öèëèíäðè÷åñêèì è òîðîèäàëüíûì ðåøåòêàì ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëèñü. Êðîìå òîãî, ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðåäåëîâ êîðíåé mn -îé ñòåïåíè èç êîëè÷åñòâà ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíî-
æåñòâ â m×n -ðåøåòêàõ òàêæå íå áûëî äîêàçàíî. Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ
äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ãðàô-ðåøåòêà, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïðå-
äåëüíàÿ òåîðåìà.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà (ìàêñèìàëüíûõ) íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â
ãðàôàõ èç ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ êëàññîâ ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðà-
áîò ([1],[2],[3]). Òàê, À. Ä. Êîðøóíîâ è À. À. Ñàïîæåíêî â ðàáîòå [1] ïîëó÷èëè àñèìï-
òîòèêó êîëè÷åñòâà äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ðàññòîÿíèåì 2 (ò.å. ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
â n -ìåðíîì äâîè÷íîì êóáå). Ï. Êèðøèíõîôåð, Õ. Ïðîäèíãåð è Ð. Òèøàé äîêàçàëè
â ðàáîòå [2] ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò β′

q, α
′
q, α

′
q,1, α

′
q,2 (α′

q,1 ̸= α′
q,2) , ÷òî äëÿ Tq,n

� ïîëíîãî q -àðíîãî äåðåâà âûñîòû n ïðè q ∈ {2, 3, 4} è ïðè n −→ ∞ âûïîëíå-
íà àñèìïòîòèêà i(Tq,n) ∼ α′

q · (β′
q)
qn è ïðè ëþáîì q ≥ 5 ïðè k −→ ∞ ñïðàâåäëè-

âû àñèìïòîòèêè i(Tq,2k) ∼ α′
q,1 · (β′
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q,2 · (β′
q)
q2k+1

. Ä. Ñ. Òàëåöêèé
è Ä. Ñ. Ìàëûøåâ â ðàáîòå [3] äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîíñòàíò βq, α2 è òàêèõ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîíñòàíò αq,1, αq,2, αq,3 , ÷òî ïðè n −→ ∞ âûïîëíåíà àñèìïòîòèêà
mi(T2,n) ∼ α2 · (β2)2

n
, à äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ q ïðè k −→ ∞ ñïðàâåäëèâû àñèìï-

òîòèêè mi(Tq,3k) ∼ αq,1 · (βq)q
3k
,mi(Tq,3k+1) ∼ αq,2 · (βq)q

3k+1
,mi(Tq,3k+2) ∼ αq,3 · (βq)q

3k+2
.

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì G × H äâóõ ãðàôîâ G è H íàçûâàåòñÿ ãðàô ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí V (G)×V (H) , ïðè ýòîì âåðøèíû (u1, v1) è (u2, v2) ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà u1 = u2 è (v1, v2) ∈ E(H) , ëèáî v1 = v2 è (u1, u2) ∈ E(G) . Ïðÿìî-
óãîëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, öèëèíäðè÷åñêîé è òîðîèäàëüíîé) m×n -ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Pm × Pn (ñîîòâåòñòâåííî, Cm × Pn è Cm × Cn ), ãäå Pk è Ck �
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ïðîñòîé k -ïóòü è ïðîñòîé k -öèêë, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìîóãîëüíóþ (öèëèíäðè÷åñêóþ è
òîðîèäàëüíóþ) m× n -ðåøåòêó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Grm,n (Cylm,n è Torm,n ).

H. Êàëêèí è Ã. Âèëô â ðàáîòå [4] äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn ,

ðàâíûé 1.50403 . . . , êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç η . Êðîìå òîãî, èìè áûëè ïîëó-
÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîëè÷åñòâà í.ì. â ïðÿìîóãîëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 3, 4, 5 .
Ïîçäíåå Ñ. Îõ è Ñ. Ëè â ðàáîòå [5] ïðåäëîæèëè áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-

âàíèÿ äâîéíîãî ïðåäåëà lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn .

Àâòîðó èçâåñòíû òîëüêî äâå ðàáîòû ([6] è [7]), â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëè÷å-
ñòâåííûå àñïåêòû ì.í.ì. â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ, ïðè÷åì â äàííûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî ïðÿìîóãîëüíûå ðåøåòêè. Ð. Ýéëåð â ðàáîòå [6] ïîëó÷èë ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
êîëè÷åñòâà ì.í.ì. â ïðÿìîóãîëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 3, 4, 5 . Â ðàáîòå [7] áûëè ïîëó÷åíû
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîëè÷åñòâà ì.í.ì. â ïðÿìîóãîëüíûõ ðåøåòêàõ-ïàðàëëåëåïèïåäàõ
ñ îñíîâàíèÿìè 2×2 , 2×3 è 3×3 . Â ðàáîòå [6] ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äâîéíîãî

ïðåäåëà lim
m,n−→∞

(mi(Grm,n))
1

mn , îòâåò íà êîòîðûé ïîëó÷åí â äàííîé ðàáîòå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîëè÷åñòâà ì.í.ì.
â öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ øèðèíû 4, 5, 6 . Êðîìå òîãî, â äàí-
íîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è ðàâåíñòâî ïðåäåëîâ lim

m,n−→∞
(mi(Grm,n))

1
mn ,

lim
m,n−→∞

(mi(Cylm,n))
1

mn , lim
m,n−→∞

(mi(Torm,n))
1

mn .

2. Ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà â öèëèíäðè÷åñêèõ è
òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ

2.1. Ïîíÿòèå îñíàùåííîé ðåøåòêè

Ïóñòü èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî W ⊆ V (Cylm,n) (W ⊆ V (Torm,n) ) è âåðøèíà u ∈
V (Cylm,n) \W ( u ∈ V (Torm,n) \W ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà u ñìåæíà ñ W , åñëè
õîòÿ áû îäèí èç åå ñîñåäåé ïðèíàäëåæèò W . Âåðøèíà u ñìåæíà ñ W ïî âåðòèêàëè (ïî
ãîðèçîíòàëè), åñëè õîòÿ áû îäèí èç åå ñîñåäåé ïî ñòîëáöó (ïî ñòðîêå) ïðèíàäëåæèò W .
Âåðøèíà u ñìåæíà ñ W ñëåâà (ñïðàâà), åñëè åå ëåâûé (ïðàâûé) ñîñåä ïðèíàäëåæèò W .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îñíàùåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ m × n -ðåøåòêà � òàêîå
ðàçáèåíèå (I, IV , L,R) , âîçìîæíî ñ ïóñòûìè ÷àñòÿìè, ìíîæåñòâà V (Cylm,n) , ÷òî
îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ I, L,R ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì.
2. Ìíîæåñòâî IV ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ I ïî âåðòèêàëè.
3. Êàæäàÿ âåðøèíà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ I ∪ IV è ñìåæíàÿ ñ I ñëåâà, ïðèíàäëåæèò

L . Ëåâûé ñîñåä êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà L , åñëè îí ñóùåñòâóåò, ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó I .

4. Êàæäàÿ âåðøèíà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ I ∪ IV ∪ L è ñìåæíàÿ ñ I ñïðàâà, ïðè-
íàäëåæèò R . Ïðàâûé ñîñåä êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà R , åñëè îí ñóùåñòâóåò,
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó I .

Îòìåòèì, ÷òî â îñíàùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêå êðàéíèé ëåâûé ñòîëáåö ìîæåò
ñîäåðæàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà L , à êðàéíèé ïðàâûé ñòîëáåö ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà R .
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Îñíàùåííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ m× 1 -ðåøåòêó íàçîâåì îñíàùåííûì ñòîëáöîì. Áîëåå
ïîäðîáíî, îñíàùåííûé ñòîëáåö � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (Cylm,1) íà ÷àñòè I, IV , L,R
(íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïóñòûìè) òàêîå, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ I, L,R ÿâ-
ëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì è ìíîæåñòâî IV ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ I .

Îñíàùåííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ðåøåòêó íàçîâåì L -ðåøåòêîé (R -ðåøåòêîé), åñëè åå
êðàéíèé ëåâûé (êðàéíèé ïðàâûé) ñòîëáåö íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L (ìíî-
æåñòâà R ). Íàçîâåì LR -ðåøåòêîé òàêóþ ðåøåòêó, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ L -
ðåøåòêîé è R -ðåøåòêîé.

Îïðåäåëåíèå îñíàùåííîé òîðîèäàëüíîé m× n -ðåøåòêè ïîâòîðÿåò îïðåäåëåíèå îñíà-
ùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé m×n -ðåøåòêè ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ðàçáèâàåòñÿ ìíîæåñòâî
V (Torm,n) .

2.2. Ïåðå÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â öèëèíäðè÷åñêèõ
è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1 è n ≥ 1 êîëè÷åñòâî âñåõ LR -ðåøåòîê ðàçìåðà
m× n ðàâíî mi(Cylm,n) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü èìååòñÿ LR -ðåøåòêà (I1, I
V
1 , L,R) ðàçìåðà m × n .

Ïîêàæåì, ÷òî í.ì. I1 ãðàôà Cylm,n ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
âåðøèíó w ∈ V (Cylm,n) , íå âõîäÿùóþ â I1 . Òîãäà, ýòà âåðøèíà âõîäèò â îäíî èç ìíîæåñòâ
IV1 , L,R . Åñëè w ∈ L , òî w íå ïðèíàäëåæèò êðàéíåìó ëåâîìó ñòîëáöó ðåøåòêè, à åñëè
w ∈ R , òî w íå ïðèíàäëåæèò êðàéíåìó ïðàâîìó ñòîëáöó ðåøåòêè. Çíà÷èò, w ñìåæíà ñ
I1 , îòêóäà ñëåäóåò ìàêñèìàëüíîñòü ìíîæåñòâà I1 .

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ì.í.ì. I2 ãðàôà Cylm,n . Ïîñòðîèì ÷åòâåðêó (I2, I
V
2 , L,R) , êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà V (Cylm,n) , âîçìîæíî ñ ïóñòûìè ÷àñòÿìè. Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w ∈ V (Cylm,n) , íå âõîäÿùóþ â I2 . Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè
I2 , âåðøèíà w ñìåæíà ñ I2 . Åñëè w ñìåæíà ñ I2 ïî âåðòèêàëè, òî w ∈ IV2 . Åñëè w íå
ñìåæíà ñ I2 ïî âåðòèêàëè, íî ñìåæíà ñëåâà, òî w ∈ L . Íàêîíåö, åñëè w íå ñìåæíà ñ
I2 ïî âåðòèêàëè è ñëåâà, òî w ∈ R . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (I2, I

V
2 , L,R) âûïîëíÿþòñÿ âñå

òðåáîâàíèÿ ïóíêòîâ 2�4 îïðåäåëåíèÿ îñíàùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêè.
ßñíî, ÷òî êðàéíèé ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî, êðàéíèé ïðàâûé) ñòîëáåö ÷åòâåðêè

(I2, I
V
2 , L,R) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L (ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

R ), ïî ïðàâèëàì åå ïîñòðîåíèÿ. Åñëè n = 1 , òî L = R = ∅ . Ïóñòü n ≥ 2 . Íèêàêèå äâà
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà L íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ïî ãîðèçîíòàëè ïî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ L
èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Òî æå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà R . Íèêàêèå äâà ýëåìåíòà ìíîæå-
ñòâà L íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ïî âåðòèêàëè, èíà÷å èõ ëåâûå ñîñåäè ïðèíàäëåæàò I2 è
ïîýòîìó I2 íå áóäåò íåçàâèñèìûì. Òî æå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà R . Òåì ñàìûì, L è R
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîýòîìó (I2, I

V
2 , L,R) � LR -ðåøåòêà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ëåììû 2.1 íåòðóäíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþ-

ùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1 è n ≥ 3 êîëè÷åñòâî âñåõ îñíàùåííûõ òîðîè-
äàëüíûõ m× n -ðåøåòîê ðàâíî mi(Torm,n) .

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îñíàùåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà èìååò âèä (J ′, . . . , J ′′) , åñëè
ñàìûì ëåâûì åå ñòîëáöîì ÿâëÿåòñÿ J ′ , à ñàìûì ïðàâûì ÿâëÿåòñÿ J ′′ . Òàêîå æå îáîçíà-
÷åíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ îñíàùåííîé òîðîèäàëüíîé ðåøåòêè, èìåÿ â âèäó, ÷òî åå
ñòîëáöû J ′, . . . , J ′′ ïðîõîäÿòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ïóñòü J1, . . . , Jαm � âñåâîçìîæíûå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû m . Ñîñòàâèì áóëåâó
ìàòðèöó Tm ðàçìåðà αm×αm , ýëåìåíò tij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè è òîëüêî åñëè (Ji, Jj) �
îñíàùåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà. Êðîìå òîãî, ñîñòàâèì áóëåâó ìàòðèöó Sm ðàçìåðà
αm×αm , ýëåìåíò sij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè è òîëüêî åñëè (Ji, Jj) � L -ðåøåòêà. Ñîñòàâèì
áóëåâó ìàòðèöó Fm ðàçìåðà αm × αm , ýëåìåíò fij êîòîðîé ðàâåí 1, åñëè è òîëüêî åñëè
(Ji, Jj) � R -ðåøåòêà.

×åðåç 1 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ åäèíèö, ðàçìåð êîòîðîãî áó-
äåò ÿñåí èç êîíòåêñòà. ×åðåç I ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ðàçìåð êîòîðîé
áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1, n ≥ 3 âåðíî ðàâåíñòâî mi(Cylm,n) =
1 · Sm · (Tm)

n−3 · Fm · 1⊤ , ãäå (Tm)
0 = I .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L
(k)
m = Sm · (Tm)

k è îáîçíà÷èì çà l
(k)
ab

ýëåìåíò ìàòðèöû L
(k)
m , ñòîÿùèé â a -îé ñòðîêå è b -îì ñòîëáöå. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè,

÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 êîëè÷åñòâî L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàâíî

l
(k−2)
ab . Ïðè k = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó l

(0)
ab = sab . Ïóñòü ìû äîêàçàëè, ÷òî

ñóùåñòâóåò ðîâíî l
(k−1)
ab L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k + 1 âèäà (Ja, . . . , Jb) . Ïîñêîëüêó

L
(k)
m = L

(k−1)
m · Tm , òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî l

(k)
ab =

αm∑
p=1

l
(k−1)
ap · tpb . Êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîé

ñóììû ðàâíî êîëè÷åñòâó L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k + 2 âèäà (Ja, . . . , Jp, Jb) . Òîãäà âñÿ
ñóììà ðàâíà êîëè÷åñòâó L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k+2 âèäà (Ja, . . . , Jb) . Çíà÷èò, ñóììà

âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L
(k−2)
m , ðàâíàÿ 1 ·Sm · (Tm)

k−2 ·1⊤ , ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âñåõ
L -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàòðèöó C
(k)
m = L

(k)
m ·Fm è ïîêàæåì, ÷òî åå ýëåìåíò c

(k)
ab , ñòîÿùèé

â a -îé ñòðîêå è b -îì ñòîëáöå, ðàâåí êîëè÷åñòâó LR -ðåøåòîê âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàçìåðà m

íà k+3 . Äåéñòâèòåëüíî, c
(k)
ab =

αm∑
p=1

l
(k)
ap ·fpb . Êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû ðàâíî êîëè÷åñòâó

LR -ðåøåòîê ðàçìåðà m íà k+3 âèäà (Ja, . . . , Jp, Jb) äëÿ íåêîòîðîãî îñíàùåííîãî ñòîëáöà

Jp . Çíà÷èò, ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C
(n−3)
m , ðàâíàÿ 1 · Sm · (Tm)

n−3 · Fm · 1⊤ ,
ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âñåõ LR -ðåøåòîê ðàçìåðà m ≥ 1 íà n ≥ 3 . Îòñþäà è èç Ëåììû
2.1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà äâóõ ìàòðèö X = (xij) è Y = (yij) îäèíàêî-
âîãî ðàçìåðà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Z = X ◦Y = (zij) òàêàÿ, ÷òî zij = xij · yij .

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ m ≥ 1, n ≥ 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî mi(Torm,n) =
= 1 · [(Tm)

n−1 ◦T⊤
m] · 1⊤ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà
Òåîðåìû 2.1 íåòðóäíî ïî èíäóêöèè ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 êîëè÷åñòâî îñíàùåí-
íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ m× k -ðåøåòîê âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàâíî ýëåìåíòó ìàòðèöû (Tm)

k−1 ,
êîòîðûé ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè a -îé ñòðîêè è b -îãî ñòîëáöà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî k ≥ 2
êîëè÷åñòâî îñíàùåííûõ òîðîèäàëüíûõ m × k -ðåøåòîê âèäà (Ja, . . . , Jb) ðàâíî ýëåìåíòó

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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ìàòðèöû (Tm)
k−1◦T⊤

m , êîòîðûé ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè a -îé ñòðîêè è b -îãî ñòîëáöà. Îòñþ-
äà è Ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî mi(Torm,n) = 1 · [(Tm)

n−1 ◦T⊤
m] ·1⊤ äëÿ ëþáûõ m ≥ 1, n ≥ 2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}n≥0 íàçû-

âàåòñÿ ôóíêöèÿ f(x) =
∞∑
n=0

an · xn .

ßñíî, ÷òî mi(Cyl1,1) = mi(Tor1,1) = 1 è mi(Cyl1,2) = mi(Cyl2,1) = mi(Tor1,2) =
mi(Tor2,1) = 2 . Íàéäÿ ÿâíûé âèä ìàòðèöû T1 è ïðèìåíèâ Òåîðåìó 2.2, äëÿ ëþáîãî n ≥ 3
ìîæíî âû÷èñëèòü an , ãäå an = mi(Cyln,1) = mi(Tor1,n) = mi(Torn,1) . Î÷åâèäíî, ÷òî
mi(Cyl2,2) = mi(Tor2,2) = 2 . Íàéäÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö T2,S2,F2 è ïðèìåíèâ Òåîðåìó 2.2,
äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 ìîæíî âû÷èñëèòü bn , ãäå bn = mi(Cyln,2) = mi(Tor2,n) = mi(Torn,2) .
Â ðàáîòå [6] îïèñàí ìåõàíèçì âû÷èñëåíèÿ mi(Cyl1,n) è mi(Cyl2,n) äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 .
Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ¾ñäâèíóòûå¿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîëè÷åñòâà ì.í.ì.
â öèëèíäðè÷åñêèõ è òîðîèäàëüíûõ ðåøåòêàõ.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m ≥ 1 ÷åðåç cylm(x) è torm(x) îáîçíà÷èì ôóíêöèè
∞∑
n=0

mi(Cylm,n+3) · xn è
∞∑
n=0

mi(Torm,n+2) · xn+1 , ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà cylm(x) = 1·Sm ·(I−Tm ·x)−1 ·Fm ·1⊤

è torm(x) = 1 · [(I−Tm · x)−1 ◦T⊤
m] · 1⊤ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(I−Tm · x)−1 = I+Tm · x+ (Tm)
2 · x2 + . . . .

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëåâà íà ïðîèçâåäåíèå 1·Sm , à ñïðàâà íà ïðîèçâåäåíèå
Fm · 1⊤ . Ïî Òåîðåìå 2.1 èìååì

1·Sm·(I−Tm·x)−1·Fm·1⊤ = 1·Sm·Fm·1⊤+(1·Sm·Tm·Fm·1⊤)·x+(1·Sm·(Tm)
2·Fm·1⊤)·x2+. . . =

=
∞∑
n=3

mi(Cylm,n) · xn−3 =
∞∑
n=0

mi(Cylm,n+3) · xn = cylm(x).

Çàìåòèì, ÷òî I◦T⊤
m � ìàòðèöà èç îäíèõ íóëåé ââèäó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ Àäà-

ìàðà è íåçàâèñèìîñòè êàæäîãî èç ìíîæåñòâ I, R, L . Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò è Òåîðåìó 2.2,
äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ äëÿ (I−Tm · x)−1 ñïðàâà íà ìàòðèöó T⊤

m , ïîñëå ýòîãî
äîìíîæèì èõ ñëåâà íà 1 , à ñïðàâà íà 1⊤

1·[(I−Tm ·x)−1◦T⊤
m]·1⊤ = 1·[I◦T⊤

m]·1⊤+(1·[Tm◦T⊤
m]·1⊤)·x+(1·[(Tm)

2◦T⊤
m]·1⊤)·x2+. . . =

=
∞∑
n=0

mi(Torm,n+2) · xn+1 = torm(x)

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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2.3. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Ñëó÷àé m=4

Â Òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû âñå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 4. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç I
( IV , L,R ) îáîçíà÷àåòñÿ âåðøèíà ñòîëáöà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó I ( IV , L,R ).

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12

I IV I I IV IV L R IV IV L R
IV I IV IV I I IV IV L R R L
I IV L R IV IV I I IV IV L R
IV I IV IV L R IV IV I I R L

Òàáëèöà 1: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 4

Â Òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû T4,S4,F4 . Â ñòîëáöå ñ íîìåðîì k óêàçàíû âñå
òàêèå íîìåðà l , ÷òî ýëåìåíò tkl (ñîîòâåòñòâåííî, skl, fkl ) ðàâåí 1.

T4 S4 F4

1 2,5,10,11 2,5,10,11 2,5
2 1,4,8,12 1,4,8,12 1
3 2,6,7,10 ∅ 2,7
4 7 7 7
5 1,4,8,9 ∅ 1,9
6 9 9 9
7 2,3,6,10 ∅ 2,3
8 3 3 3
9 1,4,5,8 ∅ 1,5
10 5 5 5
11 2 ∅ 2
12 1 ∅ 1

Òàáëèöà 2: Ìàòðèöû T4,S4,F4

Ïî Òàáëèöàì 1, 2 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà öèëèíäðè÷åñêèõ
ðåøåòîê øèðèíû 4 ðàâíà

cyl4(x) =
−12x2 − 22x− 16

2x3 + 3x2 + x− 1
= 16 + 38x+ 98x2 + 244x3 + 614x4 + 1542x5 +O(x6).

Ïî Òàáëèöàì 1, 2 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà òîðîèäàëüíûõ
ðåøåòîê øèðèíû 4 ðàâíà

tor4(x) =
40x8 + 32x7 − 8x6 − 6x5 + 12x4 − 12x3 − 12x2 − 6x

−4x9 − 4x8 + x7 + x6 − 2x5 + 2x4 + 4x3 + 2x2 + x− 1
= 6x+18x2+42x3+90x4+O(x5).

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Ñëó÷àé m=5

Â Òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíû âñå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 5.

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12 J13 J14 J15

I I IV IV IV I I IV IV R L L R IV IV

IV IV I I IV IV IV I I IV IV R L L R
I IV IV IV I L R IV IV I I IV IV R L
IV I I IV IV R L L R IV IV I I IV IV

IV IV IV I I IV IV R L L R IV IV I I

Òàáëèöà 3: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 5

Â Òàáëèöå 4 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû T5,S5,F5 . Â ñòîëáöå ñ íîìåðîì k óêàçàíû âñå
òàêèå íîìåðà l , ÷òî ýëåìåíò tkl ( skl, fkl ) ðàâåí 1.

T5 S5 F5

1 3,4,12,15 3,4,12,15 3,4
2 4,5,8,11 4,5,8,11 4,5
3 1,5,7,14 1,5,7,14 1,5
4 1,2,10,13 1,2,10,13 1,2
5 2,3,6,9 2,3,6,9 1,3
6 3,12 ∅ 3
7 5,11 ∅ 5
8 5,14 ∅ 5
9 2,13 ∅ 2
10 2,6 ∅ 2
11 4,15 ∅ 4
12 4,8 ∅ 4
13 1,7 ∅ 1
14 1,10 ∅ 1
15 3,9 ∅ 3

Òàáëèöà 4: Ìàòðèöû T5,S5,F5

Ïî Òàáëèöàì 3, 4 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà öèëèíäðè÷åñêèõ
ðåøåòîê øèðèíû 5 ðàâíà

cyl5(x) =
30

1− 3x
= 30 + 90x+ 270x2 + 810x3 + 2430x4 + 7290x5 +O(x6).

Ïî Òàáëèöàì 3, 4 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà òîðîèäàëüíûõ
ðåøåòîê øèðèíû 5 ðàâíà

tor5(x) =
−30x5 + 60x4 − 10x2 − 10x

3x6 − 7x5 − x4 + x3 + 3x2 + 2x− 1
= 10x+ 30x2 + 90x3 + 220x4 + 760x5 +O(x6).

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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Ñëó÷àé m=6

Â Òàáëèöàõ 5 è 6 ïðåäñòàâëåíû âñå îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 6.

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12 J13 J14 J15 J16 J17

I IV I IV IV I I I I IV IV IV IV L R IV IV

IV I IV I IV IV IV IV IV I I I I IV IV L R
I IV IV IV I I I L R IV IV IV IV I I IV IV

IV I I IV IV IV IV IV IV I I L R IV IV I I
I IV IV I IV L R I I IV IV IV IV I I IV IV

IV I IV IV I IV IV IV IV L R I I IV IV I I

Òàáëèöà 5: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 6

J18 J19 J20 J21 J22 J23 J24 J25 J26 J27 J28 J29 J30 J31

I I IV IV L R R L L R IV IV L R
IV IV I I IV IV L R R L L R R L
L R IV IV I I IV IV L R R L L R
R L L R IV IV I I IV IV L R R L
L R R L L R IV IV I I IV IV L R
IV IV L R R L L R IV IV I I R L

Òàáëèöà 6: Îñíàùåííûå ñòîëáöû âûñîòû 6, ïðîäîëæåíèå

Â Òàáëèöàõ 7, 8 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû T6,S6,F6 . Â ñòîëáöå ñ íîìåðîì k óêàçàíû
âñå òàêèå íîìåðà l , ÷òî ýëåìåíò tkl (ñîîòâåòñòâåííî, skl, fkl ) ðàâåí 1.

T6 S6 F6

1 2,11,13,17,21,25,29,30 2,11,13,17,21,25,29,30 2
2 1,7,9,15,23,27,31 1,7,9,15,23,27,31 1
3 4,5,12,14 4,5,12,14 4,5,12,14
4 3,5,6,16 3,5,6,16 3,5,6,16
5 3,4,8,10 3,4,8,10 3,4,8,10
6 2,4,11,13,17,25,26,29 ∅ 2,4
7 4,26 4,26 4
8 2,5,11,13,17,21,22,25 ∅ 2,5
9 5,22 5,22 5
10 1,5,7,9,15,19,27,28 ∅ 1,5
11 5,28 5,28 5
12 1,3,7,9,15,23,24,27 ∅ 1,3
13 3,24 3,24 3
14 2,3,11,13,17,18,21,29 ∅ 2,3
15 3,18 3,18 3
16 1,4,7,9,15,19,20,23 ∅ 1,4
17 4,20 4,20 4

Òàáëèöà 7: Ìàòðèöû T6,S6,F6
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T6 S6 F6

18 2,11,17,25 ∅ 2
19 14 ∅ 14
20 1,9,15,27 ∅ 1
21 16 ∅ 16
22 2,13,17,29 ∅ 2
23 8 ∅ 8
24 1,7,9,19 ∅ 1
25 12 ∅ 12
26 2,11,13,21 ∅ 2
27 6 ∅ 6
28 1,7,15,23 ∅ 1
29 10 ∅ 10
30 2 ∅ 2
31 1 ∅ 1

Òàáëèöà 8: Ìàòðèöû T6,S6,F6 , ïðîäîëæåíèå

Ïî Òàáëèöàì 5�8 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ cyl6(x) äëÿ ÷èñëà öèëèí-
äðè÷åñêèõ ðåøåòîê øèðèíû 6 ðàâíà äðîáè A

B
, ãäå A = 40x21 + 110x20 + 124x19 + 126x18 +

120x17 + 61x16 + 468x15 − 325x14 − 1021x13 + 13x12 − 1017x11 + 593x10 − 669x9 − 1629x8 +
337x7+1220x6−659x5−1327x4−126x3+292x2+211x+82, B = −2x22−5x21−5x20−5x19−
4x18−x17−23x16+26x15+49x14−15x13+50x12−41x11+40x10+81x9−54x8−54x7+61x6+
52x5 − 14x4 − 17x3 − 7x2 − x+ 1 .

Ïî Òàáëèöàì 5�8 è Ñëåäñòâèþ 2.1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ tor6(x) äëÿ ÷èñëà òîðîè-
äàëüíûõ ðåøåòîê øèðèíû 6 ðàâíà äðîáè A

B
, ãäå A = −58x30 − 196x29 − 216x28 − 178x27 −

184x26 − 115x25 − 800x24 − 141x23 + 2310x22 − 223x21 + 332x20 + 417x19 − 444x18 + 6607x17 −
2524x16 − 2477x15 + 2366x14 + 1946x13 + 2832x12 − 2485x11 − 2674x10 + 3515x9 + 2136x8 −
2121x7−946x6+768x5+348x4−61x3−66x2−20x,B = 2x31+7x30+8x29+7x28+9x27+9x26+
35x25+6x24−95x23+20x22−10x21−25x20+21x19−351x18+160x17+144x16−165x15−127x14−
202x13+201x12+229x11−346x10−229x9+263x8+133x7−128x6−70x5+15x4+22x3+10x2−1.

3. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîëè÷åñòâà (ìàêñèìàëüíûõ) íåçàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ-ðåøåòêàõ

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàáîòå [4] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn = η =

1.50403 . . . . Äàëåå ìû äîêàçûâàåì íåñêîëüêî áîëåå îáùèé ôàêò.

Ò å î ð å ì à 3.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Cylm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Torm,n))
1

mn = η.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî lim
m,n−→∞

(i(Grm−2,n−2))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

mn .

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

lim
m,n−→∞

(i(Grm−2,n−2))
1

mn = lim
m,n−→∞

(i(Grm,n))
1

(m+2)(n+2) = lim
m,n−→∞

((i(Grm,n)
1

mn )
1

1+ 2
m+ 2

n+ 4
mn =

Ä. Ñ. Òàëåöêèé. Î ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ è ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ, ñâÿçàííûõ . . .
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= (η)1 = η.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè ëþáûõ m,n ≥ 3 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
i(Grm−2,n−2) ≤ i(Torm,n) ≤ i(Cylm,n) ≤ i(Grm,n) . Îòñþäà è èç äîêàçàííîãî âûøå óòâåð-
æäåíèÿ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èçâåñòíàÿ ëåììà Ôåêåòå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñóáàääèòèâíîé, òî åñòü äëÿ ëþáûõ m,n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
am+n ≤ am + an , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an
n

ñõîäèòñÿ ê âåëè÷èíå inf {an
n
} . Âîñïîëüçóåìñÿ

îäíèì èç îáîáùåíèé ýòîé ëåììû (ñì. [5]).

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {am,n} , òàêàÿ ÷òî am,n ≥ 1 ,
óäîâëåòâîðÿåò äâîéíûì íåðàâåíñòâàì am1+m2,n ≤ am1,n · am2,n ≤ am1+m2+1,n è am,n1+n2 ≤
am,n1 · am,n2 ≤ am,n1+n2+1 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m,m1,m2, n, n1, n2 . Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

lim
m,n−→∞

(am,n)
1

mn = inf
m,n

(am,n)
1

mn = sup
m,n

(am,n)
1

(m+1)(n+1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóïðåìóì ñóùåñòâóåò.

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíîé m × n -ðåøåòêè íàçîâåì âíóòðåííå ìàêñè-
ìàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âî âíóòðåííåé ïðÿìîóãîëüíîé (m−2)×(n−2) -
ïîäðåøåòêå. Îáîçíà÷èì çà mi′(Grm,n) êîëè÷åñòâî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ â ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå ðàçìåðà m× n .

Ë å ì ì à 3.2. Ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë lim
m,n−→∞

(mi′(Grm,n))
1

mn = κ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì Ëåììó 3.1, ïîëîæèâ am,n = mi′(Grm,n) . Ïðîâåðèì
âûïîëíåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Ïîíÿòíî, ÷òî (m1 + m2) × n -ðåøåòêà ðàçáèâàåòñÿ íà
(m1×n) -ðåøåòêó è (m2×n) -ðåøåòêó. Ïîýòîìó ëþáîå âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî
(m1 + m2) × n -ðåøåòêè ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ
òàêæå áóäåò âíóòðåííå ìàêñèìàëüíûì ëèáî â (m1×n) -ðåøåòêå, ëèáî â (m2×n) -ðåøåòêå.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ëþáîãî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (m1 × n) -ðåøåòêè è
ëþáîãî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (m2 × n) -ðåøåòêè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
äî íåêîòîðîãî âíóòðåííå ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (m1+m2+1)×n -ðåøåòêè. Âûïîëíåíèå
âòîðîãî íåðàâåíñòâà ïðîâåðÿåòñÿ ïî àíàëîãèè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â ðàáîòå [6] áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëîâ

lim
m,n−→∞

(mi(Grm,n))
1

mn , lim
m,n−→∞

(mi(Cylm,n))
1

mn , lim
m,n−→∞

(mi(Torm,n))
1

mn . Â äàííîé ðàáîòå

ìû äîêàçûâàåì èõ ñóùåñòâîâàíèå è ðàâåíñòâî.

Ò å î ð å ì à 3.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

lim
m,n−→∞

(mi(Grm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(mi(Cylm,n))
1

mn = lim
m,n−→∞

(mi(Torm,n))
1

mn = κ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ m,n ≥ 3 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

mi′(Grm−2,n−2) ≤ mi(Torm,n) ≤ mi(Cylm,n) ≤ mi(Grm,n) ≤ mi′(Grm+2,n+2),

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî lim
m,n−→∞

(mi′(Grm−2,n−2))
1

mn = lim
m,n−→∞

(mi′(Grm+2,n+2))
1

mn = κ .

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.1. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà

(ïðîåêò � 17-11-01336).
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On generating functions and limit theorems connected

with maximal independent sets in grid graphs

c⃝ D. S. Taletskii2

Abstract. In this paper we study some quantitative characteristics of maximal independent sets
in grid graphs using methods of combinatorial analysis, enumerative combinatorics, mathematical
analysis and linear algebra. We obtain the explicit generating functions for the number of maximal
independent sets in cylindrical and toroidal lattices of width 4, 5, 6. We prove that the limits of mn -
th root of the number of (maximal) independent sets in rectangular, cylindrical and toroidal m×n -
lattices exist and that they are equal. Nobody studied the quantitative characteristics of maximal
independent sets in grid graphs with respect to cylindrical and toroidal lattices before. Also nobody
proved the existence of the limits of mn -th root of the number of maximal independent sets in
grid graphs. Thus, our paper is a further development of enumerative combinatorics.

Key Words: independent set, grid graph, generating function, limit theorem.
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