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Ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà è ìîäåëè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ

ïîëåé â ïëàçìå

c⃝ A. Í. Ñàõàðîâ1, À. À. Øèëîâñêàÿ2

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [14] è ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ
ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ìîäåëåé ìàãíèòíûõ ïîëåé â ýëåêòðîïðîâîäÿùåé ñðå-
äå (ïëàçìå) â òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè èíòåíñèâíî
âåäóòñÿ â òå÷åíèè ïîñëåäíèõ 20 ëåò. Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè
ñîïðÿæåíî ñ èçâåñòíûìè òðóäíîñòÿìè, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëè-
æåííûå ìîäåëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñòðîèòñÿ êëàññ ìîäåëåé âåêòîðíûõ ïîëåé, îáúåäèíåííûõ
îáùèì íàçâàíèåì ìîäåëü òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Ïîëÿ èç ýòîãî êëàññà ïîðîæäàþò
íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ïîòîêè) íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ äîñòî÷íî ïðî-
ñòîé ñòðóêòóðîé. Âî-ïåðâûõ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, âî-âòîðûõ, ýòè ïîòîêè äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîé
ñàìîèíäåêñèðóþùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùåé ïðîâåñòè èõ ïîëíóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ. Êðîìå òîãî, ïîëÿ èç óêàçàííîãî êëàññà ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàíû âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ïîðîæäàþùèìè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïî-
òîêè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîëÿì â êîðîíå Ñîëíöà, ÷òî ñâÿçàíî ñ àêòóàëüíîé çàäà÷åé
îöåíêè âûáðîñà ýíåðãèè ïðè ñîëíå÷íûõ âñïûøêàõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñîáûå òî÷êè ïîëÿ, ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè, èñòî÷íèêè, ñòîêè, ñåïà-
ðàòðèñû, ñåïàðàòîðû, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

1. Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðà (òîïîëîãèÿ ñèëîâûõ ëèíèé) ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìå èãðàåò âàæíóþ ðîëü
äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÌÃÄ): ýâîëþöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
êîðîíå Ñîëíöà, óñòîé÷èâîñòü ïëàçìû â òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ, ìåõàíèçìû òóðáóëåíò-
íîãî äèíàìî3, òåîðèÿ ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ.

Ýâîëþöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ (óðàâíåíèÿìè ÌÃÄ, [1], ãë. 8), êîòîðûå îïðåäåëÿþò äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà
íåêîòîðîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M3 (êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü íåñóùèì): ìàãíèòíîå
ïîëå H è ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïëàçìû v. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è îïèñàíèÿ òîïî-
ëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ÌÃÄ. Íàéäåííîå ïîëå H ïîðîæäàåò (ïðè èçâåñòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) íåïðå-
ðûâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ïîòîê) íà M3. Íà âòîðîì ýòàïå íàõîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå

1 Ñàõàðîâ Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ"(603107,
Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð-ò Ãàãàðèíà, ä. 97), ORCID:http://orcid.org/0000-0002-4520-8062,
ansakharov2008@yandex.ru

2ØèëîâñêàÿÀííà Àíàòîëüåâíà, àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìà-
òè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè,
ÔÃÀÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî (603950, Ðîññèÿ, ÃÑÏ-20, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð-ò Ãàãàðèíà, ä.23, êîðï.6),
ORCID:http://orcid.org/0000-0002-3328-8157, a.shilovskaia@gmail.com

3 Äèíàìî � ìåõàíèçì óñèëåíèÿ èëè ïîääåðæàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî (ëèáî êîëåáàòåëüíîãî) ñîñòîÿíèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè ïðîâîäÿùåé ñðåäû.
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êðèâûå ýòîé ñèñòåìû, còðóêòóðà êîòîðûõ è îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê
êàê ðåøåíèå çàäà÷è ïåðâîãî ýòàïà ñîïðÿæåíî ñ èçâåñòíûìè òðóäíîñòÿìè, òî â ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîé ìîäåëè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó÷èòûâàþùåé ñïåöèôèêó ðåøàåìîé çàäà÷è. Óäà÷íûé âûáîð òàêîé ìî-
äåëè ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ íå ðåøàòü óðàâíåíèÿ ÌÃÄ, è, âî-âòîðûõ, ïîëó÷èòü àäåêâàòíóþ
ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Çäåñü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â àòìîñôåðå Ñîëíöà, êîòîðàÿ âåñüìà àêòóàëüíà äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû âûáðîñà ýíåð-
ãèè ïðè ñîëíå÷íûõ âñïûøêàõ. Ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîëÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî íå óäîâëå-
òâîðÿþò òðåáîâíèÿì, ãàðàíòèðóþùèì ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ
íà íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè. Îäíàêî, ïðè ðÿäå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ôèçè÷åñêîãî
õàðàêòåðà (èõ òî÷íîå îïèñàíèå áóäåò ïðèâåäåíî íèæå) ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëÿ, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè îáúåêòàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â
ðàáîòå [14] âîçíèêàåò êëàññ ìîäåëåé ìàãíèòíûõ ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ïîñòðîèòü âñå ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûå4 êîíôèãóðàöè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé (ôàçîâûå ïîðòðåòû ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîòîêà);

Çàäà÷à 2. Íàéòè òèïè÷íûå5 áèôóðêàöèè êîíôèãóðàöèé, ïîðîæäàåìûõ îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèì ñåìåéñòâàìè òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Â ïîñëåäíåå äâàäöàòèëåòèå ðåøåíèþ ýòèõ äâóõ çàäà÷ áûëî ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ðàáîò ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè àñòðîôèçèêè. Ïîÿâèëñÿ äàæå òåðìèí ìàãíèòíàÿ
òîïîëîãèÿ, îáîçíà÷àþùèé ìåòîä îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òåðìèíàõ òðåõ-
ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êàðòèíû íå õâàòàåò, íà íàø
âçãëÿä, ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ÷åìó ïîñâÿùåíà íàñòîÿ-
ùàÿ ñòàòüÿ.

Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâÿçàíû ñ ðîæäåíèåì èëè ðàçðóøåíèåì
òàê íàçûâàåìûõ ñåïàðàòîðîâ, ìàòåìàòè÷åñêèìè îáðàçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîòîêîâ, ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñå÷åíèþ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òðàåêòî-
ðèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà6 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé (ñì. íàïðìåð,
ðàáîòû [3]-[6]).

Èçó÷åíèå òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïëàçìå â òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà-
÷àëîñü äîñòàòî÷íî äàâíî (â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà), î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò âíó-
øèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå. Áîëüøóþ èõ ÷àñòü ìîæíî íàéòè â
áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå ìîíîãðàôèè [7] è îáçîðà [8]. Íåêîòîðûå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû
ïðèâåäåíû ñïèñêå ëèòåðàòóðû äàííîé ïóáëèêàöèè. Îòäåëüíî îòìåòèì ïèîíåðñêèå ðàáîòû

4 Ïóñòü v � Cr -ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå (r ≥ 1) íà Cr+1 -ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M. Ïîòîê, ïîðîæ-
äàåìûé ïîëåì v, íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì (ãðóáûì), åñëè â ïðîñòðàíñòâå âñåõ C1 -ãëàäêèõ
âåêòîðíûõ ïîëåé íà M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ïîëÿ v òàêàÿ, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå èç ýòîé îêðåñò-
íîñòè òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó, ïðè÷åì, ãîìåîìîðôèçì, îñóùåñòâëÿþùèé ýê-
âèâàëåíòíîñòü, áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó.

5 Ïîíÿòèå òèïè÷íîñòè áèôóðêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â êíèãå [2].
6 Ãëàäêèé ïîòîê íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ è çàêíóòûõ òðàåêòðèé;
2) ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òðàåêòîðèé íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà

òðàíñâåðñàëüíû.
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[9], [10], [11] è [12], ñ êîòîðûõ ñîáñòâåííî è íà÷àëîñü ïðèìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìàãíèòíûõ ïîëåé.

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè îïèñàíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíûõ ìàã-
íèòíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ÌÃÄ. Êðîìå òîãî, îáñóæäàåòñÿ ñâîéñòâî
âìîðîæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èäåàëüíóþ ïëàçìó. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ íåèçìåííîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè: ïîëÿ
H t1 è H t2 îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû7.

Â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ìîäåëè ìàãíèòíûõ ïîëåé â êîðîíå Ñîëíöà: òàê
íàçûâàåìûå ìîäåëè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ (ìîäåëè ÒÌÇ).

Â ðàçäåëå 4 ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ íî âàæíàÿ ìîäåëü ÒÌÇ, ïîðîæäàåìîãî ïîòåíöè-
àëîì, îïðåäåëÿåìûì ïîëîæåíèåì çàðÿäîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ãåîìåòðèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì

ÌÃÄ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, åñëè íå îãîâîðåíî îòäåëüíî, ÷òî íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå M3, íà
êîòîðîì çàäàíî ìàãíèòíîå ïîëå, ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Ïóñòü B = µH
� âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðîèçâîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâ-
íåíèÿì ÌÃÄ. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç r = {x, y, z} åâêëèäîâû êîîðäèíàòû òî÷êè S3 â
ëîêàëüíîé êàðòå, òî ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè
âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dr

ds
= B(r), (2.1)

ãäå s � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå òî÷êè íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.

2.1. Îñîáåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Îïèñàíèå òîïîëîãèè ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ êîíôè-
ãóðàöèè îñîáåííîñòåé ïîëÿ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ, ãäå îíî
ðàâíî íóëþ (òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ íóëåâûìè òî÷êàìè ïîëÿ), à òàêæå â òî÷êàõ, ãäå ðàñ-
ïîëîæåíû èñòî÷íèêè ïîëÿ: ýëåêòðè÷åñêèå èëè ìàãíèòíûå çàðÿäû. Ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ
ëèáî íà÷èíàþòñÿ, ëèáî çàêàí÷èâàþòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ìàãíèòíûå çàðÿäû � ìîíîïîëè �
äî ñèõ ïîð ýêñïåðèìåíòàëüíî íå îáíàðóæåíû, ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå
èìååò èñòî÷íèêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

divB = 0. (2.2)

Íóëåâûå òî÷êè ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

B(r) = 0. (2.3)

Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè) ïîòîêà, ïîðîæäàå-
ìîãî ýòèì ïîëåì. Èç óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1, λ2, λ3 íóëåâîé òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

λ1 + λ2 + λ3 = 0. (2.4)

7 Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M3 íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M3 → M3, ïåðåâîäÿùèé èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðâîãî ïîëÿ â èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî, ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè.
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Â òèïè÷íîì ñëó÷àå âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ2, λ3 íóëåâîé òî÷êè
ïîëÿ B íå ðàâíû íóëþ. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò, ÷òî íóëåâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ñåäëîì ñ äâóìåðíîé è îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñàìè. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè, òî îíè ëèáî âñå âåùåñòâåííûå, ëèáî
îäíî èç íèõ âåùåñòâåííî, à äâà äðóãèõ � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ

Â ëèòåðàòóðå ïî ôèçèêå ìàãíèòíûõ ïîëåé îäíîìåðíóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà íàçûâàþò
øèïîì (spine), à äâóìåðíóþ � âååðíîé ïîâåðõíîñòüþ (fan). Ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ðàçëè÷íûõ íóëåâûõ òî÷åê ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåïàðàòîðàìè. Åñëè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ
òðàíñâåðñàëüíû, òî èõ íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñåïàðàòîðàìè. Íà ÿçûêå íåïðå-
ðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ïîòîêîâ) � ýòî ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè (ðèñ. 2.1).
Îáúåäèíåíèå îñîáåííîñòåé ïîëÿ, øèïîâ, âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé è ñåïàðàòîðîâ îïðåäåëÿåò
òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ è íàçûâàåòñÿ ñêåëåòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ8.

2.2. Câîéñòâî âìîðîæåííîñòè è óñòîé÷èâîñòü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì èíäóêöèè

∂B

∂t
− rot(v ×B)− νm∆B = 0, (2.5)

ãäå νm � ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîâîäèìîñòü ïëàçìû, v � ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ÷àñòèö ïëàçìû. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè, ò.ê. ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) çàâèñèò îò t êàê îò ïàðàìåòðà.

Â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïëàçìå ( νm = 0 ) ìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì
ñâîéñòâîì âìîðîæåííîñòè: ïðè äâèæåíèè ñðåäû ñèëîâûå ëèíèè ñëåäóþò çà íåé, áóäó÷è
êàê áû ïðèêëååííûìè ê åå ÷àñòèöàì (òåîðåìà Àëüôâåíà9 [13]). Êðèòåðèåì âìîðîæåííîñòè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìó ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ èíäóêöèè.

Ò å î ð å ì à 2.1. ([14], òåîðåìà 2.1) Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè νm = 0
ðàâíà ñêîáêå Ïóàññîíà ïîëåé v è B.

8 Ïðè ïîñòðîåíèè èçîáðàæåíèé ñêåëåòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà-
÷åíèé: èñòî÷íèêè îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé α, ñòîêè � ω, ñåäëà � σn, ãäå n � ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

9 Õàííåñ Óëîô É¼ñòà Àëüôâåí (øâåä. Hannes Olof Gosta Alfven; 30 ìàÿ 1908, Íîðð÷¼ïèíã � 2 àïðåëÿ
1995, Þðñõîëüì) � èçâåñòíûé øâåäñêèé ôèçèê, ñïåöèàëèñò ïî ôèçèêå ïëàçìû. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ôèçèêå â 1970 ã. çà ðàáîòû â îáëàñòè òåîðèè ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè.
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Ðàâåíñòâî íóëþ ñêîáêè Ïóàññîíà10 ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó êîììóòèðóåìîñòè ïîòîêîâ,
ïîðîæäàåìûõ ýòèìè ïîëÿìè ([16], ãë. 8, � 39, òåîðåìà D).

Â èäåàëüíîé ïëàçìå ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîñòîÿíñòâà
ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð,
êîòîðûé äâèæåòñÿ âìåñòå ñ ïëàçìîé (òåîðåìà Êåëüâèíà î öèðêóëÿöèè äëÿ ìàãíèòíîãî
ïîòîêà). Ðàññìîòðèì çàêîí Îìà äëÿ ïëàçìû

E + v ×B = R,

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, R = νm∇ × B . Ïóñòü âåêòîð R óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

B × (∇×R) = 0, (2.6)

êîòîðîå ïðè B ̸= 0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

∇×R = αB,

ãäå α � íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 2.1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà ïîëåé v è B è â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàâíà
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.6) ìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
âìîðîæåííîñòè11.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýâîëþöèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â ïëàçìå äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé: â òå÷åíèè çíà÷èòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåòñÿ, çàòåì áûñòðî ïðîèñõîäèò
ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ÿâëåíèåì ïåðåçàìûêàíèÿ ìàãíèòíûõ
ñèëîâûõ ëèíèé [7]. Òàê êàê ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ äâèæóòñÿ âìåñòå ñ ÷àñòèöàìè ïëàçìû,
òî ëèíèè ñ ðàçíûìè íàïðàâëåíèÿìè12 ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî. Äàëåå ñèëîâûå
ëèíèè ìîãóò ëèáî ðàçîéòèñü áåç èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè, ëèáî ïåðåçàìêíóòüñÿ. Î÷åâèäíî,
âîçìîæíûìè ìîäåëÿìè ÿâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèè â ñè-
ñòåìå (2.1), ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè ïîëÿ.

Òàê êàê âåêòîð èíäóêöèè B çàâèñèò îò âðåìåíè t, òî ïîëÿ B(r, t1) è B(r, t2) îïðå-
äåëÿþò, âîîáùå ãîâîðÿ, äâå ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Ñâîéñòâî
âìîðîæåííîñòè ãàðàíòèðóåò íåèçìåííîñòü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âðåìåíè.

Ò å î ð å ì à 2.2. ([15]) Ïóñòü ìàãíèòíîå ïîëå B(r, t) êîììóòèðóåò ñ âåêòîðîì
ñêîðîñòè ÷àñòèö ïëàçìû. Òîãäà ïîëÿ B(r, t1) è B(r, t2) òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýê-
âèâàëåíòíû äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ R.

3. Ìîäåëè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ

3.1. Ñâîéñòâà ïîëåé, îïðåäåëÿåìûõ ìîäåëÿìè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîðîíå Ñîëíöà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå åãî ìîäåëåé ïîëÿ ñ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè, â êîòîðûõ óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíî-
ñòè ïîëÿ (2.2) íàðóøàåòñÿ. C òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè, òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè ïîëÿ

10 Ïóñòü Lu , Lv � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ u , v ñîîòâåòñòâåííî. Äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1-ãî ïîðÿäêà)LuLv −LvLu íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà âåêòîðíûõ ïîëåé u
è v .

11 Âïåðâûå â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè îáñóæäàëîñü âðàáîòå [15].
12 Íàïðàâëåíèå ñèëîâîé ëèíèè â çàäàííîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà B, êàñàþùåãîñÿ

ëèíèè â ýòîé òî÷êå.
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ýòî îñîáåííîñòè ïîëÿ, â êîòîðûõ îíî ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èçáåæàòü ðàáîòû ñ áåñêîíå÷íîñòÿìè â àñòðîôèçèêå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü
òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî çàðÿäà (ìîäåëü ÒÌÇ), ñóòü êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1. ðåàëüíûé èñòî÷íèê ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íóëåâîé òî÷êè ïîëÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ;

2. ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî åñòü ïðåäñòàâèìî â âèäå B = ∇Φ, ãäå Φ � ñêàëÿðíûé ïîòåí-
öèàë;

3. ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîðîíû Ñîëíöà ãðàíèöà ôîòîñôåðû ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê äâóìåðíàÿ ñôåðà S2, íà êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ âñå èñòî÷íèêè ïîëÿ.

Ð è ñ ó í î ê 3.1
Ñêåëåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ òðåìÿ èñòî÷íèêàìè (α1 � èñòî÷íèê, ω1, ω2 � ñòîêè) è òðåìÿ ñåäëàìè

( σ1
1, σ

2
2, σ

1
3) . Cåïàðàòîð � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåäëî σ1

1 ñ ñåäëîì σ2
2

Ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ýòîé ìîäåëè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå
[8]. C òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóòü ìîäåëè ÒÌÇ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

Îáû÷íî ïîòîê (íåïðåðûâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà) ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì,
îñîáåííîñòÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íóëåâûå òî÷êè. Òàê êàê ãåîìåòðè÷åñêè ñèëîâûå
ëèíèè ïîëÿ â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ âåäóò ñåáÿ òàêæå, êàê â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâûõ
(óñòîé÷èâûõ) íóëåâûõ òî÷åê ïîëÿ, òî â ìîäåëè ÒÌÇ óñëîâèå 1 óòâåðæäàåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ
ðåàëüíîãî ïîëÿ íåñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ãåîìåòðèè ïîëÿ, ó êîòîðîãî èñòî÷íèêè (ñòî-
êè) ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè (óñòîé÷èâûìè) íóëåâûìè òî÷êàìè. Íà ãðàíèöå ôîòî-
ñôåðû ýòèì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäû (êîíå÷íîãî ðàçìåðà) ïó÷êîâ ìàãíèòíûõ ëèíèé,
ïåðåñåêàþùèõ ãðàíèöó. Òàêèì îáðàçîì, òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè � êîìïàêòèôèêàöèÿ ýòèõ
ñëåäîâ. Õîòÿ äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ â ýòèõ òî÷êàõ íå ðàâíà íóëþ, îäíàêî èìåííî ýòî óñëî-
âèå ïîçâîëÿåò èç ìíîæåñòâà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé âûäåëèòü êëàññ ïîëåé, äîïóñêàþùèõ
ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå â óñëîâèè 2 ïîðîæäàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ìîðñà13. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [17]), ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ìíîæåñòâî

13 Íàïîìíèì, ÷òî C2 -ôóíêöèÿ φ íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè äëÿ
ëþáîé åå êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vp ñ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé x = (x1, . . . , xn) è

öåëîå ip � èíäåêñ p òàêèå, ÷òî φ(x)
∣∣
Vp

= φ(p)−
ip∑

k=1

x2
k +

n∑
k=ip+1

x2
k
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ãðàäèåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òàêèõ, ÷òî ëþáîå ïîëå èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàåòñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà φ è äîïóñêàåò òàê íàçûâàåìóþ ñàìîèíäåêñèðóþùóþñÿ ýíåðãåòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ f, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà ñî ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê φ è f ñîâïàäàþò;
2) äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p èìååì f(p) = φ(x)+ const ïðè x ∈ Vp è f(p) = ip ;
3) ∇φ · ∇f < 0 âíå ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèå 3 íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, îíî ëèøü äàåò íåêîòîðûå óäîá-

ñòâà ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ìîäåëåé ïîëÿ. Êðîìå òîãî, èíîãäà åãî äîïîëíÿþò ïðåä-
ïîëîæåíèåì îá èíâàðèàíòíîñòè ãðàíèöû ôîòîñôåðû îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàåìîãî ïîòîêà
(êîìïîíåíòà Bz ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ).

Êàê ïîêàçàíî â [5] è [18] ìîäåëü ÒÌÇ ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñôîðìóëèðîâàííûõ âî
ââåäåíèè çàäà÷ äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ ïîòîêè ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) êàæäûé ïîòîê F t íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ;

2) ïîòîê F t äîïóñêàåò ñàìîèíäåêñèðóþùóþñÿ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f : S3 →
[0, 3].

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G ìíîæåñòâî ïîòîêîâ ñî ñâîéñòâàìè 1) è 2). Çàìåòèì, ÷òî
ïîòîêè èç G íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè.

Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàí ñêåëåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ îäíèì èñòî÷íèêîì, äâóìÿ ñòîêàìè è
òðåìÿ íóëåâûìè òî÷êàìè, ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ÒÌÇ.

3.2. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Ñàìîèíäåêñèðóþùóþñÿ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîòîêîâ èç êëàññà G ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ýòèõ ïîòîêîâ.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå, ïîðîæäàþùåå ïîòîê èç êëàññà G. Ïóñòü Ω0 � ìíîæåñòâî
èñòî÷íèêîâ, Ω3 � ìíîæåñòâî ñòîêîâ, Ω1,2 � ìíîæåñòâî ñåäåë èíäåêñîâ 1 è 2, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñëè f � ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó
ïîëþ, òî Σ = f−1(3/2). Èç ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè ÒÌÇ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îñîáåííîñòåé
ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

nα − n2
σ = nω − n1

σ, (3.1)

ãäå nα � ÷èñëî èñòî÷íèêîâ, nω � ÷èñëî ñòîêîâ, n1
σ � ÷èñëî ñåäåë èíäåêñà 1, n2

σ � ÷èñ-
ëî ñåäåë èíäåêñà 2. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû èíäåêñîâ îñîáûõ
òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òðåõìåðíîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè. Ðàâåíñòâî (3.1) îïðåäå-
ëÿåò òîïîëîãèþ ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ. Äàëåå, ïóñòü

g =
n1
σ + n2

σ − nα − nω + 2

2
.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà èç G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ([18],
ëåììà 2):

1. g � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî;

2. ïîòîê èìååò íå ìåíåå g ñåäåë èíäåêñà 1, óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðûõ ñîäåðæèò
ãåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ;

3. ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Σ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé
ïîâåðõíîñòüþ ðîäà g.
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Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòîêîâ èç êëàññà G ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðè-
àíòîì â ñëåäóþùèì ñìûñëå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå
ôóíêöèè f è f ′ ïîòîêîâ F t è F ′t cîãëàñîâàííî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì H : S3 → S3 òàêîé, ÷òî

1. f ′ ◦H = f ;

2. H(W s
Ω1

∩ Σ) = W s
Ω′

1
∩ Σ′, H(W u

Ω2
∩ Σ) = W u

Ω′
2
∩ Σ′.

Äâà ïîòîêà èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîãëàñîâàííî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ([18], òåîðåìà 3).

3.3. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäàþò ïîòîêè, êîòîðûå
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áûëî ïîêàçàíî
C. Ñìåéëîì ([19], òåîðåìà À), ãðàäèåíòíûé ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ôóíêöèåé Ìîðñà, ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàí (â C1 -òîïîëîãèè) ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïî-
òîêîì. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè ýòî ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðûõ
îòñóòñòâóþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âû, äëÿ ïîòîêîâ íà òðåõìåðíîé ñôåðå ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [20]). Â ñèëó ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå êîíôè-
ãóðàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ìîäåëè ÒÌÇ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûìè ïîòîêàìè.

Â êàêîì ñìûñëå ðàâåíñòâî (3.1) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ? Ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ýòî óðàâíåíèå èìååò
öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ âèäà n1

σ +m, n2
σ +m, m = 0, 1, . . . . Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîìó m

ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà (øòðèõîâûå ëèíèè) äëÿ ïîëÿ, ñêåëåò êîòîðîãî èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.1

Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ êîíôèãóðàöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [20].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W u
a , W

s
a íåóñòîé÷èâîå è óñòîé÷èâîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå òî÷-

êè a. Îáúåäèíåíèå A ñòîêîâ, ñåäåë èíäåêñà 1 è èõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ
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àòòðàêòîðîì14 ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî ðàññìàòðèâàåìûì âåêòîðíûì ïîëåì (ñîîòâåòñòâåí-
íî, îáúåäèíåíèå R èñòî÷íèêîâ, ñåäåë èíäåêñà 2 è èõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ
ðåïåëëåðîì ïîòîêà).

Èçâåñòíî [21], ÷òî ãðàíèöà F òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà n1

σ−nω+1, êîòîðàÿ çàäàåò ðàçáèåíèå Õåãîðà15 ñôåðû
S3. Ïåðåñå÷åíèÿ

{ck = W s
σ1k

∩ F, k = 1, 2, . . . , n1
σ}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè
F. Åùå îäèí íàáîð çàìêíóòûõ êðèâûõ íà F äàþò ïåðåñå÷åíèÿ

{dk = W u
σ2
k
∩ F, k = 1, 2, . . . , n2

σ}.

Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ðàâíî ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé
êðèâûõ ïåðâîãî íàáîðà ñ êðèâûìè èç âòîðîãî íàáîðà (ðèñ. 3.2).

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç [20], ïîâåðõíîñòü F ñ ïåðâûì è âòîðûì íàáîðàìè çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî
âåêòîðíûì ïîëåì: äâå êîíôèãóðàöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : F → F ′, êîòîðûé
ïåðåâîäèò ïåðâûé íàáîð îêðóæíîñòåé â ïåðâûé, à âòîðîé âî âòîðîé. Àëãîðèòì ïðîâåðêè
ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà h ïðèâåäåí â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [20].

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Êàæäîìó m ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî òîïîëîãè÷åñêè íå

ýêâèâàëåíòíûõ êîíôèãóðàöèé èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ò.ê. ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà � òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

4. Ïðîñòàÿ ìîäåëü ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìîäå-

ëè ÒÌÇ

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòàÿ, íî î÷åíü ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïî-
ðîæäàåìàÿ ïîòåíöèàëîì, èìåþùèì êîíå÷íîå ÷èñëî èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. Ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ
ïîëîæåíèåì çàðÿäîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èìååò âèä

Φ(r) = −
n∑
k=1

αk
1

∥r − rk∥
. (4.1)

Òîãäà

B(r) = ∇Φ(r) =
n∑
k=1

αk
r − rk

∥r − rk∥3
. (4.2)

Ýòî ïîëå èìååò n èñòî÷íèêîâ c èíòåíñèâíîñòÿìè αk , ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ rk ,
k = 1, 2, . . . , n. Óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè divB = 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó, êðîìå èñòî÷-
íèêîâ ïîëÿ. Â ðàâåíñòâå (4.2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ áàëàíñ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, òî åñòü ñóììà

14 Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì ïîòîêà f t , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñò-
íîñòü UA òàêóþ, ÷òî f t(UA) ⊂ intUA è A =

∩
t≥0

f t(UA). Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî

� àòòðàêòîð ïîòîêà f−t.
15 Ðàçáèåíèå Õåãîðà çàìêíóòîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå îáúåäèíå-

íèÿ äâóõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îáùèì êðàåì, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êðåíäåëåì
(handlebody).
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èíòåíñèâíîñòåé âñåõ èñòî÷íèêîâ ðàâíà íóëþ. Â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà íóëþ ýòîé ñóììû äî-
áàâëÿåòñÿ èñòî÷íèê ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíîñòè, ðàñïîëîæåííûé â áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé òî÷êå.

Â ýòîé ìîäåëè ìàãíèòíîå ïîëå â èñòî÷íèêàõ ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî,
êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîâåäåíèå ñèëîâûõ ëèíèé â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ íå îòëè÷à-
åòñÿ îò ïîâåäåíèÿ ýòèõ ëèíèé â îêðåñíîñòè ïðèòÿãèâàþùèõ (îòòàëêèâàþùèõ) íóëåâûõ
òî÷åê ïîëÿ. Ïîñòðîèì âåêòîðíîå ïîëå, ýêâèâàëåíòíîå ïîëþ (4.2), òàêîå ÷òî âñå èñòî÷-
íèêè ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè òî÷êàìè. Â ôèçèêå åé ñîîòâåòñòâóò òàê íàçûâàåìàÿ ïðîöåäóðà
ðåãóëÿðèçàöèè â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ.

Ïóñòü a(r) =
n∏
k=1

∥r − rk∥3. Òîãäà óðàâíåíèå (2.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B(r) =
1

a(r)

n∑
k=1

αk(r − rk)a(r)/∥r − rk∥3 =
1

a(r)
Q(r).

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå Q(r) = 0 îïðåäåëÿåò íóëè ïîëÿ B(r) è èìååò, êðîìå ýòîãî,
ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ r1, r2, . . . , rn.

Ïóñòü ϵ > 0, äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n íàéäåì øàð Uk(ε) ðàäèóñà ρ(ε) c öåíòðîì â
òî÷êå rk òàêîé, ÷òî a(r) < ε äëÿ âñåõ r ∈ Uk(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî ρ(ε) → 0 ïðè ε → 0.
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

Bε(r) =
1

a(r, ε)
Q(r), (4.3)

ãäå a(r, ε) = a(r) + ε
n∑
k=1

bk(r), à bk : Uk(ε) → [0, 1] � C∞ -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

1. bk(r) = 1 ïðè ∥r − rk∥ ≤ ρ(ε)

2
,

2. 0 < bk(r) < 1 ïðè
ρ(ε)

2
< ∥r − rk∥ < ρ(ε) ,

3. bk(r) = 0 ïðè ∥r − rk∥ ≥ ρ(ε).

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïîëå Bε(r) èìååò òå æå ñàìûå íóëè, ÷òî è ïîëå B(r),

áåçäèâåðãåíòíî â îáëàñòè S3 \
n∪
k=1

Uk(ε) è èìååò â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ-ñòîêîâ ïðîñòûå

íóëåâûå òî÷êè r1, r2, . . . , rn.
Êàê ñâÿçàíû âåêòîðíûå ïîëÿ (4.2) è (4.3)? Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðeìà.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïîëå B(r) îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ
Bε(r).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h : S3 → S3 � îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âíå îêðåñòíîñòåé Uk(ε) h � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òàê êàê èíòåãðàëüíûå
êðèâûå îáîèõ ïîëåé ñîâïàäàþò.

Â îêðåñòíîñòè Uk(ε) âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (2.1) âõîäÿò â èñòî÷íèê rk
èëè âûõîäÿò èç íåãî, ïðè÷åì äîñòèãàþò èñòî÷íèê çà êîíå÷íîå �âðåìÿ�, çàâèñÿùåå, âîîáùå
ãîâîðÿ, îò íà÷àëüíûõ äàííûõ16.

16 Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîãî èñòî÷íèêà óðàâíåíèå (2.1) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (φ, θ, ρ = ∥r∥)
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû

φ̇ = 0, θ̇ = 0, ρ̇ =
α

ρ2
,
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëåé B è Bε ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè íà ãðàíèöå øàðà Uk(ε) : (φ0, θ0, ρ(ε)). Òîãäà ãîìåîìîðôèçì h : Uk(ε) → Uk(ε) ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü F s

Bε
(r0) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ

dr

ds
= Bε(r) (4.4)

c íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì r0. Ñîïîñòàâèì òî÷êå F s
Bε

(ϕ0, θ0, ρ(ε)) òî÷êó íà èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ïîëÿ B c ïàðàìåòðîì sks/(sk−s), ãäå sk(ϕ0, θ0, ρ(ε)) � �âðåìÿ� äîñòèæåíèÿ òî÷êè
rk. Òàê êàê ôóíêöèÿ sk(ϕ0, θ0, ρ(ε)) íåïðåðûâíà, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò íå òîëüêî
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, íî è íåïðåðûâíûì.

Äàëåå, ïðè r ∈ Uk(ε) óðàâíåíèå (4.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå
óðàâíåíèå

a(r, ε)
dr

ds
= Q(r), (4.5)

èìåþùåå åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
(íåóñòîé÷èâî). Ïóñòü r(s, r0, ε) � ðåøåíèå (4.5) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì r0 = (φ0, θ0, ρ(ε)).
Òîãäà ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå À.Í. Òèõîíîâà [22] r(s, r0, ε) → rk ïðè ε → 0 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå h ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òîæäåñòâåííîãî è íåïðåðûâíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Morse-Smale �ows and the model of the topology of

magnetic �elds in plasma

c⃝ A. N. Sakharov17, A. A. Shilovskaya18

Abstract. This article is a continuation of the work [14]and is devoted to the presentation of
results related to the construction of models of magnetic �elds in an electrically conductive medium
(plasma) in terms of dynamic systems. Research in this direction has been intensively pursued
over the past 20 years. Since the solution of magnetic hydrodynamics' equations is associated with
certain di�culties approximate models of magnetic �elds are used. A class of vector �elds' models
is constructed, united by the common name model of the topology of magnetic charges. Fields
from this class generate continuous dynamical systems (�ows) on three-dimensional manifolds
with a su�ciently simple structure. First, the non-wandering set is �nite and consists of hyperbolic
equilibrium states. Second, these �ows allow the existence of a so-called self-indexing energy
function that allows them to be complete topological classi�ed. In addition, �elds of this class may
be arbitrarily closely approximated by vector �elds generating structurally stable �ows. Particular
attention is paid to the �elds in the corona of the Sun, which is associated with the actual problem
of energy release estimation in solar �ares.
KeyWords: singular points of the �eld, magnetic �eld lines, sources, sinks, separatrix, separators,
heteroclinic curves.
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