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Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ëåêàðñòâåííîãî

âåùåñòâà èç òðåõìåðíîé ïëåíêè õèòîçàíà

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1, À. Ñ. Øóðøèíà2

Àííîòàöèÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ëåêàðñòâåííîãî âåùå-
ñòâà èç õèòîçàíîâîé ïëåíêè, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âñå òðè ïðîñòðàíñòâåííûå èçìåðåíèÿ
ïëåíêè êîíå÷íû. Äëÿ áîëüøåé ñîãëàñîâàííîñòè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïðèíÿòà ãè-
ïîòåçà, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è; íåèçâåñòíûå âå-
ëè÷èíû íàéäåíû íà åãî îñíîâå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå
ïðîâåðåíî ÷èñëåííî â ïàêåòå ANSYS. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, ðàñ-
ñ÷èòàííûõ äëÿ îäíîìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ïëåíîê. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê òðåõìåðíîé
çàäà÷å êîýôôèöèåíò äèôôóçèè óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, îäíàêî
êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàñ÷åòíûìè (ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíå-
íèé) ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, õèòîçàí, ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ ïëåíêà, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ìåäèöèíû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîïèòàí-
íûõ ëåêàðñòâåííûì âåùåñòâîì (ËÂ) îðãàíè÷åñêèõ ïëåíîê äëÿ ëå÷åíèÿ ðàí. Äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ïëàñòûðåé òðåáóåòñÿ çíàòü ñêîðîñòü è âðåìÿ âûäåëåíèÿ ËÂ èç
ïëåíêè; ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D .

Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ äèôôóçèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ïëàñòûðÿ ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòû, â õîäå êîòîðûõ ïëåíêà ïðîïèòûâàåòñÿ íåêèì âåùåñòâîì è ïîìåùàåòñÿ â ïðîáèðêó
ñ âîäîé, ïîñëå ÷åãî êîíöåíòðàöèÿ c ïðîïèòûâàþùåãî ïëåíêó âåùåñòâà èçìåðÿåòñÿ â ðàç-
ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè [1, 2, 3].

Îáùèé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàïèñûâà-
þò óðàâíåíèå äèôôóçèè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè c ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè
è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ðåøàþò åãî àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî, ïîñëå ÷åãî ðàññ÷èòû-
âàþò c â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Çíà÷åíèå D ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ðàñ÷åòíûå
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè áûëè â íåêîåì ñìûñëå áëèçêè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì [4, 5].

Ïîñêîëüêó òîëùèíà ëåêàðñòâåííîé ïëåíêè ìíîãîêðàòíî ìåíüøå åå äëèíû è øèðèíû,
â óïîìÿíóòûõ âûøå ñòàòüÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äâà ïîñëåäíèõ èçìåðåíèÿ áåñêîíå÷íû.
Òàêîå äîïóùåíèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåøåíèå ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ äèôôóçèè. Â ðåàëüíîñòè
æå äëèíà è øèðèíà ïëàñòûðÿ õîòÿ è ñðàâíèòåëüíî âåëèêè, íî êîíå÷íû. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Êàê èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó-
÷àåì, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå êîíå÷íûå ðàçìåðû ïëåíêè?

2. Íàñêîëüêî ñèëüíî ó÷åò êîíå÷íîñòè ðàçìåðîâ ïëåíêè ïîâëèÿåò íà çíà÷åíèå Q2 ?

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê, syal1@yandex.ru

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñîêîìîëåêóëÿðíûõ ñîåäèíåíèé è îáùåé õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè,
Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà, anzhela_murzagil@mail.ru
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Àâòîðû äàííîé ñòàòüè ïðåäïîëàãàþò ðàçðåøèòü îáå ýòè ïðîáëåìû.

2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äèôôóçèè èç òðåõìåðíîé ïëåíêè

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ïëàñòûðü ïðÿìûì ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì òîëùèíû
2lx . Äëèíà è øèðèíà ïëàñòûðÿ ðàâíû 2ly è 2lz , ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì
ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå ïàðàëëåëåïèïåäà è îñÿìè,
íàïðàâëåííûìè ïàðàëëåëüíî åãî ðåáðàì. Òîãäà ïëåíêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

|x| ≤ lx, |y| ≤ ly, |z| ≤ lz. (2.1)

Íåèçâåñòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà åñòü ôóíêöèÿ âðåìåíè t è òðåõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò: c = c(t, x, y, z) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ äèôôóçèè

∂c

∂t
= div(D · grad c). (2.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ËÂ ðàñïðåäåëåíî ïî îáúåìó ïëåíêè
ðàâíîìåðíî è åãî íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàâíà c0 âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïàðàëëå-
ëåïèïåäà (2.1):

c(0, x, y, z) = c0. (2.3)

Íà ãðàíèöå ïàðàëëåëåïèïåäà êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ðàâíà íóëþ:

c(t,±lx, y, z) = 0, |y| ≤ ly, |z| ≤ lz;

c(t, x,±ly, z) = 0, |x| ≤ lx, |z| ≤ lz; (2.4)

c(t, x, y,±lz) = 0, |x| ≤ lx, |y| ≤ ly.

Çàäà÷ó (2.2)�(2.4) ïî îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè c â ôóíêöèè âðåìåíè è êîîðäèíàò ïðè
èçâåñòíîì êîýôôèöèåíòå D áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé çàäà÷åé äèôôóçèè. Îäíàêî òðåáóåòñÿ
ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó � îïðåäåëèòü D ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé, ïðÿìî èëè êîñâåííî
îïèñûâàþùèõ ôóíêöèþ c , óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.2)�(2.4).

Â îïûòàõ [1, 2, 3] ñ ïëåíêàìè íà õèòîçàíîâîé îñíîâå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé ñëóæèò
ñðåäíÿÿ ïî îáúåìó ïëåíêè êîíöåíòðàöèÿ ËÂ:

⟨c⟩(t) = 1

8lxlylz

∫ lx

−lx

∫ ly

−ly

∫ lz

−lz
c(t, x, y, z)dxdydz. (2.5)

Òîëùèíà ïëàñòûðÿ â ýòèõ îïûòàõ ñîñòàâëÿëà 2lx = 0.1 ìì, à äëèíà è øèðèíà áûëè áîëüøå
òîëùèíû â L = 50 ðàç.

Òèïè÷íûé ïðèìåð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèâåäåí â òàáë. 1, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ⟨c⟩(t) â ïëåíêå, èçíà÷àëüíî ñîäåðæàâøåé 0.01 ìîëü àìèêàöèíà íà
1 ìîëü õèòîçàíà è ïîäâåðãíóòîé ïðåäâàðèòåëüíîé òåðìîîáðàáîòêå â òå÷åíèå 30 ìèíóò.
Çíà÷åíèå ⟨c⟩(0) , ðàâíîå c0 , ïðèíÿòî çà 1.

Ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñðåä-
íÿÿ êîíöåíòðàöèÿ íå ñíèæàåòñÿ äî íóëÿ; íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

c∞ = lim
t→∞
⟨c⟩(t). (2.6)

Íàïðèìåð, òàáë. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî çà ïîñëåäíèå 24 ÷àñà ýêñïåðèìåíòà ⟨c⟩ íå èçìåíèëàñü.
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Âðåìÿ îò íà÷àëà îïûòà, ÷ ⟨c⟩
0.0 1.0000
0.5 0.9512
1.0 0.7024
2.0 0.6829
3.0 0.6585
4.0 0.6098
5.0 0.5463
24.0 0.3854
48.0 0.2780
96.0 0.1951
168.0 0.0976
192.0 0.0585
216.0 0.0585

Òàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ËÂ â ïëåíêå õèòîçàí�àìèêàöèí îò âðåìåíè

Îáúÿñíåíèåì ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü òî, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íå îñòà-
åòñÿ ïîñòîÿííûì, à ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïàäàåò äî íóëÿ. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âûäåëåíèÿ
âåùåñòâà ñ ïîâåðõíîñòè ïëåíêè òàêæå ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé, à çíà÷èò, ÷àñòü ëåêàðñòâà îñòà-
åòñÿ âíóòðè ïëàñòûðÿ, êàê ýòî è ñëåäóåò èç (2.6). Äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè D îò âðåìåíè
ïðèìåì ãèïîòåçó

D(t) = D0e
−t/t0 , (2.7)

ãäå D0 è t0 � íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû. Èìåííî ýòè âåëè÷èíû è áóäóò ñëóæèòü ðåøåíèåì
îáðàòíîé çàäà÷è.

3. Îïðåäåëåíèå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèôôóçèè

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë ðàíåå àïðîáèðîâàí â [6].
Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëåïèïåä (2.1) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âñåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-

êîñòåé, ôóíêöèÿ c(t, x, y, z) ÷åòíà ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ýòî ñîîáðàæåíèå, óðàâíåíèå (2.2) ñ óñëîâèÿìè (2.3) è (2.4) ëåãêî ðåøèòü ñ
ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [7]:

c(t, x, y, z) = 8c0g(t, lx, x)g(t, ly, y)g(t, lz, z). (3.1)

Çäåñü

g(t, l, ξ) =
∞∑
n=0

(−1)n

Λn
exp

[
− Λ2

n

l2
D0t0

(
1− e−t/t0

)]
cos
(
Λn
ξ

l

)
; (3.2)

÷èñëà Λn çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

Λn =
π

2
+ πn.

Ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ËÂ, íàéäåííàÿ ïîäñòàíîâêîé (3.1) è (3.2) â (2.5), ðàâíà

⟨c⟩(t) = 8c0f(t, lx)f(t, ly)f(t, lz), (3.3)
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ãäå

f(t, l) =
1

2l

∫ l

−l
g(t, l, ξ)dξ =

∞∑
n=0

1

Λ2
n

exp
[
− Λ2

n

l2
D0t0

(
1− e−t/t0

)]
. (3.4)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè D îò âðåìåíè t äîñòàòî÷íî
â ôîðìóëàõ (3.2) è (3.4) çàìåíèòü ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû íà

−Λ2
n

l2

∫ t

0

D(s)ds.

Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ïðè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ â
ýòèõ ôîðìóëàõ ñëåäóåò çàìåíèòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, íî êîíå÷íûìè ïðåäåëàìè.

Çíàÿ îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè, ïàðàìåòðû D0 è t0 ìîæíî íàéòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â (3.3) ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä t→∞ . Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(∞, l) çàâèñèò îò ïðîèçâåäå-
íèÿ K0 = D0t0 , ÷òî ïîçâîëÿåò ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå 8c0f(∞, lx)f(∞, ly)f(∞, lz) â (2.6),
ïðèðàâíÿòü åãî ê c∞ è ïðèáëèæåííî ðåøèòü ïîëó÷åííîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî K0 . Â êà÷åñòâå c∞ ïðè ýòîì áåðåòñÿ èçìåðåííîå çíà÷åíèå ⟨c⟩ , ñîîòâåòñòâóþùåå
íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ âðåìåíè tmax , äîñòèãíóòîìó â õîäå îïûòà.

Ïîñëå òîãî, êàê âåëè÷èíà K0 íàéäåíà, ìîæíî âûðàçèòü, íàïðèìåð, D0 ÷åðåç t0 , ïîñëå
÷åãî ôóíêöèè âèäà (3.4) áóäóò çàâèñåòü ëèøü îò îäíîãî èç íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ
åãî âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê ôóíêöèè (3.3) äëÿ
íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ òîãî æå âèäà, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàí â òàáë. 1.

Èçëîæåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñïåöèàëèçèðîâàííîì ïàêåòå Mathematica [8].
Âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû äëÿ 11 ïëåíîê, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ñîäåðæàùèìñÿ â íèõ
ëåêàðñòâåííûì âåùåñòâîì (àìèêàöèí èëè öåôàçîëèí), ìîëüíîé äîëåé ËÂ, à òàêæå âðå-
ìåíåì ïðåäâàðèòåëüíîé òåðìîîáðàáîòêè ttherm . Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé äàííûå áûëè
îáåçðàçìåðåíû: êîîðäèíàòû � íà òîëùèíó ïëåíêè (ò.å. ñ÷èòàëîñü, ÷òî 2lx = 1 ), âðåìÿ � íà
âåëè÷èíó tmax . Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ c0 ëåêàðñòâåííîãî
âåùåñòâà â ïëåíêå áûëà ïðèíÿòà çà 1.

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà îïðåäåëåíèè âåðõíèõ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ñóììèðîâàíèÿ ïðè
âû÷èñëåíèè ôóíêöèé âèäà (3.4). Ïóñòü Nx , Ny è Nz � èñêîìûå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ
â âûðàæåíèÿõ äëÿ f(t, lx) , t(t, ly) è f(t, lz) ñîîòâåòñòâåííî. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
íàèìåíüøèå ñëàãàåìûå â ýòèõ âûðàæåíèÿõ äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå

ly
lx

=
lz
lx

= L,

ïîëó÷èì, ÷òî Ny = Nz = LNx . Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü Nx . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ÷èñëî
äîñòàòî÷íî âåëèêî, à exp(−t/t0) << 1 (ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî t0 << 1 , à çíà÷èò, ýòà
ãèïîòåçà îïðàâäàííà). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ èçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü Λn îò èíäåêñà n ,
îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rx ðÿäà (3.4):

Rx =
∞∑

n=Nx+1

1

Λ2
n

exp
[
− Λ2

n

l2x
D0t0

(
1−e−t/t0

)]
≤
∫ ∞

Nx

1

(πx)2
exp[−M(πx)2]dx ≈ exp(−Mπ2N2

x)

2Mπ4N3
x

.

Çäåñü M = D0t0/l
2
x . Ïóñòü Nx = 50 , òîãäà ïðè M > 0.001 âåëè÷èíà Rx < 8·10−16 , ÷òî ÿâ-

ëÿåòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî
îãðàíè÷åíèå M > 0.001 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ èçó÷åííûõ õèòîçàíîâûõ ïëåíîê. Ñëåäîâà-
òåëüíî, çíà÷åíèå Nx = 50 è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïðåäåëû Ny = Nz = 2500 äîñòàòî÷íû
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè.
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4. ×èñëåííàÿ ïðîâåðêà ðåøåíèÿ

×òîáû ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé âûøåîïèñàííûì ìåòîäîì, äèôôóçèÿ ËÂ èç
ïëåíêè,îïèñàííîé â òàáë. 1, áûëà ñìîäåëèðîâàíà â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYS
[9]. Äëÿ ýòîé ïëåíêè áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ D0 è t0 ñîñòàâèëè 1.14592 è 0.228243 , à
ðàçìåðíûå � 1.47366 · 10−14 ì2/ñ è 177481.76 ñ (49.3 ÷), ñîîòâåòñòâåííî.

Áûëà ñîçäàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëåíêè (òåëà) â íàòóðàëüíóþ âåëè÷èíó: 5× 5×
0.1 ìì. Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ òèï àíàëèçà Transient Thermal, ãäå ðîëü êîí-
öåíòðàöèè c èãðàëà òåìïåðàòóðà òåëà T . Äàííûé âûáîð îáóñëîâëåí àíàëîãèåé ìåæäó
óðàâíåíèÿìè äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðîëü D â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè èãðàåò îò-
íîøåíèå κ/(αρ) , ãäå κ � òåïëîïðîâîäíîñòü, α � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ρ � ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà. Â ïàìÿòü ñèñòåìû áûëè ââåäåíû α è ρ , ÷èñëåííî ðàâíûå 1, è κ , ÷èñëåííî ðàâ-
íàÿ ðàçìåðíîìó çíà÷åíèþ D0 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì c0 = 1 , íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà
òåëà ñ÷èòàëàñü ðàâíîé 1◦C , ïîâåðõíîñòü òåëà ïîääåðæèâàëàñü ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.

Îáùàÿ èäåÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ T â êîíòðîëüíûå
ìîìåíòû âðåìåíè è ñðàâíèòü èõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè ⟨c⟩ .

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé è àíàëèçå èõ ðåçóëüòàòîâ âîçíèêëè ñëåäóþùèå òðóäíîñòè:

1. Ïðè âûáðàííîì òèïå àíàëèçà ñèñòåìà íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðè-
àëà, ÿâíî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Òåì ñàìûì, íåâîçìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëü-
çîâàòü â ðàñ÷åòàõ âûðàæåíèå (2.7).

2. Â äîêóìåíòàöèè ïàêåòà íå óäàëîñü íàéòè óïîìèíàíèÿ î âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ïî îáú-
åìó çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû â Transient Thermal -àíàëèçå. ANSYS ïîçâîëÿåò âûãðóçèòü
â òàáëèöó Excel çíà÷åíèÿ, íàéäåííûå â êàæäîì óçëå ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Íî ýòà ñåò-
êà ôîðìèðóåòñÿ èç ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ óçëû êàê â âåðøèíàõ, òàê è â öåíòðàõ
ðåáåð (íàïðèìåð, SOLID90). Ïîýòîìó ïðèáëèæåííî íàéòè ⟨T ⟩ , âû÷èñëèâ ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé âåëè÷èíû â óçëàõ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ïåðâàÿ èç óïîìÿíóòûõ ïðîáëåì áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé. Ïîëîæèì

τ(t) = t0

(
1− e−t/t0

)
,

òàê ÷òî τ(0) = 0 , òîãäà óðàâíåíèå (2.2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂c

∂τ
= div(D0 · grad c),

ãäå D0 óæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ.
Ïðè áîëåå îáùåì õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè D(t) ìîæíî ïðèìåíèòü çàìåíó

τ(t) =

∫ t

0

D(s)ds.

Òåïåðü âåëè÷èíà c äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ïðè τ , îòâå÷àþùèõ êîíòðîëüíûì çíà÷åíèÿì t .
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ âòîðîé òðóäíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ òàêîé èíñòðóìåíò, êàê âû÷èñëåíèå

âåëè÷èíû (â äàííîì ñëó÷àå òåìïåðàòóðû èëè êîíöåíòðàöèè) âäîëü îòðåçêà íåêîòîðîé ëè-
íèè. Ðåçóëüòàò ýòîãî ðàñ÷åòà òàêæå ìîæíî âûãðóçèòü â ôàéë XLS. Ïðîáëåìû óñðåäíåíèÿ
ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò, ïîñêîëüêó âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ çàïîìèíàþòñÿ íå â óçëàõ ñåòêè,
à â ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà óêàçàííîé ëèíèè.
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Áîëåå êîíêðåòíî, çíà÷åíèÿ c (èëè T ) óñðåäíÿëèñü ïî îòðåçêó, ëåæàùåìó íà îñè àáñ-
öèññ: |x| ≤ lx, y = z = 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç cx ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ðàñïðåäåëåíèå ËÂ
íà ýòîì îòðåçêå. Çàìåíèâ ïåðåìåííóþ t íà τ , ïîëó÷èì

⟨cx⟩(τ) =
1

2lx

∫ lx

−lx
c(t(τ), x, 0, 0)dx = fτ (τ, lx)gτ (τ, ly, 0)gτ (τ, lz, 0).

Çäåñü

gτ (τ, l, ξ) = g(t(τ), l, ξ) =
∞∑
n=0

(−1)n

Λn
exp

(
− Λ2

n

l2
D0τ

)
cos
(
Λn
ξ

l

)
,

Àíàëîãè÷íî, fτ (τ, l) = f(t(τ), l) . Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ (3.3)�(3.4), íàéäåì

⟨c⟩(t(τ)) = ⟨cx⟩(τ)
fτ (τ, ly)fτ (τ, lz)

gτ (τ, ly, 0)gτ (τ, lz, 0)
. (4.1)

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ìíîæèòåëü ⟨cx⟩(τ) â ïðàâîé ÷àñòè (4.1) íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ â ANSYS. Ñëåäóþùèé ìíîæèòåëü (äðîáü) åñòü ïîïðàâî÷íûé
êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, â Mathematica. Îí ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü
ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ñ äàííûìè àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ïðîèçâåäåí-
íûõ ïðè óæå èçâåñòíûõ D0 è t0 . Òåì ñàìûì, (4.1) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè
òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàñ÷åòû â ANSYS áûëè ïðîâåäåíû íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ôàêóëüòåòà ìàòåìà-
òèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàðåâà. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà óçëîâ ñåòêè â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü âîñüìàÿ ÷àñòü (ïåðâûé îêòàíò) èñ-
õîäíîé ïëåíêè, äëÿ êîòîðîé x, y, z íåîòðèöàòåëüíû. Íà âíîâü îáðàçîâàííûõ ãðàíèöàõ
x = 0 , y = 0 , z = 0 , âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ïëåíêè, ñòàâèëèñü óñëîâèÿ íóëåâîãî ïîòîêà
òåïëà (èëè âåùåñòâà). Áûëà ñãåíåðèðîâàíà ðàâíîìåðíàÿ ãåêñàãîíàëüíàÿ ñåòêà ñ øàãàìè
∆x = ∆y = ∆z = lx/10 , øàã ïî ïåðåìåííîé τ ñîñòàâèë 180 ñ.

Â èòîãå ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âåëè÷èíû (3.3) îò (4.1) â êîíòðîëüíûå ìîìåíòû
âðåìåíè îêàçàëàñü ðàâíîé 2.17 · 10−6 . Ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé äâóõ óêàçàííûõ âå-
ëè÷èí îò êîíöåíòðàöèé ËÂ, èçìåðåííûõ â õîäå îïûòà, ñîñòàâèëè 0.0786215 è 0.0800051 .
Ýòè äàííûå ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ, à çíà÷èò, äîêàçûâàþò êîððåêòíîñòü ïðèìåíÿåìîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà.

5. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé è îäíîìåðíîé

ïëåíîê

Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàê ó÷åò ãåîìåòðèè ïëåíêè âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D0 è
t0 â ôîðìóëå (2.7). Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ ðàñ÷åòàìè, îñíîâàííûìè íà ôîðìóëàõ (3.3)�(3.4),
áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ îäíîìåðíûõ ïëåíîê, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ⟨c⟩ íå çàâèñèò îò y
è z . Òàêèå ïëåíêè îïèñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâîì |x| ≤ lx ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü áûëà èññëåäîâàíà â [6].

Â òàáëèöàõ 2 è 3 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí, âû÷èñëåííûå
äëÿ îäíîìåðíûõ (1D) è òðåõìåðíûõ (3D) ïëåíîê íà îñíîâå îäíèõ è òåõ æå îïûòíûõ çíà-
÷åíèé ⟨c⟩ . Âåëè÷èíà Q2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âû÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè (ïðè èçâåñòíûõ D0 è t0 ) îò èçìåðåííûõ.

Ñðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
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Äîëÿ ËÂ ttherm, ìèí tmax, ÷ D0, 1D t0, 1D Q2, 1D D0, 3D t0, 3D Q2, 3D
0.01:1 30 216 1.20373 0.22121 0.08140 1.14592 0.22824 0.07862
0.01:1 60 216 0.89026 0.24097 0.09884 0.84889 0.24772 0.09559
0.01:1 120 240 1.17585 0.14750 0.06564 1.11727 0.15183 0.06359
0.05:1 30 216 1.66008 0.08759 0.05274 1.56585 0.09064 0.05132
0.1:1 0 216 1.29869 0.14047 0.13624 1.23332 0.14475 0.13190
0.1:1 30 288 1.57970 0.06363 0.08439 1.48540 0.06573 0.08303

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïëåíîê, ñîäåðæàùèõ ËÂ àìèêàöèí

Äîëÿ ËÂ ttherm, ìèí tmax, ÷ D0, 1D t0, 1D Q2, 1D D0, 3D t0, 3D Q2, 3D
0.01:1 30 192 17.0795 0.01893 0.03776 16.45050 0.01934 0.03818
0.01:1 60 192 10.9500 0.02312 0.02515 10.54080 0.02357 0.02431
0.01:1 120 192 14.4662 0.01466 0.07152 13.87940 0.01497 0.07013
0.05:1 30 192 13.0866 0.02147 0.05740 12.56880 0.02197 0.05632
0.1:1 30 192 8.16273 0.02716 0.09400 7.82319 0.02779 0.09154

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïëåíîê, ñîäåðæàùèõ ËÂ öåôàçîëèí

Âî-ïåðâûõ, ïåðåõîä îò îäíîìåðíîé çàäà÷è ê òðåõìåðíîé âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïàðà-
ìåòðà D0 íà 4 − 6% è ê óâåëè÷åíèþ t0 ïðèìåðíî íà 3% . Òàêîå èçìåíåíèå D0 ëåãêî
îáúÿñíèìî. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò äèôôóçèè �îòâå÷àåò� çà ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ âåùå-
ñòâà ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè, òî D0 õàðàêòåðèçóåò äàííóþ ñêîðîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà ËÂ ðàñïðåäåëåíî ïî îáúåìó ïëàñòûðÿ ðàâíîìåðíî. Â ýòîò ìîìåíò ñêîðîñòü
äèôôóçèè ËÂ ÷åðåç âñþ ïîâåðõíîñòü ïëåíêè ïðîïîðöèîíàëüíà åå ïëîùàäè. Ó÷åò äèôôó-
çèè ÷åðåç óçêèå áîêîâûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà (2.1) âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ýòîé ïëîùàäè ñ
2lylz = 50 ìì2 äî 2(lxly+ lxlz+ lylz) = 52 ìì2, ò.å. íà 4% . Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íàáîðû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ⟨c⟩(t) , íà îñíîâàíèè êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ D0 è t0 , îäèíàêîâû
äëÿ îäíîìåðíîé è òðåõìåðíîé çàäà÷, ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü äèôôóçèè äîëæíà îñòàâàòüñÿ
íåèçìåííîé. Ïîýòîìó óâåëè÷åíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè àâòîìàòè÷åñêè äîëæíî âåñòè ê
óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè.

Âî-âòîðûõ, ïåðåõîä îò îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ê òðåõìåðíîé âåäåò ê âåñüìà
íåçíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû Q2 , ò.å. îöåíêè D0 è t0 , ïîëó÷åííûå äëÿ ðàç-
íûõ ãåîìåòðèé çàäà÷è, ïðèìåðíî îäèíàêîâî òî÷íû. Óêàçàííûé ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
îäíè è òå æå íàáîðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèìåíÿëèñü äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ âåëè÷èí â äâóõ ðàçíûõ çàäà÷àõ: î äèôôóçèè, ïðîèñõîäÿùåé â îäíîì íàïðàâëåíèè
(âäîëü îñè x ) èëè â òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â äàííîì ñëó÷àå âî-
ïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ íå â òîì, êàêîå ðåøåíèå áîëåå òî÷íî, à â òîì, êàêàÿ çàäà÷à áîëåå òî÷íî
ñôîðìóëèðîâàíà. Â ýòîì ñìûñëå ìîäåëü äèôôóçèè â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
áîëåå àäåêâàòíîé: ðåøåíèå (3.1)�(3.4) íå ñîäåðæèò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé è äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé êàñàòåëüíî ðàçìåðîâ ïëåíêè.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà äèôôóçèÿ ËÂ èç òðåõìåðíîé ïëåíêè (ïëàñòûðÿ) ñ êîýôôèöèåí-
òîì äèôôóçèè D , çàâèñÿùèì îò âðåìåíè t , è ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé
çàäà÷è äèôôóçèè. Íà åãî îñíîâå ïðåäëîæåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè
D(t) , èñïîëüçóþùèé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à òàêæå èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè
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ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ËÂ ïðè t → ∞ . Ýòèì ñïîñîáîì îïðåäåëåíû èñêîìûå ïàðàìåòðû
õèòîçàíîâûõ ïëåíîê, ïðîïèòàííûõ âåùåñòâàìè íà îñíîâå àìèêàöèíà è öåôàçîëèíà.

Áûëî ïðîâåäåíî äâå ñåðèè âû÷èñëåíèé. Â îäíîé èõ íèõ ó÷èòûâàëîñü, ÷òî êîíöåíòðà-
öèÿ ËÂ çàâèñèò îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à äèôôóçèÿ âåùåñòâà â îêðó-
æàþùóþ ñðåäó ïðîèñõîäèò êàê ñ äâóõ øèðîêèõ ãðàíåé, òàê è ñ óçêèõ òîðöîâ ïëàñòûðÿ.
Â äðóãîé ñåðèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ËÂ ðàñïðåäåëåíî ëèøü ïî òîëùèíå ïëàñòûðÿ, à åãî
òîðöû ôàêòè÷åñêè ñ÷èòàëèñü èçîëèðîâàííûìè. Ïî èòîãàì ðàñ÷åòîâ ïåðâîé ñåðèè ñêîðîñòü
âûäåëåíèÿ âåùåñòâà ñ åäèíèöû ïëîùàäè îêàçàëàñü íåñêîëüêî íèæå, ÷åì â ðàñ÷åòàõ âòî-
ðîé ñåðèè. Ýòîò ôàêò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè êîìïåíñèðóåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî
â ïåðâîé ñåðèè âû÷èñëåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò
âûäåëåíèå ËÂ. Îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îò îïûòíûõ
äàííûõ â äâóõ óêàçàííûõ ñåðèÿõ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî âûáîð òîé èëè èíîé ãåîìåòðèè çàäà÷è ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèôôóçèè íå îêàçûâàåò
ïðÿìîãî âëèÿíèÿ íà ïîãðåøíîñòü.

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû òàêæå ïðîáëåìû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà äèôôó-
çèè â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYS. Ê òàêèì ïðîáëåìàì îòíîñÿòñÿ íåâîçìîæíîñòü
íåïîñðåäñòâåííîãî çàäàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, è òðóäíî-
ñòè îñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî îáúåìó ïëåíêè. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ïðåîäîëåíèÿ
ýòèõ òðóäíîñòåé. Èòîãè âû÷èñëåíèé â äàííîì ïàêåòå ïîäòâåðæäàþò êîððåêòíîñòü ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äèôôóçèè îïèñàííûì â ñòàòüå ìåòîäîì.
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Calculation of medicine di�usion coe�cient out of

three-dimensional chitosan �lm

c⃝ A. O. Syromyasov 3, A. S. Shurshina4

Abstract. The di�usion coe�cient of medicine out of chitosan �lm with �nite dimensions is
calculated. To �t the experimental data it is assumed that the di�usion coe�cient is exponentially
decreasing function of time. Analytical solution of direct problem is obtained by variables
separation. Based on it, unknown values describing di�usion are found by least-squares method.
The calculated �t is tested numerically by using ANSYS package. The comparison between di�usion
coe�cients for one-dimensional and three-dimensional �lms is made. It is shown that for three-
dimensional �lm di�usion coe�cient decreases compared with one-dimensional �lm, but the quality
of �t stays almost unchanged for �lms with di�erent numbers of dimensions.

Key Words: di�usion, inverse problem, analytical solution, chitosan, three-dimensional �lm,
least-squares method
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