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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè óïðóãîãî òðóáîïðîâî-
äà � ïîëîãî ñòåðæíÿ, âíóòðè êîòîðîãî ïðîòåêàåò æèäêîñòü (ãàç), è íà èõ îñíîâå ðàññìîòðåíû
çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà. Ìîäåëè êàê ëèíåéíûå, òàê è íåëèíåéíûå,
îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè � ïîïåðå÷íîãî îòêëîíåíèÿ òðóáîïðîâîäà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà îñíîâå ïî-
ñòðîåííîãî ôóíêöèîíàëà òèïà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ çàêðåïëåíèÿ òðóáîïðîâîäà. Ïîëó-
÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì, ïîýòîìó äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðîáëåìû ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííî íàõîäèòü ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ òðóáîïðîâîäà,
ïðîâîäèòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàê äîñòà-
òî÷íûì, òàê è íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåäåíà èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ
÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñðàâíåíèå èõ ñ àíàëèòè÷åñêèì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãèé òðóáîïðîâîä, äèíàìèêà, óñòîé÷èâîñòü, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìåòîä Ãàëåðêèíà

1. Ââåäåíèå

Ñîñòàâíûìè ýëåìåíòàìè øèðîêîãî êëàññà êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, óñòàíî-
âîê, óñòðîéñòâ, ñèñòåì è ò. ä. ÿâëÿþòñÿ òðóáîïðîâîäû, ïî êîòîðûì ïðîòåêàåò æèäêîñòü
èëè ãàç. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òàêèõ êîíñòðóêöèé âîçíèêàþò âîïðîñû íàäåæíîñòè, êî-
òîðûå çàêëþ÷àþòñÿ â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íîðìàëüíîé ðàáîòå êîíñòðóêöèè è íå ïðèâîäÿùèõ ê ðàçðóøåíèþ èëè âîçíèêíîâåíèþ àâà-
ðèéíîé ñèòóàöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé äåôîðìèðóåìûõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì æèä-
êîñòè èëè ãàçà, îäíèì èç âàæíåéøèõ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé.
Ïîòîê, âîçäåéñòâóÿ íà òåëî, ìîæåò íå òîëüêî âîçáóæäàòü êîëåáàíèÿ, íî è ïðèâîäèòü ê
óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû, ñêîðîñòè èëè ÷àñòîòû êîëåáàíèé äî çíà÷åíèé, íàðóøàþùèõ íà-
äåæíîñòü ýêñïëóàòàöèè, âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóêöèè èëè åå ýëåìåíòîâ.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ àýðîãèäðîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà íà îáòåêàåìîå äåôîðìèðóåìîå òåëî çàðàíåå, äî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè äåôîðìàöèè òåëà. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì,
÷òî ñîâìåñòíîå äâèæåíèå äåôîðìèðóåìîãî òåëà è æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñè-
ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ äåôîðìàöèè òåë è
ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ðàçäåëèòü ðåøåíèå
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà íà äåôîðìèðóåìîå òåëî è çàäà÷è èññëå-
äîâàíèÿ äåôîðìàöèè òåëà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî îöåíèâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ æèäêîñòè

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; a.korneev1@gmail.com.

3 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; ksv1511@yandex.ru.
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(ãàçà) íà òåëî íà îñíîâå çàêîíîâ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ìîäåëü òðóáîïðîâîäà, ïðåä-
ëîæåííàÿ â ðàáîòå, èñïîëüçóåò èìåííî ýòîò ïîäõîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî åãî äèíàìèêó.

Â ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ ñòàòè÷åñêèõ èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû, ïîñëåäíÿÿ ìîæåò ñîâåðøàòü ñêà÷êîîáðàçíûé ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ â äðóãîå (ÿâëåíèå äèâåðãåíöèè ñèñòåìû). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ïàðà-
ìåòðîâ ÷åðåç íåêîòîðûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ (ÿâëåíèå áè-
ôóðêàöèè ðåøåíèÿ).

Çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (èíà÷å � óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëü-
íûì äàííûì èëè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó ¾æèäêîñòü�òåëî¿ (îñíîâíûìè ïà-
ðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà, ïðî÷íîñòíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òåëà,
ñæèìàþùèå óñèëèÿ), ìàëûì îòêëîíåíèÿì ïðîãèáîâ (äåôîðìàöèé) òåë îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàëûå ïðîãèáû è â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 . Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ ìíîãèõ
çàäà÷, ãäå â ïåðâóþ î÷åðåäü âàæåí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè
àðãóìåíòà, â ÷àñòíîñòè, ïðè åãî íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè.

Óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì æèäêîñòè èëè ãàçà, ïîñâÿ-
ùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåí-
íûõ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ
Áåëîöåðêîâñêîãî Ñ.Ì., Ñêðèïà÷à Á.Ê., Òàáà÷íèêîâà Â.Ã., Ãàëèåâà Ø.Ó., Âåñòÿêà À.Â.,
Òàðëàêîâñêîãî Ä.Â., Áîëîòèíà Â.Â., Âîëüìèðà À.Ñ., Ãðèãîëþêà Ý.È., Ëàìïåðà Ð.Å., Øàí-
äàðîâà Ë.Ã., Íîâè÷êîâà Þ.Í., Áèñïëèíãõîôôà Ð.Ë., Ýøëè Õ., Õàëôìýíà Ð.Ë., Ôûíà ß.Ö.,
Äîóåëëà Å.Õ., Ôåðøèíãà Ã., Èëüþøèíà À.À., Êèéêî È.À., Àëãàçèíà Ñ.Ä., Ìîâ÷àíà À.À.,
Ìàéëñà Äæ., Ïàíîâêî ß.Ã., Ãóáàíîâîé È.È., Èëüãàìîâà Ì.À., Ãîðøêîâà À.Ã., Êóäðÿâöå-
âà Á.Þ., Ïîíîìàðåâà À.Ò., Øêëÿð÷óêà Ô.Í. è äðóãèõ àâòîðîâ.

Â ðàáîòàõ Çåôèðîâà Â.Í., Êîëåñîâà Â.Â., Ìèëîñëàâñêîãî À.È., Ñâåòëèöêîãî Â.À., ×å-
ëîìåÿ Ñ.Â., Ôåîäîñüåâà Â.È., Êàçàêåâè÷à Ì.È., Ìîâ÷àíà À.À., Íãóåíà Â.Ë., Òîìïñîíà Äæ.
Ì.Ò. è äð. èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà òðóáîïðîâîäà.

Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ
êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå òðóáîïðîâîäîâ, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1�29].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òðóáîïðîâîäà (ïîëîãî
ñòåðæíÿ ïðè ïðîòåêàíèè âíóòðè íåãî æèäêîñòè). Íà ïëîñêîñòè xOy íåäåôîðìèðîâàííîìó
ñòåðæíþ ñîîòâåòñòâóåò íà îñè Ox îòðåçîê (0, l) . Ñêîðîñòü æèäêîñòè ðàâíà U è èìååò
íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox .

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà ïðåäëàãàåòñÿ óðàâíåíèå, îáîáùàþùåå óðàâíå-
íèå [15] íà ñëó÷àé íåëèíåéíîãî äåìïôèðîâàíèÿ â ìàòåðèàëå òðóáîïðîâîäà è èíåðöèè âðà-
ùåíèÿ ñå÷åíèÿ,
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′ −

−ρ0J
[
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ãäå êîýôôèöèåíòû m∗ , m0 , J âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
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Øòðèõ è òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå x è âðåìåíè
t ñîîòâåòñòâåííî. Â óðàâíåíèè (2.1) w(x, t) � äåôîðìàöèÿ (ïðîãèá) â ñå÷åíèè x â ìîìåíò
âðåìåíè t ; E � ìîäóëü óïðóãîñòè; U , m∗ , ρ∗ � ñêîðîñòü, ìàññà æèäêîñòè (ãàçà) íà
åäèíèöó äëèíû è ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ãàçà); l � äëèíà òðóáû ìåæäó îïîðàìè; R∗ , R0 �
âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáîïðîâîäà; m0 , ρ0 � ìàññà ìåòàëëà íà åäèíèöó äëèíû
òðóáû è ïëîòíîñòü ìåòàëëà; N � ñæèìàþùàÿ (N > 0 ) èëè ðàñòÿãèâàþùàÿ (N < 0 ) ñèëà;
α � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; ôóíêöèÿ f(x, t, w, ẇ) îïðåäåëÿåò âíåøíåå
âîçäåéñòâèå, íàïðèìåð, óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, âëèÿíèå óïðî÷íÿþùåãî ñëîÿ, è ò.ä. Âñå
êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå (çà èñêëþ÷åíèåì N ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè w(x, t) óðàâíåíèå (2.1) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü
ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïðåäïîëàãàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî
òèïà:

øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå êîíöîâ: w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(l, t) = w′′(l, t) = 0; (2.3)
æåñòêîå çàùåìëåíèå êîíöîâ:w(0, t) = w′(0, t) = 0, w(l, t) = w′(l, t) = 0 ; (2.4)
æåñòêîå çàùåìëåíèå îäíîãî êîíöà è øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå äðóãîãî:
w(0, t) = w′(0, t) = 0, w(l, t) = w′′(l, t) = 0; (2.5)
w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(l, t) = w′(l, t) = 0 . (2.6)

3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèëîñü äâóìÿ ìåòîäàìè. Ïåðâûé ìåòîä îñíîâàí íà
ñîñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà â óðàâíåíèè (2.1) â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷à-
ÿõ. Òàê, äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè, ïîëó÷åííîé îòáðàñûâàíèåì èç óðàâíåíèÿ (2.1) êóáè÷åñêèõ
÷ëåíîâ

EJw′′′′ + (m0 +m∗) ẅ +
(
N +m∗U

2
)
w′′ +

+2m∗Uẇ
′ + ξẇ + µw + αJẇ′′′′ − ρ0Jẅ

′′ = 0,
(3.1)

ãäå ξ , µ � êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ è æåñòêîñòè óïðî÷íÿþùåãî ñëîÿ, ïîñòðîåí
ôóíêöèîíàë

Φ(t) =
1

2

l∫
0

[
EJw′′2 + (m0 +m∗) ẇ

2 −
(
N +m∗U

2
)
w′2 + ρ0Jẇ

′2 + µw2
]
dx, (3.2)
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íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

N ≤ λ1EJ −m∗U
2, (3.3)

ãäå λ1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ψ′′′′ + λψ′′ = 0
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.3�2.6). Íàïðèìåð, äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ λ1 =

π2

l2

Íà îñíîâå àíàëèçà ôóíêöèîíàëà (3.2) äîêàçàíà òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè N ≤ λ1EJ −m∗U
2 , òî ìàëûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ w0, ẇ0, w
′
0, w

′′
0 , ẇ

′
0 (äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè, óãëà ïîâîðîòà, êðèâèçíû, óãëîâîé ñêî-

ðîñòè) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàëûå (â ñðåäíåì, â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå) çíà÷åíèÿ
äåôîðìàöèè w(x, t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 .

Âòîðîé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.1), (3.1) ìåòîäîì Ãàëåð-
êèíà, â ýòîì ñëó÷àå w(x, t) çàäàåòñÿ â âèäå

wM(x, t) =
M∑
k=1

wk(t)gk(x), (3.4)

ãäå {gk(x)}∞1 � ïîëíàÿ íà [0, l] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì
çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáîïðîâîäà.

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè øàðíèðíîì çàêðåï-
ëåíèè îáîèõ êîíöîâ.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) ÷åðåç L(w) . Â ñîîòâåòñòâèè ñ øàðíèðíûì
çàêðåïëåíèåì (w = w′′ = 0 ), âûáåðåì gk(x) = sinλkx , ãäå λk = kπ

l
, k = 1,∞ . Íà îñíîâå

ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñèñòåìó èç M îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé wk(t), k = 1,M .

l∫
0

L (wM(x, t)) sinλkx dx = 0, k = 1,M. (3.5)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè w(x, t) çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x, 0) = F (x), ẇ(x, 0) = G(x). (3.6)

Èç óñëîâèé (3.6), ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
wk(t), k = 1,M

wk(0) =
2
l

l∫
0

F (x) sinλkx dx, k = 1,M,

ẇk(0) =
2
l

l∫
0

G(x) sinλkx dx, k = 1,M.

(3.7)

C ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì èññëåäîâàëàñü äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü â çàâèñèìîñòè îò ñæèìàþùåãî âîçäåéñòâèÿ N è ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè (ãàçà)
U . Ïàðàìåòðû èññëåäóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
E = 210 · 109 � ìîäóëü óïðóãîñòè ñòàëè, ρ∗ = 1000 � ïëîòíîñòü âîäû; ρ0 = 7000 � ïëîò-
íîñòü ñòàëè; l = 1 , R∗ = 0, 05 , R0 = 0, 046 , α = 1 . Ôóíêöèè F (x) è G(x) â (3.6)
çàäàâàëèñü â âèäå: F (x) = 0, 02 sin πx

l
, G(x) = 0 . Ôóíêöèÿ f â (2.1) áûëà ïðåäñòàâëå-

íà âûðàæåíèåì: f(x, t, w, ẇ) = ξẇ + µw , ãäå ξ = 2 � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ è
µ = 40 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ. Âñå âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ.
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Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(3.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.7) ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðî-
ãðàìì Wolfram Mathematica 8. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçëè÷èå ðåçóëüòà-
òîâ äëÿ äâóõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïðèáëèæåíèé (íàïðèìåð, M = 20 ) â ìåòîäå Ãàëåðêèíà
íåñóùåñòâåííî, ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.1. Ïîýòîìó ïðè
ðàñ÷åòàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ïðèáëèæåíèÿìè.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 ïðè N = 1250 è U = 10 ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì

ïðèáëèæåíèé M â ìåòîäå Ãàëåðêèíà

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå õàðàêòåðà êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 , ïðè âûáîðå ëèíåéíîé ìî-
äåëè (3.1) è íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1), ðåçóëüòàòû îòîáðàæåíû íà ðèñ. 3.2. Èç ðèñóíêà 3.2
âèäíî, ÷òî â íåëèíåéíîé ìîäåëè íàáëþäàåòñÿ ìåíüøàÿ ÷àñòîòà è áîëåå áûñòðîå çàòóõàíèå
àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

а б

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 ïðè N = 750 è U = 12.5 : à) äëÿ ëèíåéíîé

ìîäåëè (3.1); á) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)

Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì íà ïëîñêîñòè (U,N) ïîñòðîåíû îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé. Êðèòåðèé íåóñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ � íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè. Ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.3: ñåðûìè ñèìâîëàìè `x'
ïîêàçàíû òî÷êè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé (íåóñòîé÷è-
âîñòü); ÷åðíûå êðóãè íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì, â êîòîðûõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé
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ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (óñòîé÷èâîñòü); íà ðèñóíêå òàêæå èçîáðàæåíà òåî-
ðåòè÷åñêàÿ ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàáîëå (3.3).

а б

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (U,N) : à) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (3.1); á) äëÿ íåëèíåéíîé

ìîäåëè (2.1)

Ñîãëàñíî ðèñ. 3.3, íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà îáëàñòü óñòîé-
÷èâîñòè íåçíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (3.3). Òàêæå èç ðèñóíêà 3.3
âèäíî, ÷òî îòëè÷èå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1) îò àíàëîãè÷íîé
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (3.1) íåñóùåñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, â õîäå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòîêîì
æèäêîñòè (ãàçà), óïðóãèì îñíîâàíèåì (óïðî÷íÿþùèì ñëîåì) è âëèÿíèÿ ïðîäîëüíîãî ñæè-
ìàþùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãî) óñèëèÿ. Äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (3.1) ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë è íà
åãî îñíîâå ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè, íàëàãàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèå ñæèìàþùåãî óñèëèÿ N , ñêîðîñòè ïîòîêà
æèäêîñòè (ãàçà) U è äðóãèå ïàðàìåòðû ìîäåëè. Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü òèï êîëåáàíèé (óñòîé÷èâûé, íåóñòîé÷èâûé) â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-
ìåòðîâ çàäà÷è, ñòðîèòü îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ �2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 15-01-08599.
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Investigation of dynamic stability of pipeline

c⃝ P. A. Velmisov4 A. V. Korneev5 S. V. Kireev6

Abstract. The paper presents a mathematical model of an elastic pipeline, which is a hollow
rod with the �uid (gas) running inside it. The article is devoted to the problem of the dynamic
stability of the pipeline. Linear and non-linear models described by partial di�erential equations
for the unknown function, i.e. the displacement of the pipeline points from the equilibrium state.
By means of designed functional Lyapunov type, stability theorems were formulated and analytical
stability conditions for the parameters of the mechanical system and di�erent types of an initial
conditions were founded. The obtained stability conditions are su�cient but not necessary. A
mathematical software package was developed to solve this problem. This package allows to �nd
an approximate numerical solution of di�erential equation for describing pipeline model and plot
a stability region appropriate to both su�cient and necessary stability conditions. Full coverage
to the design a numerical search algorithm for these regions was given. The obtained numerical
results were compared with analytical stability conditions. The in�uence of the model parameters
variation on the stability was studyied.

Key Words: elastic pipeline, dynamics, stability, partial di�erential equations, numerical
methods, galerkin method
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