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Òî÷íàÿ îöåíêà ðàçðûâîâ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ

îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1, Ê. À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäå-
íèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ñèìâîëè÷å-
ñêîé äèíàìèêè (òåõíèêè íèäèíã-èíâàðèàíòîâ), à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåíîðìàëèçàöèîí-
íîãî ïîäõîäà, ïîêàçàíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâ (ñêà÷îê) òîëüêî
â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, ïðè÷åì òàêîé ðàçðûâ èìååò ìåñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå
ïåðèîäîì. Äàíà òî÷íàÿ îöåíêà ñêà÷êà ýíòðîïèè â óêàçàííîì ñëó÷àå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæå-
íèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà

1. Ââåäåíèå

Îäíîìåðíûå ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ
(ëîðåíöåâñêèå îòîáðàæåíèÿ) è èõ íàäñòðîéêè ìîäåëèðóþò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ
ïîòîêîâ ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ïðåäåëüíûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèõ ñòðàííûå àòòðàêòîðû
òèïà àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñì. [4] ). Â ðàáîòå Ì.È. Ìàëêèíà [1] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î
íåïðåðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè htop(f) êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ f äëÿ êëàññà
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà ñ îäíîé òî÷êîé ðàçðûâà. Ïðè
óñëîâèè ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè
ýíòðîïèè íà ïðîñòðàíñòâå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ C0 �òîïîëîãèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, åñëè óñëîâèå ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà çàìåíèòü íà
óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè îòîáðàæåíèÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ htop(f) . Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ htop(f) â îêðåñòíîñòè
îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, òî, êàê ïîêàçàíî â äàííîé ñòàòüå, htop(f) ìîæåò
èìåòü ðàçðûâ (ñêà÷îê ýíòðîïèè), ïðè÷åì òàêîé ðàçðûâ èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì.

Ïîäîáíûé âîïðîñ î âîçìîæíûõ ñêà÷êàõ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èçó÷àëñÿ ðàíåå äëÿ
êëàññà íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé. Â ðàáîòå Ì. Ìèçþðåâè÷à [2] áû-
ëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ñêà÷êà ýíòðîïèè äëÿ ýòîãî êëàññà è óñòà-
íîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ïå-
ðèîäè÷åñêèå îðáèòû.

Â äàííîé ðàáîòå ìû óñòàíîâèì òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçðûâà ýí-
òðîïèè â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé è ïîêàæåì, ÷òî, ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì
Ìèçþðåâè÷à, âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ (îáùèì) ïåðèîäîì îðáèò, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâà ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé.

Òî÷íåå, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ htop(f) â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â C0�òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0 òîãäà

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@mm.unn.ru

2 Ñòóäåíò èíñòèòóòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@mm.unn.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



32 Ì. È. Ìàëêèí, Ê. À. Ñàôîíîâ

è òîëüêî òîãäà, êîãäà htop(f0) = 0 è íèäèíã-èíâàðèàíòû K+
f0
, K−

f0
îòîáðàæåíèÿ f0 ïåðèî-

äè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì; âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà 1
p
log 2 ,

ãäå p � îáùèé ïåðèîä íèäèíã-èíâàðèàíòîâ.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé f : I → I , ãäå I = [−1, 1] è f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. f � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì èç ïîëóèí-
òåðâàëîâ [−1; 0) è (0; 1] .

2. limx→0− f (x) = 1 , limx→0+ f (x) = −1 , f (0) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ, ôàêòè÷åñêè, óäîáíûì óñëîâèåì íîðìèðîâêè
(èíòåðåñíàÿ äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèøü ïåðâîìó óñëîâèþ, èìååò ìå-
ñòî ëèøü íà îòðåçêå f(0+), f(0−) ).

Ïóñòü Π � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α = (α0, α1, ...) èç ñèìâîëîâ {−1, 1} ñ
òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâñêîãî) ïðîèçâåäåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ çàäàíà
ìåòðèêîé

dist(α, β) =
∞∑
n=0

|αi − βi|
2i

è ÷òî íà Π óñòàíîâëåí ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Íà ýòîì ïðîñòàíñòâå îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå σ : Π → Π - îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà: σ(ω0ω1ω2 . . .) = (ω1ω2 . . .) .

Ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà 0 îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì D = ∪∞
n=0Dn , ãäå

D0 = {0} , Dn = {x ∈ I|fn (x) = 0, fn−1 (x) ̸= 0} . Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x ∈ I\D íàçûâà-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω (x) = ω0 ω1 ω2 . . . , ãäå ωi = sign (f i (x)) . Ôîðìàëüíûé ñòåïåí-
íîé ðÿä ω̃ =

∑∞
i=0 ωi t

i ïåðåìåííîãî t áóäåì íàçûâàòü íèäèíã-ðÿäîì òî÷êè x .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëèì ïàðó íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî ôîðìóëå:

K+(x)
def
= lim

y→x+0
ω(y), K−(x)

def
= lim

y→x−0
ω(y), y ∈ I\D

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íèäèíã-èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ

ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (K+
f (0), K

−
f (0)) .

Ïàðà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ (α, β) == (K+
f (0), K

−
f (0)) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêèì îïèñàíèåì

îòîáðàæåíèÿ f , à â ñëó÷àå ïëîòíîñòè D ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà, ýòà ïàðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äàííàÿ ïàðà îïðåäå-
ëÿåò ìíîæåñòâî Σf = Σ(α,β) âñåõ äîïóñòèìûõ íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. [4] ), à
èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ïðèíàäëåæèò Σf òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

ëèáî σn (ω) ≥ α, ëèáî σn (ω) ≤ β, ∀ n ∈ N (2.1)

σ (α) ≤ ω ≤ σ (β) . (2.2)
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Åñëè êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α è β óäîâëåòâîðÿåò (â êà÷åñòâå ω ) óñëîâèþ
( 2.1 ), òî ïàðà (α, β) áóäåò íàçûâàòüñÿ äîïóñòèìîé ïàðîé. Äëÿ äîïóñòèìîé ïàðû (α, β )
îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(α,β) ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω , óäîâëåòâîðÿþùèõ ( 2.1 ).

Ìíîæåñòâî W äîïóñòèìûõ ïàð áåç èçîëèðîâàííîé òî÷êè (111 . . . ,−1 − 1 − 1 . . .) ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìîæåñòâîì Π , è äëÿ äîïóñòèìûõ ïàð âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [1]):

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü (α, β) è (α′, β′) � äîïóñòèìûå ïàðû è α′ ≤ α ,
β′ ≤ β , òîãäà:

1. α ∈ Σ(α′,β′) è β ∈ Σ(α′,β′)

2. α̃ − β̃ =
(
α̃′ − β̃′

)
Lα,β (α

′, β′) , ãäå Lα,β (α
′, β′) =

∑∞
n=0 lnt

n , à êîýôôèöèåíòû ln =

ln(α, β) îïðåäåëÿþòñÿ êàê óìåíüøåííîå íà åäèíèöó ÷èñëî äîïóñòèìûõ n -áëîêîâ â
Σ(α′,β′) , íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó α è β .

Ñîãëàñíî [3] , òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ F ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê

htop (f) = htop (σ|Σf ) = lim
n→∞

log l′n
n

= lim
n→∞

log ln
n

,

ãäå l′n �÷èñëî äîïóñòèìûõ n -áëîêîâ â Σf , à ln = cardDn .

Ïóñòü r(f) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà L̃f =
∑∞

n=0 lnt
n , à r′(f) = min(r(f), 1) . Èç

ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè èìååì

htop (f) = − log r′ (f)

Òàê ðÿä L̃f îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïàðû íèäèíã-èíâàðèàíòîâ, òî îòîáðàæåíèå htop : F →
[0; log 2] 3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ òðåõ îòîáðàæåíèé(

K+, K−) : F → W, r′ : W →
[
1

2
, 1

]
è h (f) = − log r′.

Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâÿåòñÿ íåïðåðâíûì. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âòîðîå
îòîáðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïåðâîãî îòîáðàæå-
íèÿ.

Åñëè îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ f íåïåðèîäè÷åñêèå, òî (K+, K−) íåïðåðûâ-
íî â òî÷êå f , è, ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðîâíî îäèí èç íèäèíã-èíâàðèàíòîâ ïåðèîäè÷åñêèé, òî åñòü èìååò âèä
ω = PPP . . . , ãäå P = ω1ω2 . . . ωp−1 , îòîáðàæåíèå (K+, K−) òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå f ,
íî, êàê ïîêàçàíî â [1] , âòîðîå îòîáðàæåíèå ñêëåèâàåò ýòîò ðàçðûâ, è ïîýòîìó êîïîçèöèÿ
htop(f) îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé, ñàìûé èíòåðåñíûé ñëó÷àé, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà ïå-
ðèîäè÷åñêèå. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïüþ (ò.ì.ö.), ïîðîæäåííîé ðàçáèåíèåì îòðåçêà I îðáèòàìè êðàéíèõ
òî÷åê: {f i(−1)} ∪ {f j(1)} (ñì. [1] ). Ïðè ýòîì ãðàô G , ñîîòâåòñòâóþùèé ò.ì.ö., èìååò
äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëà äëèíû p è q , ãäå p, q � ïåðèîäû íèäèíã-èíâàðèàíòîâ. Åñëè
äàííûå öèêëû íå ñîâïàäàþò, òî htop(f) > 0 è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíà äëÿ
îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè æå öèêëû ñîâïàäàþò, òî htop() = 0 è ýíòðîïèÿ èìååò ðàçðûâ â f .
Íàøà çàäà÷à âûÿñíèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçðûâà äëÿ ýíòðîïèè â ýòîì
ñëó÷àå.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå f ∈ F , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

3 Òàê êàê 0 < ln ≤ 2ln−1 , òî 0 < htop ≤ log 2
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1. Íèäèíã-èíâàðèàíòû îòîáðàæåíèÿ f ïåðèîäè÷íû è èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä p (ïðè
ýòîì âûïîëíÿåòñÿ f p−1(1) = f p−1(−1)=0).

2. Ïóñòü S = {f i(−1)}∪{f j(1)} , i, j = 0, 1, ..., p−1 è Ω � ñîâîêóïíîñòü ìàêñèìàëüíûõ
ñâÿçíûõ èíòåðàëîâ ìíîæåñòâà I\S , òîãäà ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû J0, J1, . . . , Jp−1 ∈
Ω , äëÿ êîòîðûõ f(Ji) = Ji+1, i = 0, 1, . . . , p − 2 è f(Jp−1) = J0 , ïðè÷åì óêàçàííûå
èíòåðâàëû îòîáðàæàþòñÿ ãîìåîìîðôíî.

Òàê êàê ïðîîáðàçàìè òî÷êè ðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè ìíîæåñòâà S , òî htop(f) = 0 .
Ïóñòü íèäèíã-èíâàðèàíòû èìåþò âèä α = PPP . . . , β = QQQ . . . . Äëÿ ëþáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè fn → f (â C0 -òîïîëîãèè) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íèäèíã-èíâàðèàíòîâ (αn, βn) . Äëÿ ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëó êîìïàêòíîñòè W
ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåïóñòî è îíè èìåþò âèä

αn = PP1P2 . . . , βn = QQ1Q2 . . . ;Pi, Qi ÿâëÿþòñÿ áëîêàìè P èëè Q. (2.3)

Ðàññìîòðèì ðÿä Θ(α,β) = α̃− β̃ . Åñëè r(α, β) ≤ 1 , òî r ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæè-
òåëüíûì êîðíåì ôóíêöèè Θ(α,β)(t) [1] , ïðè ýòîì äëÿ äîïóñòèìûõ ïàð α′ ≤ α è β′ ≥ β
âûïîëíÿåòñÿ r(α, β) ≥ r(α′, β′) . Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ ïàð âèäà (2.3)
íàèìåíüøèì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè (ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåé ýíòðîïèåé) îáëàäàåò ïàðà
âèäà

α∗ = PQQ . . . , β∗ = QPP . . . .

Òàê êàê α∗ = P̃ + tp Q̃
(1−tq)

è β∗ = Q̃+ tq P̃
(1−tp)

, òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Θ(α∗,β∗)(t) = (1− tp − tq)Θ(α,β)(t),

ãäå p è q � ïåðèîäû íèäèíã-èíâàðèàíòîâ. Ïðè p = q ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

Θ(α∗,β∗)(t) = (1− 2tp)Θ(α,β)(t).

Ïîñêîëüêó htop(f) = 0 , íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü Θ(α∗,β∗)(t) ñîâïàäàåò ñ ïîëî-

æèòåëüíûì êîðíåì 1− 2tp , òî åñòü ðàâåí p

√
1
2
. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé

ñêà÷îê ýíòðîïèè ðàâåí − log p

√
1
2
= 1

p
log 2 . Äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

Èòàê, äëÿ f èìååì íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû J0, J1, . . . , Jp−1 , êîòîðûå ïîä äåé-
ñòâèåì f öèêëè÷åñêè è ãîìåîìîðôíî ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, à ãðàíèöàìè äàííûõ èí-
òåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà S . Ïóñòü c1 è c2 � òî÷êè èç S , áëèæàéøèå ê 0
ñïðàâà è ñëåâà, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èíòåðâàëû (c1, 0) è (0, c2) âõîäÿò â {Ji} , îáçíà÷èì
èõ K è L . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ðàññìîòðèì èíòåðâàëû K0 = (−ε, 0) , L0 = (0, ε) .
Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå fε íà K0 ñ íàêëîíîì p

√
2 , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

fε(0−) = 1−0 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå íà L0 . Ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû îáî-
çíà÷èì K1 è L1 . Äàëåå, íà îñòàëüíûõ èíòåðâàëàõ ðàçáèåíèÿ, îòîáðàæåíèå fε äåéñòâóåò
òàê: íà Ki = (a, b) îíî ëèíåéíî ñ íàêëîíîì p

√
2 è óñëîâèåì fε(b − 0) = f(b) − 0 , äëÿ

Li = (c, d) ïîñëåäíåå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà fε(c+0) = f(c)− 0 . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε
èíòåðâàëû Ki , Li ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è fε êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Ïóñòü T = Ki ∪ Li . Äëÿ êàæäîãî Ki = (a, b) îïðåäåëèì èíòåðâàëû

K ′
i = (min(a, f−1fε(a), b), Li = (a, b)

è àíàëîãè÷íî, L′
i = (c,max(d, f−1fε(d)) . Âûáåðåì A � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà

T ′ = K ′
i ∪ L′

i , òàêîå, ÷òî ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è äëÿ ëþáîãî
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Am ∈ A ñóùåñòâóåò èíòåðâàë Jr , ñîäåðæàùèé Am , íî íå ñîâïàäàþùèé ñ íèì. Ïðè ìàëîì
ε ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü òàêæå ìàëîé äëèíû, à èõ êîëè÷åñòâî ðàâíûì 2p .

Íà ïîäìíîæåñòâå I\A (çàìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò S ) îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå fε(x) = f(x) è äîîïðåäåëèì f ëèíåéíî è íåïðåðûâíî íà îñòàâøåìñÿ ïîäìîæåñòâå
A\T .

Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è, â ñèëó âûáîðà ïîêðûòèÿ A , ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
ìîíîòîííûì. Äëÿ îòîáðàæåíèå fε èìååì èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî T , ïðè äåéñòâèè
f p íà èíòåðâàëàõ K0 è L0 èõ äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà, ñëåäîâàòåëüíî, f p(K0) =
f p(L0) = K0 ∪ L0 ) è htop(fε|T ) = 1

p
log 2 . Êðîìå òîãî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè f , èìååì

|f − fε| < maxVAif (ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì ïîêðûòèÿ), ò.å. ðàññòîÿíèå
ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ε→ 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ f → htop(f) â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â C0�òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà htop(f0) = 0 è íèäèíã-èíâàðèàíòû K+

f0
, K−

f0
îòîáðàæåíèÿ

f0 ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì; âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíà 1

p
log 2 , ãäå p � îáùèé ïåðèîä íèäèíã-èíâàðèàíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà, ñî-
ãëàñíî ðåçóëüòàòó Ìèçþðåâè÷à [2] , íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ñêà÷îê ýíòðîïèè ðàâåí
maxa

b
log 2 , ãäå a - êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (òî÷íåå, turning points � òî÷åê âîç-

âðàòà) â ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå äëèíû b , è ìàêñèìóì ñ÷èòàåòñÿ ïî âñåì ïåðèîäè÷åñêèì
îðáèòàì. Â ñëó÷àå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé àíàëîãîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè ìîæíî ñ÷è-
òàòü òî÷êó ðàçðûâà. Òîãäà åäèíñòâåííûìè ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè, ñîäåðæàùèìè ýòó
òî÷êó, ÿâëÿþòñÿ ò î÷êè âèäà f i(−1) è f i(+1) (ïåðèäîè÷íîñòü ýòèõ òî÷åê ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü êàê f p(1 − 0) = 1 − 0 è f p(−1 + 0) = −1 + 0 ). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííóþ íàìè
â òåîðåìå îöåíêó ñêà÷êà ýíòðîïèè 1

p
log 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ðåçóëüòàòà

Ìèçþðåâè÷à äëÿ êëàññà ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé.
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Accurate assessment of the topological entropy for breaks

maps of Lorenz type

c⃝ M. Malkin4, K. Saphonov5

Abstract. For one-dimensional maps of Lorenz type, the problem on behavior of the topological
entropy as the function of a map is studied. Using the technique of symbolic dynamics (the kneading
technique) and by renormalization arguments we show that the topological entropy can have jumps
only in a neighbourhood of a map with zero entropy, and moreover, such a jump appear if and
only if two kneadind invariants are repiodic with the same period. An exact estimate on the value
of the jump for this case is given.
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