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Àííîòàöèÿ. Ìû äîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîëíîòû ñëî-
åíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûõ
ñëîåíèé (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q, q > 1, êàæäîå èç óïîìÿíóòûõ âûøå îïðåäåëåíèé ïîëíîòû
ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé: 1) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ
(M,F ) ; 2) èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâà-
íî ñëîÿìè ñóáìåðñèè íà q -ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîåíèå, ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, àôôèííîå ñëîåíèå

1. Ââåäåíèå

Âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîëíîòû òðàíñâåðñàëüíî àôôèí-
íûõ ñëîåíèé çàòðîíóò Ð.À. Âîëàêîì [1]. Ìû äîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ ïîä-
õîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîëíîòû äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñëîåíèé � äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïîëíîòà óêàçàííûõ ñëîåíèé ïîçâîëÿåò ïðè èõ èññëåäî-
âàíèè ïåðåéòè îò ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ê ãëîáàëüíûì.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Õîïôà � Ðèíîâà ([2]) äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïî-
íÿòèå ãåîäåçè÷åñêîé ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíî ïîëíîòå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìåòðèêà
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà äëèíû. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ëþáîå êîì-
ïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ íå
âåðíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Â îòëè÷èå îò ðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà êîì-
ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà êîìïàêòíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè (ïðèìåð 6.1.).

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -
êîöèêëîì (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà êîðàçìåð-
íîñòü ñëîåíèÿ (M,F ) ðàâíà q, à M � n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 0 < q < n. Ðàñïðåäåëåíèå
M ðàçìåðíîñòè q íà M íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì ê ñëîåíèþ (M,F ) , åñëè äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x èç M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî TxM = TxF ⊕Mx, ãäå ⊕ � ñèìâîë ïðÿìîé
ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = GL(q,R)nRq ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû
GL(q,R) è âåêòîðíîé ãðóïïû Rq. Ãðóïïó G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó âñåõ
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aff(Aq) q -ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Aq, à H =
GL(q,R) êàê ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) â íåêîòîðîé òî÷êå.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
êàðòàíîâûì ñëîåíèåì òèïà (G,H) (ñì., íàïðèìåð, [3]).

1 Ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Íèæåãîðîäñêèé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíè-
âåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä; annadolgonsova@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; nzhukova@hse.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà-
çûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì, åñëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êàñàþùàÿñÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â îäíîé òî÷êå, êàñàåòñÿ åãî â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñ-
òüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

1. Ñëîåíèå (M,F ) , ðàññìàòðèâàåìîå êàê êàðòàíîâî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

2. Ñëîåíèå (M,F ) ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.;

3. Íà M ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ∇ òàêèå, ÷òî:

1) êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ fi ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì;

2) ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíû;

3) êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, êàñàþùåéñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ M, èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞.

Ïðåèìóùåñòâî óñëîâèÿ 3 â òåîðåìå 1.1. ïåðåä îñòàëüíûìè äâóìÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îíî îïðåäåëåíî íà ñàìîì ñëîåíîì ìíîãîîáðàçèè M , â òî âðåìÿ êàê óñëîâèÿ 1 è 2 îïðå-
äåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ íàä M

Ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I , ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êðèâèçíà è êðó÷åíèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇N ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.1. ê òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèÿì, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå, ãäå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ð.À. Áëþ-
ìåíòàëÿ è Äæ. Õåáäû [4].

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå ïðîèçâîëü-
íîé êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà êàæäîå èç òðåõ óñëîâèé òåîðå-
ìû 1.1. ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé:

(i) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) ;

(ii) èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̃ îáðàçî-

âàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r : M̃ → Aq íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Aq .

Íåçàâèñèìîñòü ñâîéñòâ (i) è (ii) â òåîðåìå 1.2. âûòåêàåò èç ïðèìåðîâ 6.1. è 6.2..

Î á î ç í à ÷ å í è ÿ

Ñëåäóÿ [2], ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P (N,H) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé P → N .
×åðåç X(M) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè M .

Åñëè M � ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M , òî ÷åðåç XM(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà M, êàñàòåëüíûõ ê M .

Åñëè f : K → M � ñóáìåðñèÿ ìíîãîîáðàçèé è M � ðàñïðåäåëåíèå íà M , òî ÷åðåç
M̃ = f ∗M îáîçíà÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íà K òàêîå, ÷òî M̃ := {M̃u < | u ∈ M}, ãäå
M̃u := {X ∈ TuK | f∗u(X) ∈ Mx, x = f(u)} , f∗u � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå
u .
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Á ë à ã î ä à ð í î ñ ò ü

Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ
ÂØÝ (ïðîåêò 138) â 2015 ãîäó.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1. Çàäàíèå ñëîåíèÿ N -êîöèêîì

Ïóñòü N � q -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ( 0 < q < n ) ìíîãîîá-
ðàçèå. Â îòëè÷èå îò M ñâÿçíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.
N -êîöèêëîì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

• Ìíîæåñòâî {Ui | i ∈ I} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå M .

• Îòîáðàæåíèÿ fi : Ui → N ÿâëÿþòñÿ ñóáìåðñèÿìè íà Vi = fi(Ui) ⊂ N ñî ñâÿçíûìè
ñëîÿìè.

• Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γij : fi(Ui ∩ Uj) → fj(Ui ∩ Uj),
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj äëÿ âñåõ x ∈ Ui ∩ Uj .

Ñåìåéñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ ñëîåâ ñóáìåðñèé fi èç ìàêñèìàëüíîãî N -êîöèêëà, ñîäåðæà-
ùåãî äàííûé N -êîöèêë {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáðàçóåò áàçó íîâîé òîïîëîãèè ζ â M. Êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè La, a ∈ A, òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, ζ) îáðàçó-
þò ðàçáèåíèå F ìíîãîîáðàçèÿ M, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, çàäàííûì N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

2.2. Îïðåäåëåíèå ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

Çàäàíèå ñâÿçíîñòè â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ îïåðà-
òîðà ∇ : X(M)×X(M) → X(M) : (X,Y ) 7→ ∇XY , ãäå ∇XY � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ Y âäîëü X [2]. Ïàðà (M,∇) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ëèíåéíîé èëè
àôôèííîé ñâÿçíîñòè, à ∇ � ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà M .

Äèôôåîìîðôèçì f : M (1) → M (2) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) , åñëè

f∗(∇(1)
X Y ) = ∇(2)

f∗X
f∗Y

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ∈ X(M (1)) , ãäå f∗ � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü ñëîåíèå (M,F ) çàäàíî N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇
òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì γij ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ
ñâÿçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ ∇ íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩Uj) è fj(Ui ∩Uj),
òî ãîâîðÿò, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå
(N,∇) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü Aq � q -ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî è
Aff(Aq) � ãðóïïà Ëè âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aq . Ñëîåíèå (M,F ) , çàäàííîå
Aq - êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , íàçûâàåòñÿ (Aff(Aq), Aq) -ñëîåíèåì èëè òðàíñâåðñàëü-
íî àôôèííûì ñëîåíèåì, åñëè êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå γij ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íåêîòîðîãî
àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) .

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå � ñëîåíèå, çàäàííîå (Aq,∇) - êî-
öèêëîì, ãäå ∇ � ïîëíàÿ ïëîñêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà Aq.
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2.3. Àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f : M (1) → M (2) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíûå
ïîëÿ X èç X(M (1)) è Y èç X(M (2)) íàçûâàþòñÿ f -ñâÿçíûìè, åñëè f∗xX = Yf(x) äëÿ
ëþáîãî x ∈M (1) , ãäå f∗x � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f â x.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ïóñòü f :M (1) →M (2) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãî-
îáðàçèé àôôèííîé ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) . Òîãäà îòîáðàæåíèå f íàçûâà-
åòñÿ àôôèííûì, åñëè èç òîãî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ X1, Y1 ∈ X(M (1)) è X2, Y2 ∈ X(M (2))

f -ñâÿçíû, ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ∇(1)
X1
Y1 f -ñâÿçíî ñ âåêòîðíûì ïîëåì ∇(2)

X2
Y2 .

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü (M (i),∇(i)) , i = 1, 2, � ìíîãîîáðàçèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè,
f : M (1) → M (2) � ñóáìåðñèÿ è p(i) : P (i) → M (i) � ðàññëîåíèå ðåïåðîâ íàä M (i) . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Q(i) � GL(mi,R) -èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà P (i) , ñîîòâåòñòâóþùåå
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇(i) . Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• ñóáìåðñèÿ f :M (1) →M (2) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèå;

• äëÿ ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé γ â M (1) êðèâàÿ f ◦ γ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â M (2) .

3. Ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ,
çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå N , âîçìîæíî, íå
ñâÿçíî.

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè H = GL(q,R) , ïóñòü h � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè H . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç p : P → N ïðîåêöèþ ðàññëîåíèÿ ðåïåðîâ íàä N, òîãäà P = P (N,H) � ãëàâ-
íîå H -ðàññëîåíèå. Ïóñòü Vi := fi(Ui) è Pi := p−1(Vi) � ïîäðàññëîåíèå H -ðàññëîåíèÿ P.
Ïóñòü Ri := f ∗

i Pi = {(x, z) ∈ Ui×Pi | fi(x) = p(z)} � ïðîîáðàç ðàññëîåíèÿ Pi îòíîñèòåëüíî

ñóáìåðñèè fi . Îïðåäåëåíû ïðîåêöèè p̂i : Ri → Ui : (x, z) 7→ x è f̂i : Ri → Pi : (x, z) 7→ z,
ãäå (x, z) ∈ Ri.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíî q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, òðàíñâåð-
ñàëüíîå ñëîåíèþ F. Îòîæäåñòâèì âåêòîðíîå ôàêòîð-ðàññëîåíèå TM/TF ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì M.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êó (x, z) ∈ Ri êàê òàêîé áàçèñ {eα} ïðîñòðàíñòâà Mx, ÷òî
fi∗xeα = ϵα, ãäå α = 1, ..., q, {ϵα} = z � ðåïåð â òî÷êå v = fi(x) ∈ N. Íàçîâåì ïàðó (x, z)
M -ðåïåðîì â òî÷êå x .

Â íåñâÿçíîé ñóììå Y = ⊔i∈JRi ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì áèíàðíîå îòíîøåíèå S.
Ïóñòü (x, z) ∈ Ri, (x̃, z̃) ∈ Rj. Ïîëîæèì (x, z)S(x̃, z̃), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ:

(i) x = x̃ ∈ Ui ∩ Uj;

(ii) z̃ = γji∗x ◦ z, ãäå γji∗x � äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà γji òî÷êå x.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå S ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü R = Y/S � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, à f : Y → R �

ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I ñóæåíèå f|Ri
: Ri → Ũi := f(Ri) �

áèåêöèÿ. Òðåáîâàíèåì, ÷òîáû âñå ñóæåíèÿ f |Ri
áûëè äèôôåîìîðôèçìàìè, ìû îïðåäåëèì

ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â R.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: f̃i := f̂i ◦ (f |Ri
)−1 : Ũi → Pi è Γij : f̃j(Ũi ∩ Ũj) → f̃i(Ũi ∩ Ũj) :

z 7→ γij∗x ◦ z , ãäå z ∈ f̃j(Ũi ∩ Ũj). Òîãäà {Ũi, f̃i, {Γij}}i,j∈I åñòü P -êîöèêë, îïðåäåëÿþùèé
íåêîòîðîå ñëîåíèå (R,F) òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ñëîåíèå (M,F ) .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (x, z) ∈ Ri, ÷òî u = f((x, z)). Ðà-
âåíñòâî π(u) = x îïðåäåëÿåò ñóáìåðñèþ π : R → M. Ñîîòíîøåíèå u · a := f((x, z · a)),
ãäå a ∈ H çàäàåò ïðàâîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû H íà R. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíî
ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå R(M,H) ñ ïðîåêöèåé π : R →M . Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîåíèÿ (R,F)
âûòåêàåò åãî H -èíâàðèàíòíîñòü è òî, ÷òî ñëîè (R,F) ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå M̃ := π∗M òðàíñâåðñàëüíî
ñëîåíèþ (R,F) .

Ñâÿçíîñòü ∇N íà N îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü Q0 â H -ðàññëîåíèè P (N,H) . Ïóñòü ω0

� h -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà, à θ � êàíîíè÷åñêàÿ 1 -ôîðìà ñâÿçíîñòè Q0 íà P . Ðàâåíñòâà
ω̃|Ũi

:= f̃ ∗
i ω0 è θ̃|Ũi

:= f̃ ∗
i θ, ãäå i ∈ I, îïðåäåëÿþò h -çíà÷íóþ 1 -ôîðìó ω̃ è Rp -çíà÷íóþ

1 -ôîðìó θ̃ íà ìíîãîîáðàçèè R. H -ýêâèâàðèàíòíîñòü 1 -ôîðì ω0 è θ íà P âëå÷åò H -
ýêâèâàðèàíòíîñòü 1−ôîðì ω̃ è θ̃ íà R .

Ïóñòü, êàê è âûøå, G = H n Rq � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû H è àáåëåâîé
ãðóïïû Rq , à g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G . Ðàâåíñòâî ω(X) := ω0(X) + θ(X) , ãäå
X ∈ X(R) , îïðåäåëÿåò g -çíà÷íóþ H -èíâàðèàíòíóþ 1 -ôîðìó ω íà R . Ñëåäîâàòåëüíî,
Q := kerω � ñâÿçíîñòü â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .

Èç îïðåäåëåíèÿ ω̃0 è θ̃ ñëåäóåò, ÷òî ýòè 1 -ôîðìû ïðîåêòèðóåìû îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ
(R,F) . Ïîýòîìó ω � òàêæå ïðîåêòèðóåìàÿ 1 -ôîðìà, òî åñòü LXω = 0 äëÿ ëþáîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XTF(R).

Çàôèêñèðóåì áàçèñ Eα àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G = H n Rq . Òîãäà â ëþáîé òî÷êå
u ∈ R îïðåäåëåí òðàíñâåðñàëüíûé ðåïåð Xα := (ω|M̃u

)−1(Eα) . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäå-
ëåíî òàêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM̃(R) , ÷òî ω(Xα) = Eα . Âåêòîðíûå ïîëÿ Xα

îïðåäåëÿþò òðàíñâåðñàëüíóþ ïàðàëëåëèçàöèþ ñëîåíèÿ (R,F) , ïîýòîìó (R,F) ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûì èëè e -ñëîåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíî-
ñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N)− êîöèêëîì. Ïóñòü
H = GL(q,R) , G = H n Rq , à h , g � àëãåáðû Ëè ãðóïï Ëè H è G , ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà îïðåäåëåíû:

1) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R →M ;

2) H -èíâàðèàíòíîå e -ñëîåíèå (R,F) , ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) ;

3) g -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ω íà R , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) ω(A∗) = A äëÿ ëþáîãî A ∈ h, ãäå A∗ � ôóíäàìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A ;

(ii) ðàâåíñòâî R∗
aω = AdG(a

−1)ω âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî a ∈ H , ãäå AdG �
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè g ;

(iii) ïðîèçâîäíàÿ Ëè LXω ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XTF(R) ;

(iv) ðàñïðåäåëåíèå Q := kerω � ñâÿçíîñòü â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R → M , óäîâëåòâîðÿþùåå
ïðåäëîæåíèþ 3.1., íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ [5]. Ïðè ýòîì e -
ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì.

Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ êàð-

òàíîâûì ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé ξ = (P (N,H), β) , ãëå
β = ω0 + θ � g -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè P [3].

Íàïîìíèì, ÷òî êàðòàíîâî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

òðàíñâåðñàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå M, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM̃(R) , M̃ :=
π∗M , äëÿ êîòîðîãî ω(X) = const, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì [3].

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå ïîëíîòû ñëîåíèÿ (M,F ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå òðàíñâåðñàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå M, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XN(R) ,

N := M̃ ∩Q , äëÿ êîòîðîãî θ̃(X) = const, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìïëèêàöèÿ 1 ⇒ 2 âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Îáðàòíîå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-

ñòüþ, ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíîå
q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è H -ñâÿçíîñòü Q â ðàññëîåíèè R(M,H) òàêèå, ÷òî äëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ N = M̃ ∩ Q , M̃ := π∗M , ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XN(R) , äëÿ êîòîðîãî

θ̃(X) = const , ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Ïîêàæåì ïîëíîòó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ∈ XM̃(R) , äëÿ êîòîðîãî ω(Y ) =

c = const . Ïóñòü c = c1 + c2 , c1 ∈ h , c2 ∈ V . Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó u ∈ R , ïóñòü π(u) =

x ∈M . Ïî îïðåäåëåíèþ, ω(Y ) = ω̃(Y )+ θ̃(Y ) , ãäå ω̃(Y ) = c1 , θ̃(Y ) = c2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X è Z âåêòîðíûå ïîëÿ èç XM̃(R) òàêèå, ÷òî ω(X) = c1 , ω(Z) = c2 . Ïóñòü φ(s) , ψ(s)
è µ(s) � èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíûõ ïîëåé Y,X è Z , ñîîòâåòñòâåííî, ïðîõîäÿùèå
ïðè s = 0 ÷åðåç u . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ φ(s) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] , ãäå
a < 0 , b > 0 . Â ñèëó ïîëíîòû âåêòîðíûõ ïîëåé X è Z èíòåãðàëüíûå êðèâûå ψ(s) è
µ(s) îïðåäåëåíû íà ëþáîì îòðåçêå [0, d] , d > 0 .

Çàìåòèì, ÷òî Q � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñóáìåðñèè π : R →M . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
([4], ïðåäëîæåíèå 1.3), Q � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííîãî êîìïîíåíòà-
ìè ñâÿçíîñòè ñëîåâ ýòîé ñóáìåðñèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîïóñòèìîé ïàðû ïóòåé (ψ, µ) ,
çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, d] , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîìî-
òîïèÿ Φ ñ áàçîé (ψ, µ) . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êðèâàÿ Φ(s, s) , s ∈ [0, d] , óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó ω( d

ds
(Φ(s, s))) = c è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ Y , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç u ïðè s = 0 . Ïîýòîìó Φ(s, s) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
èíòåãðàëüíîé êðèâîé φ|[0,b] íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé îòðåçîê [0, d] . Àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êðèâàÿ φ ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæåíà è â äðóãîì
íàïðàâëåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Y îïðå-
äåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ÷òî îçíà÷àåò ïîëíîòó Y . Ñëåäîâàòåëüíî, 2 ⇒ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî 2 ⇒ 3. Çàôèêñèðóåì òðàíñâåðñàëüíîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M.
Ïóñòü R(M,H) � ñëîåííîå ðàññëîåíèå M -ðåïåðîâ íàä (M,F ) ñ ïðîåêöèåé π : R → M .
Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα} ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé ïåðåõî-
äà ψβα : Vα ∩ Vβ → GL(q,R) ([2], ×àñòü 1, §5 ). Ðàññìîòðèì âëîæåíèå j : GL(q,R) →
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GL(n,R) : A 7→
(
A 0
0 In−q

)
, ãäå A ∈ GL(q,R) è In−q � åäèíè÷íàÿ (n− q) -ìåðíàÿ ìàòðèöà,

ãðóïïû Ëè GL(q,R) â ãðóïïó Ëè GL(n,R). Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ

φβα := j ◦ ψβα : Vα ∩ Vβ → Gl(n,R),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

φγα(x) = φγβ(x) · φβα(x), x ∈ Vα ∩ Vβ ∩ Vγ,

ãäå ñèìâîë · îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ â ãðóïïå GL(n,R). Ñîãëàñíî ([2],

×àñòü 1, Ïðåäëîæåíèå 5.2), ñóùåñòâóåò ãëàâíîå GL(n,R) -ðàññëîåíèå π̂ : R̂ →M ñ ôóíê-
öèÿìè ïåðåõîäà φβα. Îòîæäåñòâèì GL(q,R) ñ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé j(GL(q,R)) ãðóïïû
Ëè GL(n,R), òîãäà R ⊂ R̂, áîëåå òîãî π̂|R = π. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü R
êàê ðåäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå GL(n,R) -ðàññëîåíèÿ R̂(M,GL(n,R)).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1. Q = kerω � H -ñâÿçíîñòü íà R . Êðîìå òîãî,

f̃i∗Qu = Q0|fi(u) ∀u ∈ Ũi ⊂ R ∀i ∈ I. (4.1)

Ïðîäîëæèì ñâÿçíîñòü Q äî GL(n,R) -ñâÿçíîñòè Q̂ íà R̂ , ïîëîæèâ Q̂u·a := Ra∗Qu äëÿ

ëþáûõ u ∈ R , a ∈ GL(n,R) . Ñâÿçíîñòü Q̂ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇
íà ìíîãîîáðàçèè M. Òàê êàê TF ⊂ Q , òî ðàñïðåäåëåíèå TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ íà M . Ïîêàæåì, ÷òî M òàêæå ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà (M,∇) .

Ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ M áûòü ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì � ëîêàëüíîå, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî âûïîëíåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ M. Ïóñòü x ∈ U, ãäå
f : U → V � ñóáìåðñèÿ èç (N,∇N) -êîöèêëà, îïðåäåëÿþùåãî ñëîåíèå (M,F ) . Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð λ ∈ Mx, ïóñòü f∗x(λ) = µ, òîãäà µ ∈ TyN, ãäå y = f(x) .
Ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ σ = σ(s) , s ∈ (−ε, ε), ñâÿçíîñòè (N,∇N) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì σ(0) = y, σ̇(0) = µ. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ , 0 < δ ≤ ε , è ëîêàëüíî
M -ëèôò γ = γ(s) , s ∈ (−δ, δ), ëèíèè σ â òî÷êó x. Ýòî çíà÷èò, ÷òî γ � òàêàÿ èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M , ÷òî γ(0) = x è f ◦ γ = σ|(−δ,δ). Òàê êàê f∗x : Mx → TyN
� èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî γ̇(0) = λ. Ïîêàæåì, ÷òî γ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà

(M,∇) . Ïóñòü ω̂ � ôîðìà ñâÿçíîñòè è θ̂ � êàíîíè÷åñêàÿ Rn -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà íà R̂ ,

ñîîòâåòñòâóþùèå Q̂ è ñâÿçíîñòè ∇ . Íàïîìíèì, ÷òî Bξ ∈ X(R̂) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðò-

íûì ãîðèçîíòàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè ω̂(Bξ) = 0 è θ̂(Bξ) = ξ = const ∈ Rn. Êàê
èçâåñòíî ([2], Ãëàâà III, ïðåäëîæåíèå 6.3), γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M,∇) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà γ � ïðîåêöèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé íåêîòîðîãî ñòàíäàðòíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òàê êàê σ � ãåîäåçè÷åñêàÿ è σ(0) = y, òî äëÿ v ∈ p−1(y) ñóùåñòâó-
åò Q0 -ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò σ0 = σ0(s), s ∈ (−ε, ε), êðèâîé σ â òî÷êó v, áîëåå òîãî
θ0(σ̇0(s)) = ξ = const ∈ Rq.

Ïóñòü f̃ : Ũ = π−1(U) → P � ñóáìåðñèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñóáìåðñèåé f è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ðàâåíñòâó p◦ f̃ = f ◦π . Âîçüìåì u ∈ f̃−1(v)∩π−1(x) ⊂ R. Ïóñòü γ̂ = γ̂(s), s ∈ (−δ, δ),
� Q̂ - ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò êðèâîé γ â òî÷êó u. Òîãäà ðàâåíñòâî π ◦ γ̂ = γ âëå÷åò çà
ñîáîé òîò ôàêò, ÷òî γ̂ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ N̂ := M̂ ∩ Q̂, ãäå M̂ := π̂∗M.
Òàê êàê θ̂|R = ĵ ◦ θ̃ , ãäå ĵ : Rq → Rn : ξ 7→ (ξ, 0n−q) è 0n−q � íîëü â Rn−q , òîãäà (4.1)
âëå÷åò ðàâåíñòâî

θ̂( ˙̂γ(s)) = ĵ ◦ θ̃( ˙̂γ(s)) = ĵ ◦ θ0(f̃∗ ˙̂γ(s)) = ĵ ◦ θ0(σ̇0(s)) ∀s ∈ (−δ, δ), (4.2)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



Ýêâèâàëåíòíûå ïîäõîäû ê ïîíÿòèþ ïîëíîòû ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé . . . 21

îòêóäà θ̂( ˙̂γ(s)) = (ξ, 0n−q) = η ∈ Rn , åñëè θ0(σ̇0(s)) = ξ ∈ Rq ∀s ∈ (−δ, δ) . Ïîýòîìó, γ̂(s) ,
s ∈ (−δ, δ), èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ãîðèçîíòàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Bη íà R̂ . Ýòî çíà÷èò,
÷òî γ(s) = π(γ̂(s)) ãåîäåçè÷åñêàÿ íà (M,∇) .

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå M , êàê è TM , ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî íà (M,∇) .
Áîëåå òîãî, M -ëèôò ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè σ èç V â òî÷êó x = f−1(σ(0)) â U åñòü
ãåîäåçè÷åñêàÿ íà (M,∇) .

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé γ â U è åå
ïðîåêöèè σ = f ◦ γ . Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
γ íà (M,∇) â U îòîáðàæàåòñÿ â ãåîäåçè÷åñêóþ f ◦ γ íà (N,∇N) . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.
ýòî çíà÷èò, ÷òî f � àôôèííîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü γ � ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ìíîãîîáðàçèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè
(M,∇), γ(0) = x è γ̇(0) ∈ Mz . Òàê êàê M � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî, òî γ̇(s) ∈
Mγ(x) ∀s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ̂(s) ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò γ â òî÷êó u = γ̂(0) ∈ R.

Áëàãîäàðÿ (4.2) θ̃( ˙̂γ(s) = θ̂( ˙̂γ(s) = (ξ, 0n−q) = η = const.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.2., êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà γ(s) èçìåíÿåòñÿ íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3 òåîðåìû 1.1., òî åñòü 2 ⇒ 3 .
Îáðàòíî, ïîêàæåì, ÷òî 3 ⇒ 2 . Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü M

ôèêñèðîâàíî. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1., îïðåäåëåíî ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ
ðåïåðîâ ñ ïðîåêöèåé π : R → M è óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì îïðåäåëåíî ðàññëîåíèå
GL(n,R)− ðåïåðîâ ñ ïðîåêöèåé π̂ : R̂ → M, ïðè÷åì ðàññëîåíèå R âëîæåíî â R̂ êàê
ðåäóêöèÿ ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå GL(q,R)× In−q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü íà M, îïðåäåëåííóþ âûøå, à ÷åðåç ∇(1)

� ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1), 2), 3) òåîðåìû 1.1. Ïóñòü Q̂(1) �

ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R̂, ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇(1), à Q(1)

� îãðàíè÷åíèå Q̂(1) íà R è N(1) := Q(1) ∩ M̃.
Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ∇ è ∇(1), òî äëÿ

ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ TF ⊂ Q(1) è TF ⊂ Q íà R. Êðî-
ìå òîãî, êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ fi : Ui → Vi ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî
îáåèõ ñâÿçíîñòåé ∇ è ∇(1), ïîýòîìó Q(1) = Q íà R . Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëíî-
òà ðàñïðåäåëåíèÿ M îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇(1) âëå÷åò ïîëíîòó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

5. Äîêàçàòàëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1., òî (M,F ) �
ïîëíîå êàðòàíîâî ñëîåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ([3], ïðåäëîæåíèå 3), ÷òî ñóùåñòâóåò
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) , òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i).

Òàêèì îáðàçîì, (M,F ) � (Aff(Aq), Aq) -ñëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Ïóñòü κ :

M̃ → M � óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå è F̃ = κ∗F � èíäóöèðîâàííîå
ñëîåíèå. Òîãäà, ñîãëàñíî ([6], òåîðåìà 2), ñóùåñòâóåò ñóáìåðñèÿ r : M̃ → B íà q -ìåðíîå

àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå B òàêàÿ, ÷òî ñëîåíèå F̃ îáðàçîâàíî ñëîÿìè ýòîé ñóáìåðñèè.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå M∗ = κ∗M � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëî-

åíèÿ (M̃, F̃ ) . Ïðè ýòîì, M∗ � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñóáìåðñèè r. Ñëåäîâàòåëüíî,

r : M̃ → B � ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå. Èç òî÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýòîãî ðàññëîåíèÿ â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè M̃ è ñâÿçíîñòè ñëîåâ ñëîåíèÿ âûòåêàåò
îäíîñâÿçíîñòü àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ B. Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 1.1. âû-
òåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ íà M, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êàæäàÿ
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ñóáìåðñèÿ fi èç (N,∇N) -êîöèêëà, çàäàþùåãî ñëîåíèå (M,F ), ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñóá-

ìåðñèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇̃ èíäóöèðîâàííóþ ïîñðåäñòâîì κ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü íà
M̃ . Ïðè ýòîì ñóáìåðñèÿ r : M̃ → B ñòàíîâèòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì (M̃, ∇̃) íà
àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå B , à M∗ � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïîêàæåì, ÷òî B � ãåîäåçè÷åñêè ïîëíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü γ = γ(s) �
ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â B , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
íîëü, b = γ(0) è X = γ̇(0) . Âîçüìåì âåêòîð Y ∈ M∗

y òàêîé, ÷òî r∗yY = X . Îáîçíà÷èì

÷åðåç γ̃ = γ̃(s) ãåîäåçè÷åñêóþ â (M̃, ∇̃), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó y = γ̃(0) â íàïðàâ-
ëåíèè âåêòîðà Y . Ïîñêîëüêó M∗ � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî γ̃ �
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M∗ . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1. r ◦ γ̃ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â
àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè B . Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó b â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X .
Ñëåäîâàòåëüíî, γ = r ◦ γ̃ è γ̃ � M∗ -ëèôò êðèâîé γ â òî÷êó y .

Íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå κ : M̃ → M � ëîêàëüíûé èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé ëè-
íåéíîé ñâÿçíîñòè, ïîýòîìó êðèâàÿ σ := κ◦ γ̃ � ìàêñèìàëüíàÿ M -ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M,∇)
ñ íà÷àëîì â òî÷êå κ(y) = σ̃(0). Ñîãëàñíî ïóíêòó 3) òåîðåìû 1.1. êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð
s íà ãåîäåçè÷åñêîé σ = σ(s) èçìåíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà ãåîäåçè÷åñêèõ γ̃ è γ òàêæå èçìåíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé. Òàêèì îáðàçîì, B � îäíîñâÿçíîå ïîëíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
B = Aq è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i) è (ii) òåîðåìû 1.1. äëÿ (M,F ). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) . Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðû-

âàþùåå îòîáðàæåíèå κ : M̃ → M . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî M∗ = κ∗M. � ñâÿçíîñòü
Ýðåñìàíà äëÿ èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ F̃ = κ∗F. Ñîãëàñíî (ii) ñëîåíèå (M̃, F̃ ) îáðàçî-

âàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r : M̃ → Aq.
Ïóñòü π̃ : R̃ → M̃ � ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ äëÿ ñëîåíèÿ (M̃, F̃ ) , (R̃, F̃)

� ïîäíÿòîå ñëîåíèå è ω′ � 1 -ôîðìà èíäóöèðîâàííîé êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè íà R̃ . Çàìå-
òèì, ÷òî ñëîåíèå (R̃, F̃) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r̃ : R̃ → G, ãäå G = Aff(Aq), ïðè
ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî r ◦ π̃ = f ◦ r̃, ãäå f : G→ G/H = Aq � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåê-

öèÿ. Ïóñòü M
′
:= π̃∗M∗ � èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå íà R̃. Òîãäà M

′
� ñâÿçíîñòü

Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (R̃, F̃) . Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå M
′
� ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà

äëÿ ñóáìåðñèè r̃ : R̃ → G. 1 -ôîðìà Ìàóýðà-Êàðòàíà ω0 íà G ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé êàð-
òàíîâîé ñâÿçíîñòè â H -ðàññëîåíèè f : G → G/H, ïðè÷åì ýòà ñâÿçíîñòü ïîëíàÿ. Ëþáîå

âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM′(R̃), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ω′(X) = const , ïðîåêòèðóåòñÿ
â Y ∈ X(G), äëÿ êîòîðîãî ω0(Y ) = const. Â ñèëó ïîëíîòû ïîëÿ Y âåêòîðíîå ïîëå X

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Îòñþäà ñëåäóåò ïîëíîòà ñëîåíèé (M̃, F̃ ) è (M,F ) , ðàññìàòðèâàåìûõ
êàê êàðòàíîâû ñëîåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, 3 ⇒ 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

6. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 6.1. Ïóñòü B = Aq \ {0}, q > 3, � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Aq.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ãðóïïó ãîìîòåòèé B ñ îáðàçóþùåé φ, ãîìîòåòèåé B ñ êîýôôè-
öèåíòîì λ > 1. Òîãäà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå Hopf q

λ := B/Φ, íàçûâàåìîå ìíîãîîáðàçèåì
Õîïôà, äèôôåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèé Sq−1×S1, à ôàêòîð-îòîáðàæåíèå κ :
B → Hopf q

λ � àôôèííîå óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå íà íåïîëíîå àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå Hopf q

λ . Òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå F = {S1 × {z} | z ∈ Hopf q
λ} ïðî-

èçâåäåí	èÿ S1 ×Hopf q
λ ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèåì íà êîì-

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



23

ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M = S1 × Hopf q
λ. Ñëîåíèå (M,F ) èìååò èíòåãðèðóåìóþ ñâÿç-

íîñòüþ Ýðåñìàíà M = TF t, ãäå F t = {{τ} ×B | τ ∈ S1} � òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèå.
Èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè R1×B äëÿ M

îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè R1×B → B. Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèå (M,F ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ (i), íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ii) òåîðåìû 1.2.

Ï ð è ì å ð 6.2. Ïóñòü M = Rn\{0n}, ãäå 0n � íîëü â Rn , n = p+q, p > 2, q > 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f : M → Aq : (x1, ..., xn) 7→ (xp+1, ..., xn) ïðîåêöèþ íà q -ìåðíîå àôôèí-
íîå ïðîñòðàíñòâî Aq. Òîãäà f � ñóáìåðñèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî òðàíñâåðñàëüíî
àôôèííîå ñëîåíèå F = {f−1(z) | z ∈ Aq} íà M êîðàçìåðíîñòè q . Çàìåòèì, ÷òî ñëîé
f−1(0q) äèôôåîìîðôåí Rp \ {0p} , à îñòàëüíûå ñëîè äèôôåîìîðôíû Rp. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóáìåðñèÿ f íå äîïóñêàåò ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà, ïîñêîëüêó ñóáìåðñèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ
Ýðåñìàíà îáðàçóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå è âñå åå ñëîè äèôôåîìîðôíû. Òàêèì
îáðàçîì, (M,F ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (ii), íî íå óäîâëåòâîðÿåò (i).
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Equivalent approaches to the concept of completeness of

foliations with transverse linear connection

c⃝ A. Yu. Dolgonosova3, N. I. Zhukova4

Abstract.We prove the equivalence of three di�erent approaches to the de�nition of completeness
of a foliation with transverse linear connection. It is shown that for the transverse a�ne foliations
(M,F ) of codimension q, q > 1, each of the mentioned above conditions are equivalent to
ful�llment of the following two conditions: 1) there exists an Ehresmann connection to (M,F ) ;
2) the induced foliation on the universal covering space is formed by �bres of submersion onto
q -dimensional a�ne space.
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