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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè

ðàñõîäàìè ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì

c⃝ È. Â. Ëóòîøêèí,1 Í. Ð. ßìàëòäèíîâà2

Àííîòàöèÿ. Ñòðîèòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ, íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, ìîäåëü îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ ðåàêöèè ïîòðåáèòå-
ëåé íà ðåêëàìíûå âîçäåéñòâèÿ è ðàíåå ñîâåðøåííûå ïîêóïêè. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè ôèðìû íà ïëàíîâîì ïåðèîäå ïðè îãðàíè÷åíèè, îòðàæàþùåì ðåàêöèþ öåëåâîé àóäè-
òîðèè. Ïðîáëåìà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè; ðàñïðåäåëåííàÿ îòäà÷à îò ðåêëà-
ìû; ýôôåêò ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ; ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ; îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå; èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððà

1. Ââåäåíèå

Äëÿ ðàçðàáîòêè ôèðìîé ãðàìîòíîé ðåêëàìíîé ñòðàòåãèè ïî îïòèìèçàöèè çàòðàò íà
ðåêëàìó â ïëàíîâîì ïåðèîäå, íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèì îáðàçîì ðåêëàìà âîçäåéñòâóåò íà
ïîòåíöèàëüíûõ ïîêóïàòåëåé. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ìåæäó îäíîêðàòíûì ðåêëàìíûì
ñîîáùåíèåì è ñîâåðøåíèåì íåêîòîðûìè ïîòðåáèòåëÿìè ïîêóïîê ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ
ëàã çàïàçäûâàíèÿ. Ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèìåð, åñëè îçíà-
êîìëåíèå ñ èíôîðìàöèåé î òîâàðå ïðîèçîøëî íå íàïðÿìóþ, à ÷åðåç òðåòüè ëèöà, êîòîðûå
â ñâîþ î÷åðåäü òàêèì æå îáðàçîì ìîãëè ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïðîäóêòîì ñïóñòÿ ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ïîñëå çàïóñêà ðåêëàìíîãî ñîîáùåíèÿ. Òàêæå ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ðåêëàìíûì
îáúÿâëåíèåì ïîòðåáèòåëþ çà÷àñòóþ íåîáõîäèìî âðåìÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îáäóìàòü íåîáõîäè-
ìîñòü ïðèîáðåòåíèÿ ïðîðåêëàìèðîâàííîãî òîâàðà, à ïîñëå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïîêóïêå �
âðåìÿ äî åå ñîâåðøåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè òàêæå âàæíî ó÷åñòü âëèÿíèå ñîâîêóïíîñòè äðóãèõ ôàêòîðîâ,
ñòèìóëèðóþùèõ ïîòðåáèòåëåé ïîâòîðíî ïðèîáðåòàòü ïðîäóêò äàííîé ôèðìû, íàïðèìåð,
åãî êà÷åñòâî, ñôîðìèðîâàâøàÿñÿ ïðèâû÷êà è äð. Ïðè ýòîì âëèÿíèå ðàíåå ñîâåðøåííîé
ïîêóïêè íà òåêóùóþ òàê æå ìîæåò ñî âðåìåíåì âîçðàñòàòü íà íà÷àëüíîì ýòàïå äî îïðå-
äåëåííîãî ìîìåíòà, ïîñëå ÷åãî îñëàáåâàåò, è âëèÿíèå â áîëüøåé ñòåïåíè îêàçûâàþò áîëåå
ïîçäíèå ïîêóïêè.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî âëèÿíèÿ ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ è (èëè) ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ
ïàäàþò ñî âðåìåíåì ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ, ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà îêàçûâàÿ íè÷òîæíî ìà-
ëîå âîçäåéñòâèå íà òåêóùèå ïðîäàæè. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ôèêñèðîâàí-
íûé èíòåðâàë äëÿ ëàãîâ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ è(èëè)
ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ íà òåêóùóþ âûðó÷êó.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê óïðàâëåíèþ ðåêëàìíûìè ðàñ-
õîäàìè. Âûäåëÿÿ ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, ìîæíî îòìå-
òèòü: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå îõâàò, ÷àñòîòó ïîêàçà [1]; ðåãðåññèîííûå ýêî-
íîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè [2]; äèíàìè÷åñêèå äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ìîäåëè [3], [4]. Îä-
íàêî ñóùåñòâóþùèå íåïðåðûâíûå ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè ïðåäïîëà-
ãàþò ó÷åò òîëüêî ìãíîâåííîé ðåàêöèè îò âîçäåéñòâèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; lutoshkiniv@ulsu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê
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ðàçâèòèå äèíàìè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè, ïðåä-
ëîæåííîé â ðàáîòàõ [5], [6]. Ïðè ýòîì â ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûå ýôôåêòû
âîçäåéñòâèÿ ðåêëàìû è ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ ôèðìû.

2. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t) âûðó÷êó (âûïóñê) ôèðìû è u(t) âåëè÷èíó ðåêëàìíûõ çàòðàò
â ìîìåíò âðåìåíè t. Î÷åâèäíî, ÷òî âûðó÷êà x(t) îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ôàêòîðîâ
íà ðûíêå: ðåïóòàöèÿ ôèðìû (çàðàáàòûâàåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ), óðîâåíü âîçäåéñòâèÿ íà
ñïðîñ ÷åðåç ñâîþ ðåêëàìó u (ðåêëàìà èìååò ýôôåêò ïîñëåäåéñòâèÿ), ðàçëè÷íûå âîçäåé-
ñòâèÿ êîíêóðåíòîâ, îáùàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Ó÷åò âñåõ âîçìîæíûõ ôàêòîðîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé çàäà÷åé, â äàëüíåéøåì, ñäåëàâ óïðîùåíèÿ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îáúåì ñïðîñà îãðàíè÷åí òîëüêî âîçìîæíîñòÿìè ôèðìû, ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ ñòà-
áèëüíà, âîçäåéñòâèÿ êîíêóðåíòîâ ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿþòñÿ íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå
ïëàíèðîâàíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå íà ðûíêå: ñïðîñ ðàâåí ïðåäëîæåíèþ
(âûïóñêó).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåêóùàÿ âûðó÷êà ôèðìû îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî äâóìÿ ôàêòîðàìè: íàêîïëåííîå ðåêëàìíîå âîçäåéñòâèå v(t) ê ìîìåíòó t è ðå-
ïóòàöèÿ ôèðìû y(t) â ìîìåíò t, êîòîðûå ìîæíî ñâÿçàòü ñîîòíîøåíèÿìè:

v(t) =

∫ τ1u

τ0u

Gu(τ)u(t− τ)dτ ; (2.1)

y(t) =

∫ τ1x

τ0x

Gx(τ)x(t− τ)dτ ; (2.2)

x(t) = f(v(t), y(t)). (2.3)

Çäåñü [τ0u; τ1u] � âðåìåííîé èíòåðâàë, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî íàêàïëèâàåòñÿ ðåêëàì-
íîå âîçäåéñòâèå, [τ0x; τ1x] � âðåìåííîé èíòåðâàë, íà êîòîðîì íàêàïëèâàåòñÿ âîçäåéñòâèå
îò ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ (íàêîïëåííàÿ ðåïóòàöèÿ ôèðìû), Gu(τ), Gx(τ) - ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿþùèå õàðàêòåð âîçäåéñòâèÿ ïðåäûäóùèõ ðåêëàìíûõ çàòðàò è ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ
ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíû τ0u, τ1u, τ0x, τ1x ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè t, ïðè ýòîì τ0u < τ1u ≤ t, τ0x < τ1x ≤ t.

Îïðåäåëåíèå âèäà ôóíêöèé f(v, y), Gu(τ), Gx(τ) � ïðîáëåìà ýêîíîìåòðè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, ó÷èòûâàþùàÿ îáùóþ ñèòóàöèþ íà ðûíêå, âèä ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè èëè ïðåä-
ñòàâëÿåìûõ óñëóã ôèðìîé, îòíîñèòåëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ñïðîñà, íàëè÷èå êîíêóðåíöèè è
ò.ä. Ïðè ýòîì, íåêîòîðûå îáùèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà äàííûõ ôóíêöèé
ìîæíî ïðèâåñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f(v, y) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùåé ïî ñâîèì ïåðåìåííûì. Ïðåäïîëîæåíèå î ìîíîòîííîì ðîñòå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì,
êîãäà ïåðåìåííûå v è y èìåþò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå çíà÷åíèå, ò.å. ôèðìà íå íàñûòèëà
ðûíîê ñâîåé ïðîäóêöèåé (óñëóãàìè), ðåêëàìà âîñïðèíèìàåòñÿ ïîòðåáèòåëÿìè ïîçèòèâíî.
Îäíàêî ïî ìåðå ðîñòà ðåêëàìíûõ âîçäåéñòâèé íà ïîòðåáèòåëåé ðåàêöèÿ ïåðåõîäèò èç ïî-
çèòèâíîé â íåãàòèâíóþ [1], [5], [6] è ôóíêöèÿ f(v, y) ñòàíîâèòñÿ íåâîçðàñòàþùåé (èíîãäà
óáûâàþùåé) â ýòîé îáëàñòè ïî ïåðåìåííîé v. Îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè ïî
ïåðåìåííîé y ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå îá óáûâàþùåì ïðèðîñòå, ÷òî ñâÿçàíî ñ
íàñûùåíèåì ðûíêà, ñ ïðîèçâîäñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ïîòðåáî-
âàòü ñâîéñòâî âîãíóòîñòè ôóíêöèè f(v, y) ïî ïåðåìåííîé y.
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Èñõîäÿ èç ýêîíîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà çàâèñèìîñòè òåêóùèõ ïðîäàæ îò íàêîïëåííûõ
ðåêëàìíûõ âîçäåéñòâèé è íàêîïëåííîé ðåïóòàöèè ôèðìû [1], [5], [6] ìîæíî ñäåëàòü íåêî-
òîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âèäà ôóíêöèé Gu :

� â ðåòðîñïåêòèâå ðåêëàìà âûçûâàåò óâåëè÷åíèå ñïðîñà äî êàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî
ìîìåíòà âðåìåíè τ ∗u , ïîñëå ÷åãî âîçäåéñòâèå ðåêëàìû íà÷èíàåò îñëàáåâàòü, ïîêà âîâñå íå
èñ÷åçíåò;

� èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîÿâëåíèÿ àíòèðåêëàìû, ò.å. ðåêëàìíûå çàòðàòû ôèðìû
íå âûçûâàþò ñíèæåíèå ñïðîñà íà òîâàð.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Gu íåîòðèöàòåëüíà, èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé (îí æå
ãëîáàëüíûé) ìàêñèìóì, êîòîðûé â âèäå âûðó÷êè îïðåäåëÿåò íàèáîëüøóþ îòäà÷ó îò ðå-
êëàìíûõ çàòðàò. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïðåäïîëîæåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùåé ãðóïïå óñëîâèé:

Gu(τ) ≥ 0, ∀τ ∈ [0; +∞); lim
τ→+∞

Gu(τ) = 0;

G′
u(τ) ≥ 0, τ ∈ [0; τ ∗u);G

′
u(τ) ≤ 0, τ ∈ (τ ∗u ; +∞).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü âëèÿíèå ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ íà òåêóùèå
ïðîäàæè, ïðèíÿâ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèèè Gx :

� ïîòðåáèòåëü, ïðèîáðåòÿ òîâàð (âîñïîëüçîâàâøèñü óñëóãîé) â äàííîé ôèðìå, ìîæåò
ïîæåëàòü ñíîâà ïðèîáðåñòè òîâàðû ýòîé ôèðìû (òî, êàê áûñòðî îí âåðíåòñÿ çà î÷åðåäíîé
ïîêóïêîé, çàâèñèò îò ñïåöèôèêè òîâàðà, ñðîêà ñëóæáû è ò.ä.);

� êàê ïðàâèëî, îïûò ïåðâûõ ïîêóïîê ñî âðåìåíåì çàáûâàåòñÿ, óñòóïàÿ ìåñòî íåäàâíåìó
îïûòó;

� â îòëè÷èå îò ðåêëàìû, êîòîðàÿ ïîçèöèîíèðóåò òîâàð òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðî-
íû è ïîäîãðåâàåò èíòåðåñ ê òîâàðó íà íà÷àëüíîì ýòàïå, ñîáñòâåííûé îïûò ïîòðåáèòåëåé
íå îäíîçíà÷åí: â îäíîì ñëó÷àå êëèåíòû ìîãóò îòêàçàòüñÿ îò äàëüíåéøèõ ïîêóïîê òîâàðà
ïîñëå ïåðâîãî ïðèîáðåòåíèÿ, òîãäà ôóíêöèÿ Gx èçíà÷àëüíî ìîíîòîííî óáûâàåò; â äðóãîì
ñëó÷àå îíè ìîãóò îáåñïå÷èâàòü äî êàêîãî-òî ìîìåíòà τ ∗x óâåëè÷èâàþùèéñÿ ïðèòîê íîâûõ
ïîêóïîê äî íàñûùåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò ñïàä, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Gx èìå-
åò òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ îòäà÷à îò ïðîøëûõ
ïðîäàæ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Gx áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿìè:

Gx(τ) ≥ 0, ∀τ ∈ [0; +∞); lim
τ→+∞

Gx(τ) = 0;

G′
x(τ) ≥ 0, τ ∈ [0; τ ∗x);G

′
x(τ) ≤ 0, τ ∈ (τ ∗x ; +∞).

Ïðè ýòîì, ìîæåò èìåòü ìåñòî óñëîâèå: ìîìåíò ìàêñèìàëüíîé îòäà÷è â ðåòðîñïåêòèâå
τ ∗x = 0.

Ôèíàíñîâûì ðåçóëüòàòîì õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ëþáîé ôèðìû ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áûëü èëè óáûòîê. Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ïðèáûëü π îïðåäåëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì óñëîâèåì π(x(t), u(t)) = x(t) − c(x(t), t), ãäå c - çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîëó-
÷åíèåì âûðó÷êè x, â ìîìåíò t. Ôóíêöèÿ c(x, t) - âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîñòîÿííûå èçäåðæêè,
â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåìûå âðåìåííûì òðåíäîì, è ïåðåìåííûå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå
ñ âûïóñêîì ïðîäóêöèè (ïðåäîñòàâëåíèåì óñëóã). Ðåêëàìíûå ðàñõîäû u ñ òî÷êè çðåíèÿ
áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà ÿâëÿþòñÿ èçäåðæêàìè è äîëæíû âõîäèòü â çàòðàòû ôèðìû, íî ñ
ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåêëàìà ñòèìóëèðóåò ñïðîñ, òåì ñàìûì óâåëè÷èâàåò âûðó÷-
êó x.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë Π(x(·), u(·)) , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììàðíóþ ïðèáûëü
íà âðåìåííîì èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ [0, T ] , îïðåäåëÿåòñÿ:

Π(T ) =

∫ T

0

π(x(t), u(t))dt =

∫ T

0

(f(y(t), v(t))− u(t)− c1(x(t), t)) dt.

Çäåñü c1(x, t) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîñòîÿííûå èçäåðæêè è èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ âûðó÷êîé
(âûïóñêîì) x áåç ó÷åòà ðåêëàìíûõ èçäåðæåê. Çàìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, âêëþ-
÷àþùèõ â àíàëèç ôàêòîðû ïðèáûëè è èçäåðæåê, ïåðåìåííûå èçäåðæêè ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûìè âûïóñêó, ÷àùå âñåãî ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ôóíêöèîíàë ïðèáûëè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â âèäå

Π(T ) =

∫ T

0

((1− µ)f (y(t), v(t))− u(t)) dt, (2.4)

ãäå µ � íîðìà èçäåðæåê íà åäèíèöó âûïóñêà.
Ôèðìû ïî ðàçíîìó ïîäõîäÿò ê îïðåäåëåíèþ ðåêëàìíîãî áþäæåòà [2], îäíàêî çàòðàòû

íà ðåêëàìó, åñëè ïëàíèðóþòñÿ ðàñõîäû íà îïðåäåëåííûé âðåìåííîé ïðîìåæóòîê, ïðàê-
òè÷åñêè âñåãäà èìåþò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå. Ìîæíî âûäåëèòü íàèáîëåå òèïè÷íûé âàðèàíò
îãðàíè÷åíèé ôèðìû ïî ðàñïðåäåëåíèþ ðåêëàìíîãî áþäæåòà � ôèêñèðîâàííàÿ ñóììà ðå-
êëàìíîãî áþäæåòà â åäèíèöó âðåìåíè:

0 ≤ u(t) ≤ b, t ∈ [0;T ]; (2.5)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ôèðìû � ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü ïðè íàëè÷èè òåõ èëè èíûõ îãðà-
íè÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè t ≤ 0 èçâåñòíà ôóíêöèÿ äîõîäà x̂(t) è ôóíêöèÿ ðåêëàì-
íûõ èçäåðæåê û(t). Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ äèíà-
ìè÷åñêóþ çàäà÷ó: ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë (2.4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåêëàìíûé
áþäæåò (2.5) è èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (2.3) ñ óñëîâèÿìè (2.1), (2.2).

3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ñâåäåì ïðîáëåìó (2.1)-(2.5) ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà. Ââåäåì ôóíêöèè ϕu(t), ϕx(t) :

ϕu(t) =



∫ t−τ0u

t−τ1u

Gu(t− s)û(s)ds, 0 ≤ t ≤ τ0u,∫ 0

t−τ1u

Gu(t− s)û(s)ds, τ0u ≤ t ≤ τ1u,

0, τ1u ≤ t;

ϕx(t) =



∫ t−τ0x

t−τ1x

Gx(t− s)x̂(s)ds, 0 ≤ t ≤ τ0x,∫ 0

t−τ1x

Gx(t− s)x̂(s)ds, τ0x ≤ t ≤ τ1x,

0, τ1x ≤ t;

à òàêæå ôóíêöèè Ḡx(t− s), Ḡu(t− s) :

Ḡx(t− s) =


Gx(t− s), τ0x ≤ t ≤ τ1x, 0 ≤ s ≤ t− τ0x,
Gx(t− s), τ1x ≤ t, t− τ0x ≤ s ≤ t,

0, èíà÷å;
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Ḡu(t− s) =


Gu(t− s), τ0u ≤ t ≤ τ1u, 0 ≤ s ≤ t− τ0u,
Gu(t− s), τ1u ≤ t, t− τ0u ≤ s ≤ t,

0, èíà÷å.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ôóíêöèè, íàêîïëåííûå ðåïóòàöèÿ ôèðìû, ðåêëàìíîå âîçäåé-
ñòâèå, ïðèáûëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

y(t) = ϕx(t) +

∫ t

0

Ḡx(t− s)x(s)ds = ϕx(t) +

∫ t

0

Ḡx(t− s)f(y(s), v(s))ds, (3.1)

v(t) = ϕu(t) +

∫ t

0

Ḡu(t− s)u(s)ds, (3.2)

Π(t) =

∫ t

0

((1− µ)f(y(s), v(s))− u(s))ds. (3.3)

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè Π(T ) ïðè óñëîâèÿõ (3.1), (3.2), (3.3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàê-
ñèìèçàöèè (2.4) ïðè óñëîâèÿõ (2.5), (2.3), (2.1), (2.2) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà. Ïðèìåíèì äëÿ äàííîé
çàäà÷è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [7].

Ââåäåì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

H(s, y, v, u) = (1− µ)f(y, v)− u+ py(s)Ḡx(0)f(y, v) + pv(s)Ḡu(0)u+∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t
f(y, v) + pv(t)

∂Ḡu(t− s)

∂t
u

)
dt.

(3.4)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî ïåðåìåííîé u, òî
ìàêñèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèÿ, è èìååò ñìûñë ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæèòåëü h ïðè ïåðåìåííîé u, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ôóíêöèåé ïåðåêëþ÷å-
íèÿ óïðàâëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ h(s) îïðåäåëÿåò ðåëåéíûé õàðàêòåð óïðàâëåíèÿ
è íà îñíîâå çíàêà ýòîé ôóíêöèè ìîæíî äëÿ ôèðìû ðàññ÷èòàòü îïòèìàëüíûå âëîæåíèÿ â
ðåêëàìó. Âèä ôóíêöèè h(s) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

h(s) = pv(s)Ḡu(0)− 1 +

∫ T

s

(
pv(t)

∂Ḡu(t− s)

∂t

)
dt. (3.5)

Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

u(s) =

{
b, h(s) > 0,
0, h(s) < 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ðåêëàìíîé ñòðàòåãèè íåîáõîäèìî íàéòè
ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ pv(s). Ñëåäóÿ [7], ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ pv, py :

ṗy = −∂f(y(s), v(s))
∂y

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, py(T ) = 0, (3.6)

ṗv = −∂f(y(s), v(s))
∂v

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, pv(T ) = 0. (3.7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ðåêëàìíûõ ðàñõîäîâ íåîáõî-
äèìî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó (3.6), (3.7), (3.1), (3.2) ñ íà÷àëüíûìè óëîâèÿìè y(0) = ϕx(0),
v(0) = ϕu(0). Ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äîâîëüíî ñëîæíóþ
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ïðîáëåìó, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è òðåáóåòñÿ
ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàêæå ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè Π(T ) ïðè óñëîâèÿõ (3.1), (3.2), (3.3) ìîæíî ïðèìåíÿòü
ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè, ðàñøèðåííûé íà äàííûé êëàññ çàäà÷ â ðàáîòàõ [8], [9].

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f(y, v) ëèíåéíà ïî ïåðåìåí-
íûì, ò.å. f(y, v) = α1y+α2v. Òîãäà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.6), (3.7) íå çàâèñèò
îò ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1), (3.2) è ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå äëÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
ìîãóò áûòü íàéäåíû íåïîñðåäñòâåííî èç ñèñòåìû

ṗy = −α1

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, py(T ) = 0,

ṗv = −α2

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, pv(T ) = 0.

È â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ u(s) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ
pv(s) â ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷íèÿ h(s).

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè áûëè âçÿòû ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå êîìïàíèè
ÎÀÎ "Ìåãàôîí": ïîêâàðòàëüíûå äàííûå ïî ïðîäàæàì x(t) è ðåêëàìíûì çàòðàòàì u(t)
çà ïåðèîä ñ 30 èþíÿ 2004 ã. ïî 30 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. â ìëí. ðóáëåé.

Íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ôàêòîðàìè è îïðåäåëåíèÿ
ëàãîâ çàïàçäûâàíèÿ ïðîâîäèëñÿ êîððåëÿöèîííûé àíàëèç. Ñòåïåíü òåñíîòû ñòàòèñòè÷åñêîé
ñâÿçè îïðåäåëÿëàñü ìåæäó x(t) è u(t−τ), à òàêæå x(t) è x(t−τ), τ = 0, 1, 2, ... . Ðàñ÷åòû
êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è àâòîêîððåëÿöèè ïîêàçàëè ñèëüíóþ ëèíåéíóþ ñâÿçü
ìåæäó x(t) è x(t− 1), x(t− 2), u(t), u(t− 1), u(t− 2). Ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå
çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë.1.

Òàáëèöà 1. Âûáîðî÷íûå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è àâòîêîððåëÿöèè
τ 0 1 2

corr(x(t), x(t− τ)) 1 0,92 0,73
corr(x(t), u(t− τ)) 0,83 0,79 0,62

Èç òàáë.1 âèäíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ðåêëàìîé è ïðîäàæàìè, à òàêæå
ìåæäó òåêóùèìè è ïðåäûäóùèìè ïðîäàæàìè îñëàáåâàþò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âåëè÷èíû
ëàãà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Â õîäå ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè
ïàðàìåòðîâ ñâÿçè ïî t -êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè 3% áûëà îòâåðãíóòà
ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñâÿçü âûðó÷êè è ðåêëàìíûõ çàòðàò îò-
ñóòñòâóåò. Ñ âåðîÿòíîñòüþ ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ïðîöåíòà, - ÷òî îòñóòñòâóåò ñâÿçü ìåæäó
âûðó÷êîé è ïðåäûäóùèìè ïðîäàæàìè. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç àíàëèçà ñóùåñòâåííîñòè
ñâÿçè, áûëè îïðåäåëåíû íà÷àëüíûå ( τ0u = 0, τ0x = 1 ) è êîíå÷íûå ( τ1u = 2, τ1x = 2 ) ëàãè
çàïàçäûâàíèÿ.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîì âèäå ïðàâîé ÷àñòè â
ñîîòíîøåíèè (2.3):

x(t) = α1y(t) + α2v(t) = α1

∫ 2

1

Gx(τ)x(t− τ)dτ + α2

∫ 2

0

Gu(τ)u(t− τ)dτ.
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Àíàëèç ëèíåéíîé äèñêðåòíîé (ïî ëàãàì çàïàçäûâàíèÿ) ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïîêàçàë,
÷òî îòäà÷à îò ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ ñî âðåìåíåì óáûâàåò, ò.å. ðåàêöèÿ íà ðåêëàìó ïðè-
íèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ïîñëå âûõîäà ðåêëàìíîãî ñîîáùåíèÿ
è îêàçûâàåò ìåíüøåå âëèÿíèå íà ïîñëåäóþùèå ïðîäàæè. Òàêæå ìîíîòîííî óáûâàþùèì
ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ, ò.å. âîçäåéñòâèå ìàêñèìàëüíàÿ îòäà÷à îò ïðåäû-
äóùèõ ïðîäàæ ïðèõîäèòñÿ íà ïåðâûé ëàã, à çàòåì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ âñå
ìåíüøåå âîçäåéñòâèå íà ïîòðåáèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå âûøå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Gu(τ) è Gx(τ) , âûáåðåì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ýòèõ ôóíêöèé â âèäå:

Gu(τ) = g1u exp (g2uτ) , Gx(τ) = g1x exp (g2xτ) .

Íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèé è ðåçóëüòàòîâ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå (2.3) áûëî ïðåîáðàçîâàíî:

x(t) =

∫ 2

1

g̃1u exp (g2uτ)x(t− τ)dτ +

∫ 2

0

g̃1x exp (g2xτ)u(t− τ)dτ.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè g̃1u, g2u, g̃1x, g2x îïðåäåëÿëèñü ìåòîäàìè ðåãðåññèîííîãî àíàëè-
çà ïî ñòàòèñòèêå ÎÀÎ "Ìåãàôîí"(îöåíêè îáîçíà÷èì ĝ1u, ĝ2u, ĝ1x, ĝ2x ), â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèå òåêóùèõ ïðîäàæ äëÿ êîìïàíèè ÎÀÎ "Ìåãàôîí"ïðèíÿëî âèä

x(t) =

∫ 2

1

3, 04953 exp (−0, 9672τ) x(t− τ)dτ +

∫ 2

0

2, 87153 exp (−7, 87152τ)u(t− τ)dτ.

Òàêæå èñõîäÿ èç çíà÷åíèé ñòàòèñòè÷åêèõ äàííûõ, áûëè îïðåäåëåíû ôóíêöèè x̂(t) è
û(t) êàê ðåçóëüòàò òî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèè:

x̂(t) = 1, 472t+ 68, 45, û(t) = −0, 09t+ 2, 06.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êîìïàíèÿ ÎÀÎ "Ìåãàôîí"ÿâëÿåòñÿ íåïðîèçâîäñòâåííîé
êîìïàíèåé, äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà óñëóã, ïðåäñòàâ-
ëÿþò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøóþ âåëè÷èíó. Ýòî ïîçâîëÿåò â ôóíêöèîíàëå (2.4) ïîëîæèòü
µ = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü â äàëüíåéøåì àíàëèçèðîâàëàñü íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ñõåì ïðè
T = 4 (ïëàíèðîâàíèå íà ãîä) è b = 2, 4 (îãðàíè÷åíèå íà áþäæåò). Â ÷àñòíîñòè, â ðå-
øåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è è äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàë-
ñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà âû-
÷èñëèòåëüíîé ñõåìå Ýéëåðà. Ïðè ýòîì èíòåãðàë, íàõîäÿùèéñÿ â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ìåòîäîì òðàïåöèé.

×èñëåííûé àíàëèç ïðîâîäèëñÿ ñ ðàçëè÷íûìè øàãàìè äèñêðåòèçàöèè âðåìåííîãî ïàðà-
ìåòðà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå çàäà÷è ïðèâîäèëî ê ñëåäóþùåé ñòðóêòóðå îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ:

u(t) =

{
2, 4, 0 ≤ t < τ,
0, τ ≤ t ≤ T.

Íèæå â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè îöåíåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ĝ1u = 2, 87153, ĝ2u = −7, 87152, ĝ1x = 3, 04953, ĝ2x = −0, 9672 .

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ øàãàõ äèñêðåòèçàöèè
øàã äèñêðåòèçàöèè ñóììàðíàÿ ïðèáûëü τ

0,001 640,119 3,57
0,0005 640,136 3,64
0,00025 640,142 3,70
0,000125 640,143 3,74
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Ðåøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 2, ïîäòâåðæäàþò ýìïèðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îá îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèè ðåêëàìíûõ âëîæåíèé: íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå âëîæåíèå â ðåêëàìó, à â êîíöå ïåðèîäà ïëàíèðîâàíèÿ ôèíàíñèðîâàíèå ðåêëàìíûõ
ðàñõîäîâ ïðåêðàùàåòñÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ìîäåëè áûëè ïðîâåäåíû âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ: êàæäûé èç íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ ĝ1u, ĝ2u, ĝ1x, ĝ2x âàðüèðîâàëñÿ íà 10%
â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ è óâåëè÷åíèÿ, à çàòåì íàõîäèëîñü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Íèæå â òàáë.3 ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è ôèêñèðî-
âàííîì øàãå äèñêðåòèçàöèè 0,000125.

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ
g̃1u g2u g̃1x g2x ñóììàðíàÿ ïðèáûëü τ
ĝ1u ĝ2u ĝ1x ĝ2x 640,143 3,742

1, 1ĝ1u ĝ2u ĝ1x ĝ2x 640,410 3,742
0, 9ĝ1u ĝ2u ĝ1x ĝ2x 639,876 3,742
ĝ1u 1, 1ĝ2u ĝ1x ĝ2x 640,184 3,738
ĝ1u 0, 9ĝ2u ĝ1x ĝ2x 639,870 3,745
ĝ1u ĝ2u 1, 1ĝ1x ĝ2x 700,438 3,748
ĝ1u ĝ2u 0, 9ĝ1x ĝ2x 586.203 3,736
ĝ1u ĝ2u ĝ1x 1, 1ĝ2x 731,984 3,740
ĝ1u ĝ2u ĝ1x 0, 9ĝ2x 571,539 3,743

Èç òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ ïàðàìåòðîâ íåñèëüíî èçìåíÿåò ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ
óïðàâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâî äàâàòü îöåíêó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ. Òàêæå àíàëèç òàáë. 3 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî íà ìî-
äåëüíîå çíà÷åíèå ïðèáûëè âëèÿþò îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Gx(·), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ýêîíîìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè ñëåäóåò ïðîâîäèòü áîëåå òùà-
òåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ìî-
æåò áûòü ïðèìåíèìà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè
ðàñõîäàìè.
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The maximum principle to the control problem of

advertising expenses with distributed lag

c⃝ I. Lutoshkin,3 N. Yamaltdinova4

Abstract. There is constructed the dynamic optimal control problem of promotion expenses,
taking into account distributed lags of advertising and accumulated �rm goodwill. There is solved
the problem of maximizing a total pro�t of a company for the planning period under the restriction,
re�ects the reaction of the target audience. In this case initial problem is formulated as a system
of equations of Volterra type.
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