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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé â ìåòîäå
óñðåäíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ïî Áîãîëþáîâó ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî âèä ýòèõ îöåíîê çàâèñèò îò
çíà÷åíèé íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà Λ∗ , âëèÿþùåãî íà õàðàêòåð ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåäíåãî.
Ôîðìóëèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå î ÿâíûõ îöåíêàõ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (ãèïîòåçà Âîëîñîâà).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü äèô-
ôåðååíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðåìåííîå ñðåäíåå, òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ, ìåòîä óñðåäíåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Í.Í. Áîãîëþáîâà [1], â ñòàòüÿõ È.È. Ãèõìàíà [2],
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî [3], â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà
óñðåäíåíèÿ ñòàíäàðòíîé ïî Áîãîëþáîâó ñèñòåìû

ẋ = εX(x, t), x ∈ Rn, ε≪ 1 (1.1)

èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð:

∥x(t)− u(t)∥ → 0 ïðè ε→ 0, t ∈ [0, L/ε]

Çäåñü L � ïðîèçâîëüíûé, ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïàðàìåòð, u(t) � ðåøåíèå óñðåäíåííûõ
óðàâíåíèé

u̇ = εX(u), X(x) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

X(x, t) dt (1.2)

Èçâåñòíî [4], ÷òî ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðàâîìåðíîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ îöå-
íîê ñîìíèòåëüíà, òàê êàê ïàðàìåòð ε ôèêñèðîâàí è ðåäêî áûâàåò ìàëûì. ×òîáû ïðèìå-
íèòü ìåòîä óñðåäíåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ¾æåëåçíûé çàêîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó òðîéêó
ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíîé áåñêîíå÷íî áîëüøîé, à îäíó òðåòü �
áåñêîíå÷íî ìàëîé¿ [5]. Áîëåå òîãî, â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïðèõîäèò-
ñÿ îãðàíè÷èâàòü ïàðàìåòð ε ñíèçó, òàê êàê ïðè óìåíüøåíèå ε ìåíÿåòñÿ âèä óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (ìåíÿåòñÿ ìîäåëü çàäà÷è). Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íå ðàáîòàþò.

ßâíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ âïåðâûå ïîëó÷åíà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé
÷àñòè â ðàáîòå [6]:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X(x, t) ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðèîäîì T , ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíûé è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé ïî t (0 6 t <∞) ãðàäèåíò ôóíêöèè
X(x, t) , x ∈ D , ïðè ýòîì ðåøåíèÿ x(t), u(t) îïðåäåëåíû ïðè 0 6 t < ∞ . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî L ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C , çàâèñÿùàÿ îò L òàêàÿ, ÷òî

∥x(t)− u(t)∥ 6 C(L)ε, ïðè t ∈ [0, L/ε]

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèî-
íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; krasil06@rambler.ru.
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J.G. Besjes [7] óñèëèë ýòè ðåçóëüòàòû: ïîëó÷èë ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà
C(L) â òåîðåìå 1.1. Ðàññìîòðåë òàêæå ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé
îò âðåìåíè è ïîëó÷èë òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà

√
δ(ε) . Çäåñü

δ(ε) = εΛ(ε), Λ(ε) = sup
x∈D

 sup
06t6L/ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[
X(x, τ)−X(x)

]
dτ

∥∥∥∥∥∥
 (1.3)

D - îáëàñòü èçìåíåíèÿ ôàçîâîé ïåðìåííîé x .

2. Òåîðåìà Áîãîëþáîâà. Áûñòðîå ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå.

Ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áîãîëþáîâà èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü X(x, t)
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îòêðûòîé, ñâÿçíîé îáëàñòè D′ ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xn)

τ , êî-
ãäà t ∈ [0,+∞) è óäîâëåòâîðÿåò â íåêîòîðîé îòêðûòîé ïîäîáëàñòè D × [0,+∞) , D ∈ D′

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ïî t ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ x
2) óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ñ íåçàâèñèìîé îò x è t êîíñòàíòîé λ :∥∥X (

x(1), t
)
−X

(
x(2), t

)∥∥ 6 λ
∥∥x(1) − x(2)

∥∥ ,
ãäå ∥x∥ =

√∑
k

x2k

3) óñëîâèþ ðàâíîìåðíîãî îãðàíè÷åíèÿ â îáëàñòè D × [0,+∞) , ò.å.

∥X(x, t)∥ < M, M = const

ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ D è t > 0
4) óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïî u ∈ D ïðåäåëà

X(u) = lim
T→+∞

1

T

T∫
0

X(u, t) dt

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ([1], [7]).

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1�4, íàêëàäûâàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé, òîãäà äëÿ ëþáûõ
íàïåðåä çàäàííûõ L > 0 è ρ > 0 ìîæíî íàéòè ïîëîæèòåëüíîå ε0(L, ρ) , òàêîå, ÷òî
åñëè u = u(t, ε) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé

u̇ = εX(u), u(0) = x0,

îïðåäåëåííîå â èíòåðâàëå 0 6 t < ∞ è ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè D âìåñòå ñ ρ -
îêðåñòíîñòüþ, òî äëÿ âñÿêîãî ε èç èíòåðâàëà (0, ε0) è ïðè 0 6 t < L/ε ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

1. X(x, t) � T �ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t , òîãäà

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ 6 εTM(λL+ 2)eλL (2.1)

2. X(x, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, òîãäà

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ 6
√
δ(ε) 2L

√
2λM eλL (2.2)

Çäåñü δ(ε) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3), ïðè ýòîì δ(ε) → 0 ïðè ε→ 0 .
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Â ðàáîòå [8] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé îò âðå-
ìåíè äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå â âîïðîñå ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

Λ∗ = lim
ε→0

Λ(ε) = sup
x∈D

sup
06T6∞

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

X̃(x, τ) dτ

∥∥∥∥∥∥ , X̃(x, τ) = X(x, τ)−X(x)

Î÷åâèäíî, ÷òî Λ∗ îãðàíè÷èâàåò ôóíêöèþ Λ(ε) ñâåðõó.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Λ∗ <∞ . Ñëåäóÿ Âîëîñîâó Â.Ì.[9], ââåäåì îïðåäåëåíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ
áûñòðûì ïî âðåìåíè è ðàâíîìåðíûì ïî x , åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû T ∗ è Λ , íå
çàâèñÿùèå îò x , òàêèå, ÷òî ïðè T > T ∗ è ëþáîì x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥ 1

T

T∫
0

X(x, τ) dτ −X(x)

∥∥∥∥∥∥ 6 Λ

T
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååì

X(x) =
1

T

T∫
0

X(x, τ) dτ +O

(
1

T

)
Ïîëîæèì

S(x, T )
def
=

T∫
0

X̃(x, τ) dτ

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò, D � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì ïî âðåìåíè è ðàâíî-
ìåðíûì ïî x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
x∈D

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ = Λ∗ <∞. (2.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.3). Òîãäà,
åñëè â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà îñòàâèòü òîëüêî íîðìó èíòåãðàëà, çàìåíèâ T íà
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî T ∗ , òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä ∥S(x, T ∗)∥ 6 Λ∗ < ∞ . Áîëåå òîãî,
äëÿ ëþáûõ x ∈ D è ëþáûõ T > T ∗ áóäåì èìåòü∥∥∥∥∥∥

T∫
0

X(x, τ) dτ −X(x)T

∥∥∥∥∥∥ 6 Λ, (2.4)

ãäå Λ = Λ∗ . Ïîäåëèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà T , ïîëó÷èì óñëîâèå áûñòðîé ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ.

Ïóñòü âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì. Òîãäà ñóùåñòâóþò Λ <∞ è T ∗ òàêèå,
÷òî ïðè ëþáûõ x ∈ D è ëþáîì T > T ∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.4). Îöåíèì ñâåðõó
âåëè÷èíó Λ∗ :

Λ∗ = sup
x∈D

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ 6 sup
x∈D

sup
06T<T ∗

∥S(x, T )∥+ sup
x∈D

sup
T ∗6T<∞

∥S(x, T )∥
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Î÷åâèäíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åíî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ T è êîìïàêòíîñòè D , âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå Λ â ñèëó óñëîâèÿ
áûñòðîé ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó Λ∗ <∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) íàðóøàåòñÿ ïðè ðåçîíàíñàõ, åñëè X(x, t) çàâèñèò îò
âðåìåíè êâàçè - ïåðèîäè÷åñêè, à åå ðÿä Ôóðüå ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ:

X(x, t) = X(0)(x) +
m∑

∥k∥=1

X(k)(x)ei(k, ω)t, ω = (ω1, . . . , ωr)

Òîãäà èíòåãðàë S(x, T ) îãðàíè÷åí ïî T ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x , åñëè D êîìïàêòíî
è îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû:

∥S(x, T )∥ =

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

m∑
∥k∥=1

X(k)(x)ei(k,ω)τ dτ

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
m∑

∥k∥=1

X(k)(x)

i(k, ω)

(
ei(k,ω)T − 1

)∥∥∥∥∥∥ 6
m∑

∥k∥=1

∥∥∥∥∥X(k)(x)

(k, ω)

∥∥∥∥∥ <∞

Íàëè÷èå ðåçîíàíñîâ âåäåò ê áåñêîíå÷íîìó ðîñòó ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìà ñî
âðåìåíåì, òàê êàê

lim
z→0

eizT − 1

iz
= lim

z→0

eizT

i
(iT ) = T

Êàê ñëåäñòâèå, èíòåãðàë S(x, T ) ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé âðåìåíè T .
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå áûñòðîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé

ôîðìîé çàïèñè îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ, êîãäà ôóíêöèÿ X(x, t) ïðåäñòàâèìà êîíå÷íûì ðÿ-
äîì Ôóðüå. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ Ôóðüå, íî ñ íåêî-
òîðûìè îãîâîðêàìè. Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà àíàëèçå, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â îò-
ñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ ïàðàìåòð Λ∗ ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, åñëè
÷àñòîòû ñëàáî íåñîèçìåðèìû, ïðè ýòîì ñïåêòîð ÷àñòîò ôóíêöèè X(x, t) èìååò ïðåäåëüíîé
òî÷êîé íîëü. Äàëåå, â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî t ðÿäà Ôóðüå äëÿ èíòåãðàëà
S(x, T ) ïàðàìåòð Λ∗ ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèìåð ïîñòðîèë Ïóàíêàðå [10]).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, òàê êàê ïðè ðåçîíàíñå âðå-
ìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà Áîãîëþáîâà íå ðàáîòàåò.

Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî. Ñïðàâåäëè-
âî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò, D � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî, è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

S(x,∞) =

∞∫
0

X̃(x, τ)dτ

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x ∈ D .
2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë S(x,∞) ðàñõîäèòñÿ, êîãäà x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó

ïîäìíîæåñòâó D̃ îáëàñòè D , ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî ïî x ∈ D̃

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ <∞; (2.5)
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íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë S(x,∞) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x ∈ D \ D̃ .
Òîãäà ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì, ò.å. Λ∗ <∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 ëåììû. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: Λ∗ = ∞ . Èç íåïðåðûâíîñòè X̃(x, t) ïî x è t ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðàëà
S(x, T ) íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå D , êîãäà T êîíå÷íî. Ïîýòîìó íà áåñêîíå÷íîì èíòåð-
âàëå èçìåíåíèÿ âðåìåíè T ñóïðåðóì ïî x îò íåïðåðûâíîé íîðìû ∥S(x, T )∥ ïðèíèìàåò
áåñêîíå÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå òîëüêî ïðè T = ∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
S(x,∞) ðàñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì x ∈ D , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 1. Òàêèì îáðàçîì,
Λ∗ < ∞ , ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåé ëåììû, âðåìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî
è ðàâíîìåðíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Λ∗ 6 sup
x∈D̃

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥+ sup
x∈D\D̃

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.5), âòîðîå � â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòå-

ãðàëà S(x,∞) íà ìíîæåñòâå D \ D̃ , ïîýòîìó Λ∗ <∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèè, îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî áûñòðîãî ðàâíîìåðíîãî ñðåäíåãî. Î÷åâèäíî,
÷òî ôóíêöèÿ Λ(ε) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (õîòÿ áû â øèðîêîì ñìûñëå, ò.å. íå óáûâàåò) ïðè
ε→ 0 . Ñïðàâåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî

Λ∗ = lim
ε→0

Λ(ε)

Åñëè ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî, ò.å. Λ∗ < ∞ , òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïîëîñû

0 6 δ(ε) 6 εΛ∗,

òàê êàê 0 6 Λ(ε) 6 Λ∗ . Ïîýòîìó δ(ε) = O(ε) .

3. Ìåäëåííîå ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò è ðàâíî X(x) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ìåä-
ëåííûì ïî âðåìåíè è ðàâíîìåðíûì ïî x , åñëè ñòðåìëåíèå ñðåäíåãî ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó
çíà÷åíèþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî x ðàâåíñòâîì

X(x) =
1

T

T∫
0

X(x, τ) dτ +O

(
g(T )

T

)
, (3.1)

ãäå g(T ) � ïîëîæèòåëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî g(T ) → ∞ ïðè T → ∞ , ïðè
ýòîì

lim
T→∞

g(T )

T
= 0. (3.2)

Óñòàíîâèì ñâÿçü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì Λ∗ . Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì íåêîòîðûå
ïîíÿòèÿ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 3



Î ÿâíûõ îöåíêàõ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ïåðâîé òåîðåìå Áîãîëþáîâà 23

Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x, t) áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè t → ∞ â
îáëàñòè D , åñëè äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

(i) ôóíêöèÿ f(x, t) èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→∞

∥f(x, t)∥ = ∞

(ii) ôóíêöèÿ f(x, t) íå èìååò ïðåäåëà ïðè t→ ∞ , íî ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî áîëüøåì
N ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè t = ∞ â êîòîðîé íîðìà ∥f(x, t)∥ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
áîëüøå N õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t = t∗ èç ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x, t) � ôóíêöèÿ, áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè t → ∞ , g(t) > 0 �
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî g(t) → ∞ ïðè t→ ∞ .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x, t) èìååò îäèíàêîâûé ñ g(t) ïîðÿäîê ðîñòà ïðè t → ∞ ðàâ-
íîìåðíî ïî x â îáëàñòè B , åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøåãî γ > 0 ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû A1(γ) > 0, A2(γ) > 0 òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ B âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïîëîñû

A1(γ)g(t) 6 ∥f(x, t)∥ 6 A2(γ)g(t), (3.3)

êîãäà t ∈ [γ,∞) . Áóäåì ïèñàòü f(x, t) = O(g(t)) ïðè t→ ∞ ðàâíîìåðíî ïî x .
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ïîëîñû (3.3) íå òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f(x, t)

ïðè t→ ∞ .

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò, D � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì ïî âðåìåíè è ðàâíî-
ìåðíûì ïî x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ∗ = ∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ∗ = ∞ . Îöåíèì ïîðÿäîê ìàëîñòè
ôóíêöèè

∆(x, T ) =

∥∥∥∥∥∥ 1

T

T∫
0

X(x, τ)dτ −X(x)

∥∥∥∥∥∥ =
1

T
∥S(x, T )∥ ,

êîãäà T ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû (2.1.) íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë S(x,∞) áóäåò ðàñõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè D̃ ⊆ D , ïðè ýòîì
â ýòîé ïîäîáëàñòè èìååì

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ = ∞

Òàêîå âîçìîæíî, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ D̃ ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííûé ïðåäåë

lim
T→∞

∥S(x, T )∥ = ∞.

Ïðåäåëà ìîæåò è íå áûòü, íî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ S(x, T ) ðàñõîäèòñÿ, ê ïðèìåðó,
îñöèëëèðóÿ ñî âðåìåíåì òàê, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à íàè-
áîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà S(x, T ) ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê +∞ è
−∞ ïðè T → ∞ .

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî S(x, T ) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíê-
öèè ïðè T → ∞ . Ïóñòü g(T ) � ñêàëÿðíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îäèíàêîâûé
ñ S(x, t) , ðàâíîìåðíûé ïî x ïîðÿäîê ðîñòà ïðè T → ∞ . Òîãäà S(x, T ) = O(g(T )) . Òàê
êàê ∆(x, T ) → 0 ïðè T → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x , òî S(x, T ) èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê ðîñòà,
÷åì ôóíêöèÿ T , òî åñòü

lim
T→∞

g(T )

T
= 0. (3.4)
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Òàêîå âîçìîæíî, åñëè g(T ) èìååò, ê ïðèìåðó, îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:

g(T ) = Tα, O < α < 1; g(T ) = lnk T ; g(T ) =
T

lnk T
; g(T ) =

T∫
2

1

lnk τ
dτ, k > 0 (3.5)

Ñ÷èòàåì T > 1 äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Èòàê, ∆(x, T ) åñòü ìàëàÿ âåëè÷èíà ïîðÿäêà g(T )/T , ïîýòîìó èìååì ðàâíîìåðíóþ ïî

x îöåíêó (3.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà (3.1). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∥S(x, T )∥ = T∆(x, T ) = O(g(T )),

Òàêèì îáðàçîì, íîðìà ôóíêöèè S(x, T ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîëîñû (3.3). Ïåðåõîäÿ ê
äâîéíîìó ñóïðåðîìó ïî x ∈ D è T ∈ [0,∞] , ïîëó÷èì Λ∗ = ∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó ìàëîñòè ôóíêöèè δ(ε) â ñëó-
÷àå Λ∗ = ∞ . Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
ε→0

ε

δ(ε)
=

1

Λ∗ = 0,

ïîýòîìó ε = o(δ(ε)) . Ìîæåì óòî÷íèòü ýòó îöåíêó, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ìåäëåííîãî ñðåäíåãî.
Äëÿ ýòîãî ðàâíîìåðíîå ïî x ðàâåíñòâî (3.1) ïðåäñòàâèì â âèäå

J(x, h/ε)
def
= sup

x∈D

∥∥∥∥∥∥ εh
h/ε∫
0

X̃ (x, τ) dτ

∥∥∥∥∥∥ = O

(
ε

h
g

(
h

ε

))
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

δ(ε) = sup
06h6L

hJ

(
h

ε

)
,

ïîëó÷èì

δ(ε) = O

(
εg

(
h∗

ε

))
,

ãäå h∗ � âíóòðåííàÿ òî÷êà èíòåðâàëà [0, L] , â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå ñóïðåìóìà.
Èñïîëüçóÿ âèä ôóíêöèé g(T ) (ñì. ôîðìóëû (3.5)), èìååì îäíî èç âîçìîæíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé δ(ε) (ñ÷èòàåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî h∗ = 1 ):

δ(ε) = O
(
ε1−α

)
, 0 < α < 1; δ(ε) = O

(
ε lnk(1/ε)

)
; δ(ε) = O

(
1

| lnk ε|

)
, k > 0 (3.6)

4. Ãèïîòåçà Âîëîñîâà Â.Ì.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè ìàëîñòè ôóíêöèè δ(ε) , ìîæåì óòî÷íèòü îöåíêó
òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2.2) â òåîðåìå Áîãîëþáîâà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè
ïðàâûõ ÷àñòåé îò âðåìåíè.

Åñëè ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî, òî èìååì

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ 6
√
ε 2L

√
2λM eλL
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Äëÿ ìåäëåííîãî ñðåäíåãî îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2.2) ñîõðàíÿåòñÿ, ïðè ýòîì δ(ε)
ñðàâíèìà ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè ñ âåëè÷èíîé (εg (1/ε)) è, êàê ñëåäñòâèå, ìîæåò ñîâïàäàòü
ñ îäíîé èç ÿâíûõ ôîðìóë (3.6).

Çàìåòèì, ýòè îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè. Â ðàáîòàõ [9], [11] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
â ñëó÷àÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåäíåãî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà
ïîðÿäêà ε . Îäíàêî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îòñóòñâóåò. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, äîïîëíåííîå ïðåäïîëîæåíèåì î òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå ìåäëåííîé
ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî, áóäåì íàçûâàòü ãèïîòåçîé Âîëîñîâà.

Ãèïîòåçà Âîëîñîâà Â.Ì. Åñëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (1) − (4) òåîðåìû Áîãîëþáîâà, íàêëàäûâàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâûå ÷àñòè
ýòèõ óðàâíåíèé, ïðè ýòîì âðåìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî, òî òî÷íîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ áóäåò âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ε .

Åñëè âðåìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ ìåäëåííî, òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ � âåëè÷èíà
ïîðÿäêà δ(ε) , ε = o(δ(ε)) .

Äîêàæåì ãèïîòåçó ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1)−(4) òåîðåìû Áî-
ãîëþáîâà, ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïåðâûå ïðîèçâîäíûå X ′

x(x, t), S
′
u(u, t) , à òàê-

æå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò X(x, t) ïî x , êîãäà 0 6 t <∞, x, u ∈ D . Ïóñòü x(t), u(t) �
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíííûå ïðè 0 6 t <∞ , ρ > 0 �
ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè 0 6 t < ∞ ðåøåíèå u(t)
ïðèíàäëåæèò âìåñòå ñ ρ � îêðåñòíîñòüþ îáëàñòè D , L > 0 � ïðîèçâîëüíî áîëüøîå
÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0(ρ) è êîíñòàíòà C òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε èç èíòåðâàëà
(0, ε0) è ïðè 0 6 t 6 L/ε ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

1 . Ïóñòü Λ∗ <∞ , òîãäà òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ � âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε :

∥x(t)− u(t)∥ 6 ε
(
CLeλL + Λ∗) , λ = n sup

x∈D
sup

06t<∞
∥X ′

x(x, t)∥

2 . Åñëè Λ∗ = ∞ , îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ óõóäøàåòñÿ:

∥x(t)− u(t)∥ 6 δ(ε)
(
λLn−1eλL + 1

)
, ε = o(δ(ε))

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì, íàðÿäó ñ u(t) , �óëó÷øåííîå� ðåøåíèå z(t)
óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé (1.2):

z(t) = u(t) + εS(u(t), t)

Äèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî t , ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå S(u, t) :

ż = u̇+ ε
∂S

∂t
+ ε

∂S

∂u
u̇ = εX(u) + εX̃(u, t) + ε2

∂S

∂u
X(u) =

= εX(u, t) + ε2
∂S

∂u
X(u)

Äîïîëíèì ýòî ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèåì

ẋ = εX(x, t)

Åñëè òåïåðü âû÷åñòü èç íåãî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

ẋ− ż = εX(x, t)− εX(z, t) +G(u, t),
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ãäå

G(u, t) = εX(z, t)− εX(u, t)− ε2
∂S

∂u
X(u)

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî t , èìååì

∥x(t)− z(t)∥ 6 ελ

t∫
0

∥x(τ)− z(τ)∥dτ +

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

G(u(τ), τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
Çäåñü λ � êîíñòàíòà Ëèïøèöà, èìåþùàÿ, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ,
âèä

λ = n sup
x∈D

sup
06t<∞

∥X ′
x(x, t)∥

Îòñþäà ñëåäóåò, íà îñíîâå ëåììû Ãðîíîóëëà, ÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, L/ε] òî÷-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

∥x(t)− z(t)∥ 6 sup
06t6L/ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

G(u(τ), τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ eλL
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ∗ <∞ . Óïðîñòèì ïåðâûå äâà ÷ëåíà ôóíêöèè G(u, t) :

εX(z, t)− εX(u, t) = ε2
(
∂X

∂z

)
0

S(u, t) +O(ε3) (4.1)

Çäåñü, ïðè îöåíêè îñòàòî÷íîé ñóììû ðÿäà áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðà-
ùåíèé Ëàãðàíæà äëÿ êàæäîé i - îé êîìïîíåíòû âåêòîðà X(x, t) â âèäå

εXi(z, t)− εXi(u, t)− ε2
(
∂Xi

∂z

)
0

S(u, t) =

=
ε

2!
d2Xi(u+ εθS(u, t), t), (dzi = εSi, 0 < θ < 1)

ãäå d2Xi � êâàäðàòè÷íàÿ, áèíîìèàëüíàÿ ôîðìà ïåðåìåííûõ dzi ; èñïîëüçîâàíû òàêæå
óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè S(u, t) (êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Λ∗ <∞ ) è âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî z îò ôóíêöèè X(z, t) . Òîãäà èìååì:

G(u, t) = ε2G∗(u, t) +O(ε3)

ãäå

G∗(u, t) =

(
∂X

∂x

)
0

S(u, t)− ∂S

∂u
(u, t)X(u)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ôóíêöèÿ G∗(u, t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé C , ïîýòîìó, îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, èìååì

sup
06t6L/ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

G(u(τ), τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ 6 εCL

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∥x(t)− u(t)∥ − ∥εS(u(t), t)∥
∣∣∣ 6 ∥x(t)− u(t)− εS(u(t), t)∥ 6 εCLeλL,
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ò.å.
∥x(t)− u(t)∥ 6 ε

(
CLeλL + Λ∗)

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Λ∗ = ∞ . Ôóíêöèÿ S(u, t) íåîãðàíè÷åíà, îäíàêî íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [0, L/ε] íîðìà ε∥S(u, t)∥ èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè, ðàâíûé δ(ε) = εΛ(ε) , ò.ê.

0 6 ε∥S(u, t)∥ 6 δ(ε)

Ïîýòîìó ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó, íî òðåáóþò óòî÷íåíèÿ. Òàê, â ôîð-
ìóëå (4.1) ñèìâîë O(ε3) ñëåäóåò çàìåíèòü íà O(ε2δ(ε)) , òîãäà G(u, t) ïðåäñòàíåò â âèäå

G(u, t) = ε2
(
∂X

∂x

)
0

(u, t)S(u, t)− ε2
∂S

∂u
(u, t)(u, t)X(u) +O(ε2δ(ε))

Ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè εδ(ε) , âòîðîé � ε2 , òðåòèé � ε2δ(ε) .
Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû � âåëè÷èíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì, òàê êàê ε = o(δ(ε)) . Îòáðàñûâàÿ èõ, èìååì

∥G(t)∥ 6 ελδ(ε)n−1

Òîãäà, íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, L/ε] íîðìà ðàçíîñòè ðåøåíèé
u(t), z(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥x(t)− z(t)∥ 6 n−1δ(ε)λLeλL

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥x(t)− u(t)∥ 6 ∥x(t)− z(t)∥+ ε∥S(u, t)∥ 6 δ(ε)
(
λLn−1eλL + 1

)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Êàê ñëåäóåò èç âûøå ïðèâåäåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèè δ(ε) , âîçìîæíûå îöåíêè
òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåäíåãî èìåþò âèä

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ ε(1−α), 0 < α < 1;

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ ε lnk(1/ε);

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ 1

| lnk ε|
;

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ ε

ε−1∫
2

1

lnk τ
dτ, k > 0

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå áûñòðîé ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåä-
íåãî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε , åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Íàèáîëåå îáðåìåíèòåëüíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîìåðíîé
îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé S ′

u(u, t) . Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ôóíêöèÿ X(x, t)
êâàçè-ïåðèîäè÷íà ñ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì ÷àñòîò ω = (ω1, . . . , ωm) , ïðåäñòàâèìà êîíå÷-
íûì ðÿäîì Ôóðüå, îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû, îáëàñòü D êîìïàêòíà. Òîãäà Λ∗ < ∞ , ïðè
ýòîì

∥S ′
u(u, T )∥ 6

m∑
∥k∥=1

∥∥∥∥∥X
′ (k)
u (u)

(k, ω)

∥∥∥∥∥ <∞

Çäåñü X(k)(u) � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè X(x, t) .
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Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíîé S ′
u(u, T ) ñîõðàíÿåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ðÿä Ôóðüå áåñêîíå÷åí, îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû è Λ∗ <∞ . Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå Λ∗ <∞
ãàðàíòèðóåò, â ñèëó òåîðåìû Áîðà, êâàçè-ïåðèîäè÷íîñòü èíòåãðàëà S(u, T ) ïðè ëþáîì u ∈
D . Òîãäà ôóíêöèÿ S ′

u(u, T ) êâàçè-ïåðèîäè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.
Ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû òàêæå ïðîèçâîäíûå X ′

x(x, t), X
′
xx(x, t) ïðè x ∈ D .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ X(x, t) êâàçè-ïåðèîäè÷íà ñ ïî-
ñòîÿííûì âåêòîðîì ÷àñòîò, îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû, ïðè ýòîì Λ∗ < ∞ . Òîãäà òî÷-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε .

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ
â ìåòîäå óñðåäíåíèÿ îòêðûòà, òàê êàê íå äîêàçàíà ãèïîòåçà Âîëîñîâà âî âñåé ïîëíîòå.
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On explicit estimates of the approximation accuracy in

�rst Bogolyubov's theorem

c⃝ Krasil'nikov P.S.2

Abstract. The problem of explicit estimates for the approximation accuracy in the averaging
method of Bogolyubov standard systems is investigated. It is shown that estimates depends on
some parameter Λ∗ , which a�ects the convergence of the time average. We formulate a statement
on the explicit estimates for the approximation accuracy (Volosov's hypothesis). Hypothesis is
proved under some additional restrictions on the right-hand side of di�erential equations.

Key Words: time average, the accuracy of the approximation, the averaging method
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