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Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ

A-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ äâóìåðíûìè áàçèñíûìè

ìíîæåñòâàìè íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Ì. Ê. Íîñêîâà2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ A-äèôôåîìîðôèçìû, çàäàííûå íà çà-
ìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí
îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü M � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé d è íà í¼ì çàäàí
äèôôåîìîðôèçì f . Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìà f âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
åãî íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà NW (f) . Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû
îðáèò íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ
äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷íîñòü ìíîæåñòâà NW (f) . Äèíàìè÷åñêè ãèïåð-
áîëè÷íîñòü âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà p ∈ NW (f) îáëàäàåò íåóñòîé÷èâûì è
óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì

W u(p) = {x ∈M : d(fk(p), fk(x)) → 0 ïðè k → +∞} è
W s(p) = {x ∈M : d(fk(p), fk(x)) → 0 ïðè k → −∞} ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè Rq, q ∈ {0, . . . , n} è Rn−q ïðè èíúåêòèâíîé èììåðñèè.
Óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è âñþäó ïëîòíîñòè â íåì ïå-

ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ ìíîæåñòâà NW (f) â îáúåäèíåíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà, òàê íàçûâàåìûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çàìû-
êàíèåì íåêîòîðîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ òðà-
åêòîðèé íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ äèôôåîìîðôèçìà f (Ω -
óñòîé÷èâîñòè), ïîìèìî ãèïåðáîëè÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìûì ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ öèêëîâ, òî åñòü íàáîðîâ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ B1, . . . , Bk, Bk+1 = B1

ñî ñâîéñòâîì
W s
Bi

∩W u
Bi+1

̸= ∅, i = 1, . . . , k.

Ýòè æå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ Ω -óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìà f .
Ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé Ω -óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, óáûâàþùàÿ âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, ïîñòîÿííàÿ íà áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ
è ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ òî÷åê
NW (f) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ Ω -óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà M , íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç áàçèñíûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ðàâíîé
äâóì. Ïóñòü f ∈ G . Â ñèëó [1] è [2], êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè B ìíîæåñòâà NW (f)
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì ðó÷íî âëîæåííûì4 â M è âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ; vgrines@yandex.ru
2 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ; olga-pochinka@yandex.ru
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îäèí è òîò æå ïåðèîä kf ≥ 1 , à îòîáðàæåíèå fkf |B òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà5. Òîð B ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì6

äèôôåîìîðôèçìà f .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (R ) îáúåäèíåíèå âñåõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ), ïðèíàäëåæà-

ùèõ NW (f) . Ìíîæåñòâà A , R íå ïóñòû è ãðàíèöà êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V
ìíîæåñòâà M \ (A ∪R) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû A ⊂ A
è îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû R ⊂ R . Ïðè ýòîì çàìûêàíèå cl V ãîìåîìîðôíî
ìíîãîîáðàçèþ T2 × [0, 1] . Òàêèì îáðàçîì, îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M , äîïóñêàþùåå
äèôôåîìîðôèçìû êëàññà G , ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî T2 × [0, 1] , è êàæäîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîðîì,
ïðèíàäëåæàùèì ïåðåñå÷åíèþ äâóõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G , áóäó÷è ðó÷íûì òîðîì, ìîæåò íå áûòü ãëàäêèì íè â îäíîé òî÷êå
(ñì., íàïðèìåð, [4]). Òåì íå ìåíåå, íà M ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ òàêèì ìíîæåñòâîì
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 13-01-12452
îôè-ì è 15-01-03689-à) è Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò 14-41-00044).

2. Ëåììà î ñãëàæèâàíèè ôóíêöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîé òåõíè÷åñêèé ìîìåíò ïîñòðîå-
íèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G .

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü K ⊂ M � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè n , U � íåêîòîðàÿ êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà K .
Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : U → [0; 1] , ãëàäêàÿ íà U \ K è φ−1(0) = K .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g : [0; 1] → [0; 1] , òàêàÿ ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ψ = g ◦φ ãëàäêàÿ
íà âñåì ìíîæåñòâå U , ïðè÷åì ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• g � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà [0; 1] ;

• g′(0) = 0 è g′(c) ̸= 0, ∀c ∈ (0; 1] ;

• g(c) = c, ∀c ∈ [1
2
; 1] .

4 Äâóìåðíûé òîð B íàçûâàåòñÿ ðó÷íî âëîæåííûì â ìíîãîîáðàçèå M , åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
íà îáðàç g : T2 × [−1, 1] → M òàêîé, ÷òî g(T2 × {0}) = B .

5 Àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà T2 = R2/Z2 íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì Ĉ , çàäàâàåìûé

ìàòðèöåé C =

(
a b
c d

)
èç ìíîæåñòâà GL(2,Z) öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ±1 . Òî åñòü

Ĉ(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) (mod 1) . Àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Ĉ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 ìàòðèöû C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì |λ1| < 1 < |λ2| . Ïðè ýòîì ìàòðèöà C
òàêæå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

6 Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñò-
íîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ int U ,

∩
j≥0

f j(U) = B . Àòòðàêòîð äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1

íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ c ∈ (0, 1] ïîëîæèì α(c) = min{1, d2(φ−1(c), K)} è
β(c) = max{1, max

x∈φ−1([c,1])
|grad φ(x)|} 7. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè α(c) è β(c) ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè, ïðè÷åì α(c) � íåóáûâàþùàÿ íà (0; 1] è ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå c∗ ∈ (0; 1]
òàêîå, ÷òî α(c) � ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (0; c∗] , à β(c) � íåâîçðàñòàþùàÿ. Òîãäà ôóíê-

öèÿ γ(c) = α(c)
β(c)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà ïîëóèíòåðâàëå (0; 1] è lim
c→0

α(c)
β(c)

= 0 .

Ïîñòðîèì C2 -ãëàäêóþ ôóíêöèþ g : [0; 1] → [0; 1] , òàêóþ ÷òî
a) g′(c) > 0 äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1) ;
b) g(c) ≤ γ(c) äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1

8
) ;

c) g′(c) ≤ γ(c) äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1
8
) ;

d) g(c) = c äëÿ ëþáîãî c ∈ [1
2
; 1] .

Âîçüìåì îòêðûòîå ïîêðûòèå ïîëóèíòåðâàëà (0; 1] ìíîæåñòâàìè
U1 = {x ∈ R : 1

2
< x ≤ 1}

U2 = {x ∈ R : 1
4
< x ≤ 1}

Ui = {x ∈ R : 1
2i
< x < 1

2i−2} , i = 3, 4, . . . ,
è ñëåäóþùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå åäèíèöû8, ïîä÷èíåííîå ýòîìó ïîêðûòèþ:

∀i = 2, 4, . . . , σi(x) =

 e

(x− 1
2i−1 )

4

(x− 1
2i
)(x− 1

2i−2 ) , åñëè x ∈
(

1
2i
, 1
2i−2

)
;

0, åñëè x /∈
(

1
2i
, 1
2i−2

)
;

σ1(x) =

{
1− σ2(x), åñëè x ∈ (1

2
; 1];

0, åñëè x /∈ (1
2
; 1];

∀i = 3, 5, . . . , σi(x) =


1− σi−1(x), åñëè x ∈

[
1

2i−1 ,
1

2i−2

)
;

1− σi+1(x), åñëè x ∈
(

1
2i
, 1
2i−1

)
;

0, åñëè x /∈
(

1
2i
, 1
2i−2

)
;

Ïîëîæèì εi = γ
(

1
2i

)
äëÿ âñåõ i = 4, 5, . . . . Ïóñòü ε1 = ε2 =

1 , ε3 =

1
2
−

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx−
1
2∫
0

σ2(x)dx

1
2∫
0

σ3dx

. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g ôîðìóëîé g(c) =


c∫
0

(
∞∑
i=1

εiσi(x))dx, åñëè c ∈ (0; 1];

0, åñëè c = 0
. Çàìåòèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ãëàäêîé, òàê êàê

åå ïðîèçâîäíàÿ � ñóììà ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé, ïðîâåðèâ
óñëîâèÿ a)-d).

7 Ìíîæåñòâî C = φ−1([c, 1]) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñêàåò ïîêðûòèå êîíå÷íûì
÷èñëîì ãëàäêèõ êàðò. Ïîä ìàêñèìóìîì ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè φ â òî÷êå x ∈ C ïîíèìàåòñÿ íàè-
áîëüøèé èç ïîñ÷èòàííûõ â ýòèõ êàðòàõ ìîäóëåé ãðàäèåíòîâ ýòîé ôóíêöèè.

8 Ïóñòü äàíî îòêðûòîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Uα .
Ðàçáèåíèåì åäèíèöû, ïîä÷èíåííûì ïîêðûòèþ {Uα} íàçûâàåòñÿ íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé σγ : M → R ,
îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Äëÿ âñåõ γ , Supp(σγ) ⊂ Uα äëÿ íåêîòîðîãî α (ãäå Supp(σγ) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì
ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ)

• 0 ≤ σγ ≤ 1 íà M

• ∀x ∈ M èìååì
∑
γ
σγ(x) = 1

Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Wx òàêàÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W ∩ Supp(σγ) íåïó-
ñòî íå áîëåå ÷åì äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ γ , òî òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

êîíå÷íûì.
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a) Ïîñêîëüêó g′(c) =
∞∑
i=1

εiσi(c) , òî g′(c) > 0 äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1) .

b) Äëÿ i = 4, 5, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εi} óáûâàþùàÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
c ∈ (0; 1] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íîìåð i∗ òàêîé, ÷òî c ∈

(
1

2i
∗−1 ;

1
2i

∗−2

]
. Òîãäà σi∗(c) ̸= 0

è σi(c) = 0 äëÿ âñåõ i /∈ {i∗, i∗ + 1} . Èç âûáîðà ïàðàìåòðîâ εi äëÿ c ∈ (0, 1
8
) ïîëó-

÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ g(c) =
c∫
0

(
∞∑
i=1

εiσi(x))dx =
c∫
0

(
∞∑
i=i∗

εiσi(x))dx <
c∫
0

(
∞∑
i=i∗

εi∗σi(x))dx =

εi∗
c∫
0

(
∞∑
i=i∗

σi(x))dx < εi∗
c∫
0

(
∞∑
i=1

σi(x))dx = εi∗
c∫
0

1dx = εi∗c < εi∗ = γ(
(

1
2i

∗
)
< γ(c) .

c) Äëÿ g′(c), c ∈ (0, 1
4
) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà g′(c) =

∞∑
i=i∗

εiσi(c) <

εi∗
∞∑
i=i∗

σi(c) = εi∗ < γ(c) .

d) Ïðè c ∈ [1
2
; 1] âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ g(c) =

c∫
0

(
∞∑
i=1

εiσi(x))dx =

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx +

1
2∫
0

ε3σ3(x)dx +

1
2∫
0

ε2σ2(x)dx +
c∫
1
2

(ε1σ1(x) + ε2σ2(x))dx =

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx + ε3

1
2∫
0

σ3(x)dx +

ε2

1
2∫
0

σ2(x)dx+ ε2
c∫
1
2

(σ1(x) + σ2(x))dx =

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx+

1
2
−

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx−
1
2∫
0

σ2(x)dx

1
2∫
0

σ3dx

1
2∫
0

σ3(x)dx+

1
2∫
0

σ2(x)dx+ (c− 1
2
) = c . Òàêèì îáðàçîì, g(c) = c äëÿ c ∈ [1

2
; 1] .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ψ = g ◦ φ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà U .
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî grad ψ = g′ · grad φ , ýòî íàì ïðèãîäèòñÿ äëÿ äàëüíåéøèõ

ðàññóæäåíèé.
Òàê êàê íà ìíîæåñòâå U \K ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êàê ñóïåðïîçèöèÿ ãëàäêèõ

ôóíêöèé, òî íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ � ãëàäêàÿ íà ìíîæåñòâå K .
Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ∈ K è ëîêàëüíóþ êàðòó (Ua, ha) , ãäå ha : Ua →

Rn � äèôôåîìîðôèçì, îòîáðàæàþùèé íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü Ua ∈ U 9 òî÷êè a â
Rn , ïðè÷åì òî÷êà a ïåðåõîäèò â òî÷êó O(0, 0) . Ñíà÷àëà ïîêàæåì äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ ψa = ψ(h−1

a (x)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå O , òî ôóíêöèÿ ψ
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ψa äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå O è
èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ðàâíûå íóëþ â ýòîé òî÷êå, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
lim
s→O

ψa(s)
ρ(s,O)

= 0 , ãäå s ∈ Rn è ρ åâêëèäîâà ìåòðèêà â Rn , îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

ρ(s1, s2) =
√
(x11 − x21)

2 + (x12 − x22)
2 + · · ·+ (x1n − x2n)

2 äëÿ s1, s2 ∈ R2 . Ïðîâåðêà ðà-

âåíñòâà lim
s→O

ψa(s)
ρ(s,O)

= 0 è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ââåäåì íà Rn ìåòðèêó da ôîðìóëîé da(s1, s2) = d(h−1
a (s1), h

−1
a (s2)) äëÿ s1, s2 ∈ Rn . Â

ñèëó [5] (ëåêöèÿ 15), ìåòðèêè ρ è da ýêâèâàëåíòíû â íåêîòîðîé êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè
U(O) òî÷êè O , òî åñòü ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < c1 ≤ c2 òàêèå, ÷òî

∀s1, s2 ∈ U(O) : c1da(s1s2) ≤ ρ(s1, s2) ≤ c2da(s1, s2).

Äëÿ s ∈ U(O) ïîëîæèì w = h−1
a (s) è c = φ(h−1

a (s)) = φ(w) . Òîãäà lim
s→O

ψa(s)
ρ(s,O)

=

lim
s→O

ψ(h−1
a (s))

c1d(h
−1
a (s),a)

= lim
w→a

ψ(w)
c1d(w,a)

= lim
w→a

g(φ(w))
c1d(w,a)

= lim
w→a

g(c)
c1d(w,a)

< lim
w→a

α(c)
β(c)c1d(w,a)

≤ lim
w→a

d2(w,a)
c1d(w,a)

=

9 Îêðåñòíîñòü âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ∀w ∈ Ua : φ(w) < 1
8
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lim
w→a

d(w,a)
c1

= 0 .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (ψa)
′
xi
, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû â òî÷êå O ,

òî åñòü lim
s→O

(ψa)
′
xi
(s) = 0, i = 1, . . . , n , ÷òî ýêâèâàëåíòíî lim

s→O
|grad ψa(s)| = 0 . Îáîçíà÷èì

÷åðåç Jh−1
a

ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ h−1
a , ÷åðåç ||Jh−1

a
|| � åãî íîðìó, ïîä÷èíåííóþ åâêëèäîâîé

íîðìå âåêòîðà â R2 è ÷åðåç B êîíñòàíòó òàêóþ, ÷òî ||Jh−1
a
(s)|| ≤ B äëÿ âñåõ òî÷åê s â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O . Òîãäà lim
s→O

|grad ψa(s)| = lim
s→O

|Jh−1
a
(s) · g′(c) · grad φ(w)| ≤

lim
s→O

||Jh−1
a
(s)|| · |g′(c)| · |grad φ(w)| ≤ lim

s→O
B · α(c)

β(c)
· |grad φ(w)| ≤ lim

w→a
B · d2(w,a)

|grad φ(w)| · |grad φ(w)| ≤
lim
w→a

B · d2(w, a) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ � ãëàäêàÿ íà U .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ
èç êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü V � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ (A ∪R)

òàêàÿ, ÷òî ∂V = A∪R , ãäå A ∈ A , R ∈ R . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ : cl V → [0, 1] äëÿ fkf .

Ñîãëàñíî ðàáîòå [3] ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì χ : T2 × (0, 2) → V òàêîé, ÷òî ðàñ-
ñëîåíèå íà äâóìåðíûå òîðû {Tt = χ(T2 × {t}), t ∈ (0, 2)} ÿâëÿåòñÿ fkf -èíâàðèàíòíûì.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ : cl V → [0, 2] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(z) =


t, åñëè z ∈ Tt;
0, åñëè z ∈ A;
2, åñëè z ∈ R;

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà V , íåïðåðûâíîé íà cl V , óáûâàþ-
ùåé âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû, à òàêæå íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå M .
Ïîëîæèì UA = χ(T2 × (0, 1]) ∪ A è φA = φ|UA

. Èç ëåììû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ g

A
: [0, 1] → [0, 1] , òàêàÿ ÷òî ôóíêöèÿ ψ

A
= g

A
◦ φ

A
ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé íà UA äëÿ fkf . Ïîëîæèì UR = χ(T2 × (1, 2]) ∪ R è φR = 2− φ|UR
. Èç ëåììû

2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g
R
: [0, 1] → [0, 1] , òàêàÿ ÷òî ôóíêöèÿ ψ

R
= g

R
◦ φ

R

ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà UA äëÿ f−kf . Òàê êàê ôóíêöèè g
A
è g

R
ÿâëÿþòñÿ

òîæäåñòâåííûìè íà îòðåçêå [1
2
, 1] , òî ôóíêöèÿ

ψ(z) =

{
φ

A
(z), åñëè z ∈ UA;

2− φ
R
(z), åñëè z ∈ UR;

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà cl V äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fkf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Construction of an energy function for A-di�eomorphisms

of two-dimensional non-wandering sets on 3-manifolds

c⃝ V. Z. Grines10; M. K. Noskova11; O. V. Pochinka12

Abstract. In this paper we consider the A-di�eomorphisms of closed orientable 3-manifolds.
Assuming that the non-wandering set of the di�eomorphism consists of basic sets whose topological
dimension is two, it is proved that it has the energy function.
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