
120 Ä. Â. Ïàøóòêèí

ÓÄÊ 517.9

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå è îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
c⃝ Ä. Â. Ïàøóòêèí1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íåêî-
òîðîãî êëàññà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà áàçå ìåòîäîâ,
ïðåäëîæåííûõ â [1], ïîëó÷åíû íîâûå êëàññû óðàâíåíèé, èìåþùèõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íûå ðåøåíèÿ è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíî-
âåñèå, ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé

1. Ââåäåíèå

Ñðåäè çàäà÷ òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ñâîéñòâ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé
è ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [1]. Ñâÿçü ýòèõ çàäà÷ äðóã ñ äðóãîì ïðî-
ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî â ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ: õîòÿ ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü è íå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì àñìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé,
îáëàäàþùèõ ñ ýòèì ñâîéñòâîì, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êàê ïîäêëàññ óðàâíåíèé ñ ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè [1].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= f(t, x), (1.1)

ãäå f ∈ C([T,+∞)× Rn,Rn) .
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:
∥.∥ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà â Rn .
∥.∥C � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
x(t : t0, x0) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (t0, x0) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [2] Åñëè äëÿ ëþáîãî C1 > 0 ñóùåñòâóåò C2 ∈ R òàêîå,
÷òî äëÿ ðåøåíèé (1.1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥x(t : t0, x0)∥ ≤ C2 <∞

ïðè âñåõ t0 ≥ T , t ≥ t0 , ∥x0∥ ≤ C2 , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. [1] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì àñèìïîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, åñëè ëþáîå å¼ ðåøåíèå áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìî âïðà-
âî. Ëþáîå ðåøåíèå (1.1) x(t) èìååò ïðåäåë ïðè t → +∞ è äëÿ ëþáîãî C ∈ Rn ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå x(t) òàêîå, ÷òî x(t) → C ïðè t→ +∞ .

Ñëåäóÿ [1, 2, 3], äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé (1.1) ïðè t→ +∞ îöåíèì íîðìó
ïðàâîé ÷àñòè f(t, x) :

∥f(t, x)∥ ≤ λ(t, ∥x∥). (1.2)

1 Ðóêîâîäèòåëü îòäåëà, ÃÊ ÀÒÎË
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Íà îñíîâå àíàëèçà ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

dz

dt
= λ(t, z), z ≥ 0, t ≥ T. (1.3)

äåëàþòñÿ âûâîäû îá àñèìïîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé (1.1).
Â ðàáîòàõ [2, 3] â ôóíêöèÿ λ èìååò âèä

λ(t, α) = φ(t)Ψ(α), (1.4)

ò.å. "ðàçäåëåíà"îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ. Íà Ψ íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå∫ +∞

a

1

Ψ(α)
dα = +∞, (1.5)

îãðàíè÷èâàþùåå ñêîðîñòü å¼ ðîñòà ïðè α→ +∞ . Ôóíêöèÿ φ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:∫ +∞

T

φ(s)ds = c < +∞. (1.6)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Â [1] äàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû (1.1) äëÿ ôóíêöèè λ îáùåãî âèäà. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ñ ñóùåñòâåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå âèäà (1.4) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (1.5), (1.6) íåâîçìîæíî.

Äëÿ èëëþñòðàöèè õàðàêòåðà óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà λ , ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ïðîñòîé ïðèìåð:

dx

dt
=

1

1 + t2
· x

1 + |x| arctg t
, (1.7)

ãäå t ∈ [0,+∞) . Îöåíèì ìîäóëü ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèåé λ :∣∣∣∣ 1

1 + t2
· x

1 + |x| arctg t

∣∣∣∣ ≤ λ(t, |x|).

Âûáðàâ â êà÷åñòâå λ(t, α) = 1
1+t2

α , ëåãêî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíû è îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ([2, 3]).

Ïîïûòàåìñÿ îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü áîëåå òî÷íî. Ïîëîæèì

λ(t, α) =
1

1 + t2
· α

1 + α arctg t
(1.8)

Ðåçóëüòàòû [2, 3] ïðè òàêîé îöåíêå íåïðèìåíèìû â ïðèíöèïå. Íî ðåçóëüòàòû [1] ïîçâîëÿþò
èññëåäîâàòü óðàâíåíèÿ è ñ îöåíêîé ïðàâîé ÷àñòè òàêîãî òèïà.

Íàïðèìåð, íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå äàåò îòâåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà (â îáîçíà÷åíèÿõ [1] Òåîðåìà 1.2.2).

Ò å î ð å ì à 1.1. ([1, ñ.26]) Ïóñòü:
1) Èíòåãðàë

J(α) =

∫ +∞

T

λ(s, α)ds < +∞

ñóùåñòâóåò ∀α ∈ [0,+∞) è λ(t, α1) ≤ λ(t, α2) , α1 ≤ α2 .
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2) Ïðè íåêîòîðîì a ≥ 0 ∫ +∞

a

dα

J(α)
= +∞.

3) Ôóíêöèÿ

q(t, α) =

∫ t

t0

λ(s, α)

J(α)
ds

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ q′α(t, α) ≥ 0 .
Òîãäà ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

∥x(t : t0, y0)∥ ≤ c(r) < +∞, ∥x0∥ ≤ r, t ≥ t0, t0 ≥ T.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

V (t, z) = e−q(t,z)

∫ z

a

dα

J(α)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Ìèçîõàòû-ßìàãóòè [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3), îòêóäà âû-
òåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü åãî ðåøåíèé.

Òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) x(t)

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥+
∫ t

t0

∥f(s, x(s))∥ds ≤ ∥x0∥+
∫ t

t0

λ(s, ∥x(s)∥)ds,

òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ [4]

∥x(t)∥ ≤ z(t), ∥x0∥ ≤ z0, z(t) = z0 +

∫ t

t0

λ(s, z(s))ds, t0 ≤ t < +∞.

Îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ ôóíêöèè λ âèäà (1.8) ïîëó÷àåì:

J(α) =

∫ +∞

0

1

1 + s2
· α

1 + α arctg s
= ln (

π

2
α + 1);

∫ +∞

1

1

ln (π
2
α + 1)

= +∞;

q(t, α) =
ln (α arctg t+ 1)

ln (π
2
α + 1)

;

q′(t, α) ≥ 0.

Ôóíöèÿ λ íå óáûâàåò ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Îòêóäà ïîëó÷àåì òîò æå âûâîä î ðàâíî-
ìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.7).

Íåñêîëüêî èçìåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (1.7) è ðàñìîòðèì óðàâíåíèå

dx

dt
=

1

(1 + t)2
· x

1 + |x|/(1 + t)
. (1.9)

Ñíîâà îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ôóíêöèåé λ ,∣∣∣∣ 1

(1 + t)2
· x

1 + |x|/(1 + t)

∣∣∣∣ ≤ λ(t, |x|).
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Åñëè â êà÷åñòâå λ âûáðàòü

λ(t, α) =
1

(1 + t)2
α,

òî ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
Íî åñëè ñíîâà óòî÷íèòü îöåíêó ïðàâîé ÷àñòè (1.1), âûáðàòü

λ(t, α) =
1

(1 + t)2
α

α/(1 + t) + 1
(1.10)

è ïîïûòàòüñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.1., òî îáíàðóæèòñÿ, ÷òî å¼ óñëîâèÿ íå âûïîëíÿ-
þòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî,

J(α) =

∫ +∞

0

λ(s, α)ds = ln (α + 1) < +∞,

α ∈ [0,+∞) . ∫ +∞

0

dα

J(α)
= +∞.

Ôóíêöèÿ λ âîçðàñòàåò ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå óñëîâèå.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

q(t, α) =

∫ t

t0

λ(s, α)

J(α)
ds = − ln(α/(t+ 1) + 1)− ln(α/(t0 + 1) + 1)

ln(α + 1)
.

Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî α . Îäíàêî çäåñü ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ: âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå α , ïðè êîòîðîì q′α(t, α) < 0 . Äåéñòâèòåëüíî,

q′α(2t0, α) =
1

ln (α + 1)

(
ln (α/(2t0 + 1) + 1)− ln (α/(t0 + 1) + 1)

ln (α + 1)(α + 1)
−

−
(

1

a+ 2t0 + 1
− 1

a+ t0 + 1

))
=

=
1

ln (α + 1)

(
ln ((α/(2t0 + 1) + 1)/(α/(t0 + 1) + 1))

ln (α + 1)(α + 1)
+

+
t0

(a+ 2t0 + 1)(a+ t0 + 1)

)
.

Òàê êàê ln ((α/(2t0 + 1) + 1)/(α/(t0 + 1) + 1)) → − ln 2 ïðè α→ +∞ , à

1

a+ t0 + 1
= o

(
1

ln (α + 1)

)
,

òî q′α(2t0, α) < 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì α .
Ïðèìåð ñ îäíîé ñòîðîíû äåìîíñòðèðóåò, ÷òî èçëèøíÿÿ òî÷íîñòü îöåíîê ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ âðåäíîé. Ñ äðóãîé óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå êëàññîâ óðàâíåíèé, äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâà àñèìïîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìû íîâûå òèïû îãðàíè÷åíèé íà
λ .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



124 Ä. Â. Ïàøóòêèí

2. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó (1.9). Ðàñøèðèòü îáëàñòü äåéñòâèÿ òåîðåìû 1.1. òàê, ÷òîáû çà-
õâàòûâàëèñü â ÷àñòíîñòè ïðèìåðû, ïîäîáíûå óêàçàííîìó, ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà äðóãîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è îñëàáëåíèÿ íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ λ .

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ J ∈ C([0,+∞),R) , J(α) > 0 òà-
êàÿ, ÷òî

1) Ïðè íåêîòîðîì a ≥ 0 ∫ +∞

a

dα

J(α)
= +∞.

2) Ôóíêöèÿ

q(t, α) =

∫ +∞

t

λ(s, α)

J(α)
ds

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî α , ïðè÷åì

λ(t, α)q′α(t, α) ≤ φ(t),

φ ∈ C([T,+∞),R),
∫ +∞

T

φ(s)ds ≤ c2 < +∞.

Òîãäà ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

∥x(t : t0, y0)∥ ≤ c(r) < +∞, ∥x0∥ ≤ r, t ≥ t0, t0 ≥ T.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V (t, α) =

∫ z

a

dα

J(α)
+

∫ +∞

t

λ(s, α)

J(α)
ds−

∫ t

T

φ(s)ds.

Èç óñëîâèé 1), 3) âûòåêàåò, ÷òî V (t, α) → +∞ ðàâíîìåðíî ïî t , ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîäíîé
V â ñèëó (1.3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

V̇ (t, α)(1.3) = λ(t, α)q′α(t, α)− ϕ(t) ≤ 0.

Îòêóäà èç êðèòåðèÿ Ìèçîõàòû-ßìàãóòè [2] âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (1.3).

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé (1.3) âëå÷åò çà ñîáîé îãðàíè÷åí-
íîñòü ðåøåíèé (1.1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ W (x) = ∥x∥ . Îáîçíà÷èì D+ ïðàâóþ âåðõíþþ
ïðîèçâîäíóþ Äèíè. Òîãäà åñëè x(t) � ðåøåíèå (1.7), òî

D+W (x(t)) = lim
h→0+

∥x(t) + hf(t, x(t))∥ − ∥x(t)∥
h

≤

≤ lim
h→0+

∥x(t) + hf(t, x(t))− x(t)∥
h

= ∥f(t, x(t))∥ ≤ λ(t, x(t)).

Îòêóäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ [4]

∥x(t)∥ ≤ z(t), ∥x(t0)∥ ≤ z0, z(t0) = z0,
dz

dt
= λ(t, z),
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÷òî è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé (1.1). (Çàìåòèì, ÷òî íåóáûâàíèå
ôóíêöèè λ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó çäåñü íå òðåáóåòñÿ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Âûáîð J(α) ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 1.1. â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò âûçâàòü îïðåäå-

ëåííûå çàòðóäíåíèÿ. Íî åñëè ïîëîæèòü J(α) =
+∞∫
T

λ(s, α)ds (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ

èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè), òî ïîëó÷èì îáîáùåíèå òåîðåìû 1.1..

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü:
1) Èíòåãðàë

J(α) =

∫ +∞

T

λ(s, α)ds < +∞

ñóùåñòâóåò ∀α ∈ [0,+∞) è ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî α íà ëþáîì îòðåçêå èç [0,+∞) ,
J(α) > 0

2) Ïðè íåêîòîðîì a ≥ 0 ∫ +∞

a

dα

J(α)
= +∞.

3) Ôóíêöèÿ

q(t, α) =

∫ +∞

t

λ(s, α)

J(α)
ds

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî α , ïðè÷åì

λ(t, α)q′α(t, α) ≤ φ(t),

φ ∈ C([T,+∞), R),

∫ +∞

T

φ(s)ds ≤ c2 < +∞.

Òîãäà ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

∥x(t : t0, y0)∥ ≤ c(r) < +∞, ∥x0∥ ≤ r, t ≥ t0, t0 ≥ T.

Çàìåòèì, òàê êàê

q(t, α) =

∫ +∞

t

λ(s, α)ds

J(α)
=

=

∫ +∞
T

λ(s, α)ds−
∫ t

T
λ(s, α)ds∫ +∞

T
λ(s, α)ds

= 1−
∫ t

T

λ(s, α)ds

J(α)
,

òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 1.1. óñëîâèå 3) ñëåäñòâèÿ 2.1. âñåãäà âûïîëíåíî.
Ïðè÷¼ì çäåñü óñëîâèå íåóáûâàíèÿ λ(s, α) çàìåíåíî áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì 1). Óñëîâèå 3)
òàêæå îñëàáëåíî.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðèìåðà (1.9) ñ îöåíêîé ïðàâîé ÷àñòè (1.10) óñëîâèÿ
ñëåäñòâèÿ 2.1. îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 2.1., è äëÿ êîòîðîãî
ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïðèìåíèìû. Äëÿ óðàâíåíèÿ

dx

dt
= sin2

(
x2

tm

)
, (2.1)

ãäå m ≥ 3 , ïîëîæèì

λ(t, α) = sin2

(
α2

tm

)
, J(α) = α + 1.

Âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.1. âûïîëíåíû è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
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3. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñèñòåìû (1.1). Ïðåäâàðèòåëüíî
äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì c ∈ Rn ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé F ⊂ C([T,+∞),Rn) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî è
lim

t→+∞
sup
f∈F

|f(t)− c| = 0 , òîãäà F îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C([T,+∞),Rn) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 äëÿ F ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ε -ñåòü. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé ëåììû ìîæíî âûáðàòü T1 òàêîå, ÷òî

|f1(t)− f2(t)| < ε (3.1)

äëÿ âñåõ f1, f2 ∈ F , t ∈ [T1,+∞) . Åñëè ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî F , êàê ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [T, T1] (ýëåìåíòàìè ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà áóäóò ñóæåíèÿ ôóíêöèé èç F íà ïðîìåæóòîê [T1, T2] ), òî ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Àðöåëà-Àñêîëè, äëÿ F ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ε -ñåòü â C([T, T1],Rn) , íî â ñèëó
(3.1) ýòà ε -ñåòü áóäåò ÿâëÿòüñÿ ε -ñåòüþ è äëÿ ôóíêöèé èç F , îïðåäåëåííûõ íà ïðîìå-
æóòêå [T,+∞) , îòêóäà âûòåêàåò îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü F â C([T,+∞),Rn) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíû òåîðåìû 2.1., ïðè÷åì èí-
òåãðàë

∫ +∞
T

λ(s, α) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî α íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå, òî ñèñòåìà
(1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå y(t) (1.1) èìååò ïðåäåë.
Áóäåì ñëåäîâàòü ([1], Ñ.26). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ T1 ≤ t1 ≤ t2 < +∞ èìååì

∥y(t1)− y(t2)∥ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

y′(s)ds

∥∥∥∥ ≤
∫ +∞

T1

λ(s, ∥y(s)∥)ds.

Òàê êàê äëÿ ∥y(t)∥ ≤M , ïðè âñåõ t , òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
∫ +∞
T1

λ(s, α) íà [0,M ]
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðèäåëà y(t) ïðè t→ +∞ .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (1.1) òàêîå,
÷òî

lim
t→+∞

y(t) = y0.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû îïåðàòîð L : C([T1,+∞)) → C([T1,+∞)) (T1 ≥ T )

L[y(t)] = y0 −
∫ +∞

t

f(s, y(s))ds

êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C([T1,+∞)) øàð ðàäèóñà 2∥y0∥ ñ öåí-
òðîì â íóëå:

B = {y|y ∈ C([T1,+∞)), ∥y∥C ≤ 2∥y0∥}.

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ +∞
T

λ(s, α) íà îòðåçêå [0, 2∥y0∥] âûòåêàåò, ÷òî
ìîæíî âûáðàòü T1 òàêîå, ÷òî ∥∥∥∥∫ +∞

t

f(s, y(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∥y0∥
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äëÿ âñåõ y ∈ B . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L íåïðåðûâåí è îòîáðàæàåò B â ìíîæåñòâî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû 3.1.. Òîãäà èç òåîðåìû Øàóäåðà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ó L
íåïîäâèæíîé òî÷êè y1(t) â B , êîòîðàÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì (1.1), ïðè÷åì y1(t) → y0
ïðè t→ +∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2.1. ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñíîâà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.1). Èç ñëåäñòâèÿ 3.1. ïîëó÷àåì, ÷òî
ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.
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Abstract. The paper is concerned with the asymptotic behaviour of some class of crucially
nonlinear ODE. On the base of methods from [1] we obtained new class of ODE with uniformly
bounded solutions and asymptotic equlibrium.
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