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Ëÿïóíîâà

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, Å.Ä. Êóðåíêîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ξ -ôóíêöèé Ìåéåðà (ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà) è äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñîãëàñîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ξ -ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ïîòîêîâ. Ïðåäëàãàåìûé ðåçóëüòàò óñòðàíÿåò
íåòî÷íîñòü â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî ôàêòà Ê. Ìåéåðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ, ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà,
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

Ââåäåíèå

A.Ì. Ëÿïóíîâ ðàçðàáîòàë ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ëîêàëüíîé ôóíêöèè, óáûâàþùåé
âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà, è ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Îáîáùåíèåì ýòîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âîãî ïîòîêà f t , çàäàííîãî íà çàìêíóòîì ãëàäêîì n -ìíîãîîáðàçèè Mn ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà ïîòîêà f t íà Mn , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé áëóæäàþùåé òî÷êè x ∈Mn è ëþáîãî t > 0 .

2. φ(f t(x)) = φ(x) äëÿ ëþáîé íåáëóæäàþùåé òî÷êè x ∈Mn .

Èç ðàáîòû [2] ×. Êîíëè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâîãî ïîòîêà. Èç ðàáîòû[9] Â. Âèëüñîíà è Äæ. Éîðêå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûé ïîòîê îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî åñòü ãëàäêîé ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíî-
æåñòâîì ñèñòåìû. Äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà óäàåòñÿ óòî÷íèòü ñâîéñòâà ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèè è èñïîëüçîâàòü åå êàê òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò. Äëÿ òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê
íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Òî÷êà p ∈ Mn íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé C2 -ãëàäêîé ôóíêöèè φ : Mn → R ,
åñëè ∂φ

∂xi
|p = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, ..., n â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, ..., xn â îêðåñòíîñòè

òî÷êè p .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýòîé ôóíêöèè è ÷åðåç ∆i ⊂ ∆

� ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ , â êîòîðûõ ãåññèàí ôóíêöèè φ èìååò ðîâíî
i ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ íóëþ.

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; elena _ gurevich@list.ru.

2 Ñòóäåíò ôàêóëüòåòà ýêîíîìèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà Âûñøàÿ øêîëà ýêî-
íîìèêè; eugene2402@mail.ru.
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Èç ëåììû Ìîðñà ñëåäóåò, ÷òî ∆0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê (íà-
çûâàåìûõ íåâûðîæäåííûìè), ïðè÷åì äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ ∆0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
Np è ãîìåîìîðôèçì hp : Np → Rn òàêèå, ÷òî

φ ◦ h−1
p = φ(p) +Q(x),

ãäå Q � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â êîîðäèíàòàõ (x1, ..., xn) ⊂ Rn , èíäåêñ
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì ìàòðèöû Ãåññå ôóíêöèè φ â òî÷êå p 3.

Ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè ∆ = ∆0 (òî åñòü âñå åå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû).

K. Ìåéåð â ðàáîòå [4] îáîáùèë ïîíÿòèå ôóíêöèè Ìîðñà, îïðåäåëèâ ξ -ôóíêöèþ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ξ -ôóíêöèåé, åñëè φ
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ∆ = ∆0 ∪∆1 .

2. Míîæåñòâî ∆1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ äóã
( ãîìåîìîðôíûõ îáðàçîâ îêðóæíîñòè ) , è äëÿ ëþáîé äóãè γ ∈ ∆1 èíäåêñû ìàòðèöû
Ãåññå â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ p, q ∈ γ ñîâïàäàþò.

3. Äëÿ ëþáîé äóãè γ ∈ ∆1 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Nγ è äèôôåîìîðôèçì hγ èç
Nγ íà ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì äèñê Bn−1

( åñëè Nγ îðèåíòèðóåìà, òî hγ(Nγ) = Bn−1×S1) , òàêèå, ÷òî φ◦h−1
γ = φ(γ)+Q(y) ,

ãäå Q(y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò ïåðåìåí-
íûõ y1, y2, . . . , yn−1 ( êîîðäèíàòû â Bn−1) è ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïåðåìåííîé ym
( êîîðäèíàòà â S1) . Êðîìå òîãî, â ëþáîé òî÷êå S1 èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q
ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì ìàòðèöû Ãåññå ôóíêöèè φ íà ìíîæåñòâå γ .

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêèé ïîòîê f t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-
Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,
à óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïîòîêîì.

Èç ðàáîòû [7] Ñ. Ñìåéëà (Th B) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïî-
òîêà f t íà Mn ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → [0, n] ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

2. φ(p) = dim W u
p äëÿ ëþáîãî p ∈ Ω(f t) .

K. Ìåéåð â ðàáîòå [4] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn

ñóùåñòâóåò C∞ -ãëàäêàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ :Mn → [0, n] ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

3 Èíäåêñîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q =
n∑

j=1

αjx
2
j íàçûâàåòñÿ ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èç ìíî-

æåñòâà êîýôôèöèåíòîâ {α1, ..., αn} . Èíäåêñîì ìàòðèöû Ãåññå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî å¼ îòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë.
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1. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ξ -ôóíêöèåé.

2. Ìíîæåñòâî ∆0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîòîêà f t , ìíî-
æåñòâî ∆1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

3. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà κ > 0 òàêàÿ, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè Nδ , δ ∈ ∆ , ïðîèç-
âîäíàÿ ∂φ

∂l

∣∣
x
ïî íàïðàâëåíèþ, çàäàâàåìîìó ïîòîêîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ Nδ ,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

−∂φ
∂l

∣∣∣∣
x

≥ κd(x, δ)2,

ãäå d(x, δ) � åâêëèäîâà ìåòðèêà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

4. φ(x) = dim W u
x äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ωf .

Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ôóíêöèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ξ -ôóíêöèåé ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà.
Äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ξ -ôóíêöèè ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé

êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ïîòîêè f t, f ′t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàþòñÿ òî-
ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : Mn → Mn , ïåðåâî-
äÿùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè íà
òðàåêòîðèÿõ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Äâå ãëàäêèå ôóíêöèè φ : Mn → R è φ′ : Mn → R íà-
çûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìû H :Mn →Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî φ′H = χ φ.

Â ðàáîòå [4] (proposition) äîêàçàíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïîòîêè Ìîðñà-
Ñìåéëà èìåþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ξ - ôóíêöèè. Äëÿ ñëó÷àÿ
n = 2 óòâåðæäàëîñü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàð-
êî â ðàáîòå [5] ïðèâåëè ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íà òîðå, èìåþùèõ ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè, è îòìåòèëè, ÷òî ðåçóëüòàò
Ìåéåðà îñòàåòñÿ âåðíûì òîëüêî äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ. À.À. Îøåìêîâó è
Â.Â. Øàðêî ïðèíàäëåæèò çàâåðøàþùèé ðåçóëüòàò ïî ïîëíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè-
êàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ. Â ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáùíîñòè
ýòà ïðîáëåìà ðåøàëàñü À.À. Àíäðîíîâûì, Å.À. Ëåîíòîâè÷, À.Ã. Ìàéåðîì è Ì. Ïåéøîòî,
à òàêæå Äæ. Ôëåéòàñîì (ñì. ðàáîòû [1], [3], [6], [8]). Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ äëÿ
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èñïîëüçîâàëèñü êîìáèíàòîðíûå èíâà-
ðèàíòû, îïèñûâàþùèå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñîáûõ òðàåêòîðèé (ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìåæäó òåì, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâîãî ïîòîêà
÷àñòî èçâåñòíà èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, è òîãäà å¼ ïðèâëå÷åíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è òî-
ïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì, íåæåëè èñïîëüçîâàíèå
êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â óòî÷íåíèè ðåçóëüòàòà Ìåéåðà è ïîëó÷åíèè êðèòå-
ðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà â òåðìèíàõ ýíåðãåòè÷åñêèõ
ξ -ôóíêöèé.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 3



39

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Ïóñòü γ � ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f t ïåðèîäà τγ , x0 ∈ γ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,
x1 = f t1(x0), x2 = f t2(x0) , 0 < t1 < t2 < τγ . Òî÷êè x0, x1, x2 çàäàþò îðèåíòàöèþ ïðå-
äåëüíîãî öèêëà γ , êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f t .
Ïóñòü γ′ � ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà f ′t , íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îðèåíòàöèÿ, èíäóöè-
ðîâàííàÿ ïîòîêîì f ′t . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h : γ → γ′ ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íÿþùèì îðèåíòàöèþ, åñëè îðèåíòàöèÿ íà ïðåäåëüíîì öèêëå γ′ , îïðåäåëåííàÿ òî÷êàìè
h(x0), h(x1), h(x2) , ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ïîòîêîì f ′t .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü f t , f ′t � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, φ , φ′ � ýíåð-
ãåòè÷åñêèå ξ -ôóíêöèè ïîòîêîâ f t è f ′t ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè φ , φ′ íàçûâàþò-
ñÿ ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû H : Mn → Mn è
χ : R → R òàêèå, ÷òî f ′H = χ f , è äëÿ ëþáîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà γ ∈ ∆1 îãðàíè÷åíèå
H|γ ãîìåîìîðôèçìà H íà γ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t , çàäàííûå
íà îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M2 , áûëè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ξ -ôóíêöèè φ è φ′ áûëè ñîãëàñîâàííî ýêâèâà-
ëåíòíûìè.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 13-
01-12452-îôè-ì è 12-01-00672-a.
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On topological classi�cation of Morse-Smale �ows on

surfaces by means of Lyapunov function

c⃝ E. Ya. Gurevich4, E.D. Kurenkov5.

Abstract. We introduce the de�nition of consistent equivalence of Meyer ξ -functions for Morse-
Smale �ows on surfaces (that are Lyapunov funñtions) and state that consistent equivalence of
ξ -functions is necessary and su�cient condition for such �ows.

Key Words: structurally stable �ows on surfaces, Morse-Smale �ows, Lyapunov function,
topological equivalence, topological classi�cation
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