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Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîðÿäîê ïðåäïî÷òåíèÿ íà ñèñòåìå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, èñõîäÿ èç
íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïðîöåññà äèíàìèêè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Îïðåäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ
íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ â èññëåäóåìîé ñèñòåìå àâòîðåïðîäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîðÿäîê, óäîâëåòâîðÿþùèé çàðàíåå çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è
äëÿ óïðàâëÿåìîé îáîáùåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèåñÿ ñèñòåìû, äèíàìèêà ìåðû, îòíîøåíèå ñòðîãîãî
ïîðÿäêà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ
àâòîðåïðîäóêöèè (íàñëåäîâàíèÿ). Ïðîöåññû àâòîðåïðîäóêöèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â
îêðóæàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè, íàáëþäàþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ, èíôîðìàöèîííûõ [1], áèîëî-
ãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [2], [??], [4], [5].

Â [6] èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå ñèñòåì àâòîðåïðîäóêöèè â îáùåì âèäå. Â ðàáîòå [7] áûëà
ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü òàêèõ ñèñòåì â âèäå óðàâíåíèÿ ñ íàñëåäîâàíèåì, ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåðû. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñ íàñëåäîâà-
íèåì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è ìåðû. Â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó.
Â ðàáîòàõ [8], [9] áûë ðàññìîòðåí ðÿä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå ìîãóò îïèñûâàòü ìîäåëè àâòîðåïðîäóêöèè. Ýòè óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàìåò-
ðîâ [10], [11], [12]. Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò îñíîâó äëÿ ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííîé
îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îòáîðà [13], [14], [15].

Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ñ íàñëåäîâàíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ðåøåíèÿ îáëàäàþò âàæ-
íûì ñâîéñòâîì ñóæåíèÿ íîñèòåëÿ ìåðû èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ëîêàëèçàöèè ìåðû ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè íà íåêîòîðûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ [16], [17]. Òàêèì îáðàçîì, èìååò
ìåñòî íåðàâíîöåííîñòü â ñèñòåìå èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ïîëó÷èëî íàçâàíèå òåîðåìû îá îòáîðå, îíî èìååò êëþ÷åâîå
çíà÷åíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ îòáîðà â ñàìûõ ðàçíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Áëà-
ãîäàðÿ åìó ñîçäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ óñòà-
íàâëèâàòü ïîðÿäîê ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè äëÿ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåì
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêîé ñïîñîá óñòàíîâëåíèÿ ïîðÿäêà îáîáùàåò ïîäõîä, èñïîëü-
çîâàííûé â [18], [19] äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîðÿäêà ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè â ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèñòåìå ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Åñëè íà ñèñòåìó îñóùåñòâëÿåòñÿ âíåøíåå óïðàâëåíèå, òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ìîæíî ïîäîáðàòü åãî òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîðÿäîê óäîâëåòâîðÿë çàðàíåå
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çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Â ñòàòüå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòî-
ðîì âûáîð òàêîãî óïðàâëåíèÿ âîçìîæåí äëÿ îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé ñ íàñëåäîâàíèåì.
Ðàññìîòðåí ðÿä ïðèìåðîâ. Ðåàëèçóåìàÿ â ñòàòüå ìåòîäèêà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäèêè
ðàáîòû, óñïåøíî ïðèìåíåííîé äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèñòåì [18].

2. Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà

íà ñèñòåìå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü X − êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Σ − áîðåëåâñêàÿ σ -àëãåáðà
â íåì; frm(X) − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ìåð Ðàäîíà (êîíå÷íûõ ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ
ìåð íà X ñ íîðìîé ìåðû µ , ðàâíîé åå âàðèàöèè íà ìíîæåñòâå X : ∥µ∥ = |µ| (X) [20]);
frm+(X) − ñåìåéñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ìåð íà X èç frm(X) ; frm(X,µ0) − ñåìåéñòâî
ìåð èç frm(X) , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìåðû µ0 ∈ frm+(X) ,
L1(X,µ0) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé ïî ìåðå µ0 ñ
íîðìîé ∥w∥ =

∫
X
wµ0 (dx) , L∞ (X) − ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé; C(X) − ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé; R+ − ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå frm(X) : íàéòè íåïðåðûâíóþ ïî
t ïðè t ≥ 0, äèôôåðåíöèðóåìóþ ïî t ïðè t > 0 ôóíêöèþ µ[t] , óäîâëåòâîðÿþùóþ
óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

µ′
t = F [µ] , µ[0] = µ0, (2.1)

ãäå µ[t] : R+ → frm(X), µ0 ∈ frm(X), îïåðàòîð F [µ] : frm(X) → frm(X) óäîâëåòâîðÿåò â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìåðû µ0 óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: µ[t](A) − ìåðà µ ìíîæåñòâà A â ìîìåíò âðåìåíè t ,
F [µ](A) − çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå A ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà F íà ìåðó µ .

Èçâåñòíî [21], ÷òî, åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A îïåðàòîð F
ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

F [µ] (A) ≥ 0 ïðè µ (A) = 0,

òî ïðè µ0 (A) ≥ 0 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó µ [t] (A) ≥ 0 âî
âñå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0 . Åñëè ýòî óñëîâèå è íåðàâåíñòâî µ0 (A) ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A , òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) îñòàåòñÿ â ñåìåéñòâå
frm+(X) . Åñëè æå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F [µ] (A) = 0 ïðè µ (A) = 0, (2.2)

òî ïðè µ0 (A) > 0 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó µ [t] (A) > 0 äëÿ
âñåõ t > 0 . Êðîìå òîãî, åñëè µ0(A) = 0, òî µ[t](A) = 0 äëÿ ëþáîãî t > 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå (2.2) ìåðû µ0 è µ[t] âçàèìíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Òîãäà
îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè b(x) è g(x) , ýêâèâàëåíòíûå â ìåðå µ0 , áóäóò ýêâè-
âàëåíòíû â ëþáîé ìåðå µ[t] , è ñóùåñòâåííàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè b(x) íà
íåêîòîðîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå A ⊂ X îòíîñèòåëüíî ìåðû µ0 [22]:

vraisup
x∈A

b(x) , inf
∀g∼b

(
sup
x∈A

g(x)

)
íå èçìåíèòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ìåðû µ0 ê ëþáîé ìåðå µ[t] . Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ñóùåñòâåííîé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ôóíêöèè b(x) íà ìíîæåñòâå A .
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Èçâåñòíî [20], ÷òî ïðîñòðàíñòâî frm(X) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê C(X) :
frm (X) = C∗(X) , òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ íàä ìíîæåñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü k(x) ∈ L∞(X) − èçìåðèìàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà X , µ ∈ frm(X) , òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
v(x) ∈ C(X) îïðåäåëåí èíòåãðàë Ëåáåãà

∫
X
k(x)v(x)µ(dx), êîòîðûé êàæäîìó ýëåìåíòó

v(x) ∈ C(X) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òåì ñàìûì ýòîò èíòåãðàë çàäàåò
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå C(X) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò èç frm(X) , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó ôóíêöèîíàëó. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò
ýëåìåíò kµ è íàçûâàòü åãî ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèè k(x) íà ìåðó µ [7]. Î÷åâèäíî, äëÿ
ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èìååò ìåñòî òîæäåñòâî∫

A

v(x)[kµ](dx) ≡
∫
A

k(x)v(x)µ(dx).

Ïóñòü îïåðàòîð çàäàåòñÿ â âèäå

F [µ] = k [µ]µ, (2.3)

ãäå îïåðàòîð k [µ] : frm (X) → L∞ (X) , k [µ]µ − ïðîèçâåäåíèå ìåðû µ íà ôóíêöèþ
k . Óðàâíåíèå (2.1), (2.3) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ íàñëåäîâàíèåì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
îïåðàòîð (2.3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.2).

Â ÷àñòíîñòè îïåðàòîð k [µ] ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

k [µ] (x) = Q [µ] b (x) + P [µ] , (2.4)

ãäå Q[µ] , P [µ] − îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà frm+(X),
b (x) − îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè (2.1), ãäå µ0 − ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, è ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è íà íåêîòîðûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ A,B ìíîæåñòâà X íå îáðàùàåòñÿ â
íîëü: µ[t](A)>0 , µ[t](B) > 0 . Ââåäåì íà ïàðàõ (A,B) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Σ îòíîøåíèå
ñòðîãîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì B :

A ≻ B, åñëè lim
t→∞

µ[t](B)

µ[t](A)
= 0 (2.5)

âäîëü ðåøåíèÿ µ[t] çàäà÷è (2.1); è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè íåñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì B :

A < B, åñëè A ≻ B èëè A = B.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìàì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: 1) ðåôëåêñèâíîñòè A < A; 2) òðàíçèòèâíîñòè: A < B è
B < C, òî A < C; 3) àíòèñèììåòðè÷íîñòè: åñëè A < B è B < A, òî A = B.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â çàäà÷å (2.1) èçìåíèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ µ0, òî ïîðÿäîê, ââåäåí-
íûé îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíèòñÿ.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ X , 0 < µ0(Ω) < µ0(X) ,
íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ω ⊂ Ω , µ0(ω) > 0 , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

vraiinf
x∈ω

b(x) > vraisup
x∈Ω

b(x), (2.6)

òî ω ≻ Ω è ìíîæåñòâî Ω íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñî ñâîèì äî-
ïîëíåíèåì

(
Ω ≻ Ω

)
îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåðû (2.1),(2.3),(2.4), â êîòîðîì

ôóíêöèîíàë Q[µ] îãðàíè÷åí ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé q .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



72 Î. À. Êóçåíêîâ, Å. À. Ðÿáîâà

3. Cèñòåìà äèíàìèêè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû: ïðåäåëüíûå âîçìîæ-

íîñòè óïðàâëåíèÿ

Ââåäåííûé ïîðÿäîê ïðåäïî÷òåíèÿ â ñèñòåìå èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ öåëèêîì çàâèñèò
îò ñèñòåìû äèíàìèêè ìåðû. Îí ìîæåò áûòü èçìåíåí, åñëè íà ñèñòåìó îêàçûâàåòñÿ êàêîå-
ëèáî âíåøíåå âîçäåéñòâèå − óïðàâëåíèå. Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñ
ïîìîùüþ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íàñëåäîâàíèåì âèäà (2.1),(2.3),(2.4), îïè-
ñûâàþùåå óïðàâëÿåìóþ äèíàìèêó ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ðàäîíà:

µ′
t = (Q[µ, u](b+ u) + P [µ, u])µ (3.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
µ [0] = µ0, µ0 ≥ 0. (3.2)

Çäåñü óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u = u(t, x) − èçìåðèìàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ

|u(t, x)| ≤ c, (3.3)

â êîòîðîì c − íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà; ôóíêöèîíàëû Q , P îïðåäåëåííûå íà äåêàðòîâîì
ïðîèçâåäåíèè frm+ (X) × L∞(X) îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû, Q[µ, u] ≥ q > 0, ãäå q −
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà; b = b(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(X) .

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå â ôîðìå (3.1) ðàññìàòðèâàëîñü â [18].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå µ[t], áåñêîíå÷íî

ïðîäîëæàåìîå ïî ïåðåìåííîé t äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u .
Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè µ [t] (X) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ìåðîé íà

ìíîæåñòâå X : 0 < w0 ≤ µ[t](X) ≤ W, ãäå w0 , W − íåêîòîðûå êîíñòàíòû; Ω − íåêî-
òîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, Ω − äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Ω äî X, µ0(Ω) > 0 ,
µ0(Ω) > 0 .

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â çàäà÷å (3.1)�(3.3) âîçìîæíî óïðàâëåíèå òàêîå,
÷òî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî Ω áûëî áû ëó÷øå ñâîåãî äîïîëíåíèÿ Ω .

Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (3.1), (3.2) ñóùåñòâîâàëî óïðàâëåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (3.3), ïðè êîòîðîì Ω ≻ Ω, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðà-
âåíñòâà

c >
1

2

(
vraisup

x∈Ω
b(x)− vraisup

x∈Ω
b(x)

)
. (3.4)

Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî (3.4) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ýòîãî.

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (3.1), (3.2) ñóùåñòâîâàëî óïðàâëåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (3.3), ïðè êîòîðîì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ω ìíîæåñòâà
Ω ñ ìåðîé µ0(ω) > 0 óäîâëåòâîðÿëî îòíîøåíèþ ω ≻ Ω, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâà

c >
1

2

(
vraisup

x∈Ω
b(x)− vrai inf

x∈Ω
b(x)

)
. (3.5)

Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî (3.5) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ýòîãî.
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4. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì ïðèìåðû óðàâíåíèé âèäà (3.1) äèíàìèêè ìåðû ñ óïðàâëåíèåì. Èç [17] èç-
âåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

µ′
t = (b(x) + u(t, x))µ− [(b(x) + u(t, x))µ] (X)µ (4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.2), ãäå µ0 ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, îïèñûâàåò äèíàìèêó
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî µ[t](X) = 1 .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (3.1),
ãäå ôóíêöèîíàëû P è Q èìåþò âèä: Q[µ, u] = 1 , P [µ, u] = [(b+ u)µ](X) .

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.1, 2.2, åñëè êîíñòàíòà c , îãðàíè÷èâàþùàÿ óïðàâëåíèå u áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó (3.4), òî ìîæíî íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì
íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Ω ìíîæåñòâà X íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ñòðîãîãî
ïðåäïî÷òåíèÿ ñî ñâîèì äîïîëíåíèåì Ω , â ÷àñòíîñòè òàêèì óïðàâëåíèåì áóäåò u(x) = c,
åñëè x ∈ Ω , è u(x) = −c, åñëè x ∈ Ω .

Åñëè æå êîíñòàíòà c óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.5), òî íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå, ïðè êîòî-
ðîì ëþáîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ω ⊂ Ω óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ω ≻ Ω .

Óðàâíåíèå (4.1) äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ êàê óðàâíåíèå äèíàìèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ-
ëåííîñòè îñîáåé ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíîòèïîâ. Ñëåäóÿ ãèïîòåçàì [10], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X
− ìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè, x − îòäåëüíûé ãåíîòèï èç ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, µ − ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè îñîáåé, µ (A) − ÷èñëåííîñòü îñîáåé ñ ãåíîòèïàìè
èç ìíîæåñòâà A ⊂ X , b(x) − êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ îñîáåé ãåíîòèïà x â áëàãî-
ïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ, u(x) − âíåøíåå âëèÿíèå íà êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ. Ñëàãàåìîå
(b(x) + u(x))µ â (4.1) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îïèñûâàòü ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî (ìàëüòó-
çèàíñêîãî) ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðè îòñóòñòâèè ëèìèòèðóþùèõ ôàêòîðîâ è ïðè âûïîëíåíèè
ïðåäïîëîæåíèÿ ñòðîãîãî íàñëåäîâàíèÿ, [(b(x) + u(t, x))µ] (X) − êîýôôèöèåíò äîïîëíè-
òåëüíîé ñìåðòíîñòè, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå âíóòðèïîïóëÿöèîííîãî ëèìèòèðîâàíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè ñîâîêóïíîãî ïðèðîñòà ïîïóëÿöèè. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè
ñîîòíîøåíèå Ω ≻ Ω èìååò ñìûñë âûìèðàíèÿ îñîáåé ñ ãåíîòèïàìè èç ìíîæåñòâà Ω , à
èìåííî: âûòåñíåíèå èõ îñîáÿìè ñ ãåíîòèïàìè èç ìíîæåñòâà Ω .

Âòîðîé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå

µ′
t = (b(x) + u(t, x))µ− [φ(x)µ] (X)µ,

ãäå φ(x) − èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Çäåñü Q[µ, u] = 1 ,
P [µ, u] = [φ(x)µ](X) . Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è îïè-
ñûâàåò äèíàìèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíîòèïîâ X
ñ ó÷åòîì âíóòðèïîïóëÿöèîííîãî ëèìèòèðîâàíèÿ, ãäå êîýôôèöèåíò ëèìèòèðîâàíèÿ èìååò
âèä [φ(x)µ](X) . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ φ(x) îïèñûâàåò âêëàä îñîáåé ãåíîòèïà x â îáùåå ëè-
ìèòèðîâàíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû òå æå âûâîäû,
÷òî è äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Òðåòèé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Âîëüòåððà{
ξ′ = (b(x) + u(t, x)) ξ − pyξ,
y′ = hyξ(X)− sy,

â êîòîðîé p , h , s − íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, y = y(t) − ñêàëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ âðåìåíè, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè õèùíèêà, ξ = ξ[t] − ìåðà, îïèñûâà-
þùàÿ ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè æåðòâ ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíîòèïîâ. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû
ïåðåìåííûõ µ = ξ/ξ (X) óðàâíåíèå äèíàìèêè ìåðû ξ[t] ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (4.1). Ïðè
ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ â ñèëå âñå âûâîäû, óñòàíîâëåííûå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1).
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5. Çàêëþ÷åíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â óïðàâëÿåìûõ ñè-
ñòåìàõ àâòîðåïðîäóêöèè. Îáîáùåííîé ìîäåëüþ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñ íàñëå-
äîâàíèåì, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåðû. Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó
ñóæåíèÿ íîñèòåëÿ ìåðû óñòàíîâëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ñèñòåìå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ,
èñõîäÿ èç çàäàííîãî ïðîöåññà äèíàìèêè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Îïðåäåëíû îãðàíè÷åíèÿ íà
ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ â èññëåäóåìîé ñèñòåìå àâòîðåïðîäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîðÿäîê, óäîâëåòâîðÿþùèé çàðàíåå çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, äåìîí-
ñòðèðóþùèå ðàçíîîáðàçèå ñèñòåì, ê êîòîðûì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà èçëîæåííàÿ òåîðèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 13-01-12452 îôè_ì2.
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