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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òåïëîâîì ñêîëüæåíèè

ðàçðåæåííîãî ãàçà âäîëü òâåðäîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè

c⃝ Â. Â. Ëóêàøåâ1, Â. Í. Ïîïîâ2

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÁÃÊ (Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëè êè-
íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â çàäà÷å î òåïëîâîì ñêîëüæåíèè ðàçðåæåííîãî ãàçà âäîëü
òâåðäîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêå èñïîëüçîâàíà ìî-
äåëü çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà äèôôóçíî-
ñòè âû÷èñëåíà ñêîðîñòü òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åíû ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà è âåêòîðà ïîòîêà òåïëà â ñëîå Êíóäñåíà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíà-
ëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, èìåþùèìèñÿ â îòêðûòîé ïå÷àòè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, ìîäåëüíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ìîäåëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

1. Ââåäåíèå

Ïîâåäåíèå ðàçðåæåííûõ ãàçîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ
ïëîòíûõ ãàçîâ. Òàê, åñëè â ðàçðåæåííûé ãàç ïîìåñòèòü íåðàâíîìåðíî íà-
ãðåòîå òåëî, òî ãàç ïðèäåò â äâèæåíèå îò ìåíåå íàãðåòûõ ÷àñòåé òåëà ê
áîëåå íàãðåòûì [1]. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ
èëè òåïëîâîãî êðèïà, à óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà � ñêîðîñòüþ
òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ [1]. Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êèíåòè÷åñêîé òåîðèè âïåðâûå áûë äàí Ìàêñâåëëîì [2]. Îäíà-
êî ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è Ìàêñâåëë îïèðàëñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî ìîëåêóëû ãàçà ïåðåä óäàðîì î ñòåíêó èìåþò òî æå ñàìîå ðàñïðåäåëåíèå
ïî ñêîðîñòÿì, ÷òî è â îáúåìå ãàçà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà â ñëîå Êíóäñåíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ òîé, ÷òî
èìååò ìåñòî â îáúåìå ãàçà âäàëè îò ñòåíêè ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà òåìïåðà-
òóðû. Êàê îòìå÷åíî â [1], ñòðîãîå îïèñàíèå òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ äîëæíî
áûòü îñíîâàíî íà ðåøåíèè â ñëîå Êíóäñåíà (òîíêîì ïðèñòåíî÷íîì ñëîå, òîë-
ùèíà êîòîðîãî ïðèìåðíî ðàâíà ñðåäíåé äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë
ãàçà) êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà èëè, â ñèëó åãî ñëîæíîñòè, ìî-
äåëüíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â äàííîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ äàííàÿ çàäà÷à âïåðâûå ðåøåíà â [1]. Â ðàìêàõ ìî-
äåëüíîãî óðàâíåíèÿ áûëè âû÷èñëåíû ñêîðîñòü òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ ãàçà

1 Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.lukashev@narfu.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.popov@agtu.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 1



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òåïëîâîì ñêîëüæåíèè . . . 109

è ñêîðîñòü ãàçà íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè ñòåíêè, à òàêæå ïîñòðîåí ïðîôèëü
ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà â ñëîå Êíóäñåíà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ìîäåëü äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ ìîëåêóë ãàçà îá-
òåêàåìîé ïîâåðõíîñòüþ. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ òåïëîâîãî ñêîëüæåíèÿ ñ
ó÷åòîì ïîâåäåíèÿ ìàêðîïàðàìåòðîâ ãàçà â ñëîå Êíóäñåíà áûëè ïðåäïðèíÿòû
â ðàáîòàõ [3]�[5]. Â [3] è [5] â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùå-
ãî êèíåòèêó ïðîöåññà, èñïîëüçîâàëàñü ÁÃÊ (Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëü
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à â [4] � ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà.
Â [4] è [5] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò, à
â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ � ìîäåëü çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ
Ìàêñâåëëà. Â [3] çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Êåéçà ïðè äèô-
ôóçíîì îòðàæåíèè ìîëåêóë ãàçà ïîâåðõíîñòüþ è ìåòîäà àïïðîêñèìàöèîííûõ
ôóíêöèé ñ ó÷åòîì äèôôóçíî-çåðêàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Îñíîâíîå äî-
ñòîèíñòâî ìåòîäà Êåéçà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìî-
ëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì, çíàÿ êîòîðóþ, ìîæíî ñðàâíèòåëüíî
ëåãêî âû÷èñëèòü âñå ìàêðîïàðàìåòðû ãàçà [3]. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðå-
øåíèå, ïîëó÷åííîå â [3] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Êåéçà îáîáùàåòñÿ íà ñëó-
÷àé çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ìàêñâåëëà. Äàííàÿ ìîäåëü
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íà äëÿ òåõíè÷åñêèõ (ñïåöèàëüíûì îáðà-
çîì íå îáðàáîòàííûõ) ïîâåðõíîñòåé. Îäíàêî åå èñïîëüçîâàíèå ñóùåñòâåííî
óñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è: êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîäíîìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,
â ýòîì ñëó÷àå çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì âåê-
òîðàì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, à íàõîæäåíèå ïîñëåäíèõ ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Â èòîãå êàê ñàìà ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì, òàê è ìàêðî-
ïàðàìåòðû ãàçà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ðÿäîâ Íåéìàíà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ðàçðàáîòàííûé â [6] ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà â ïëîñêèõ êàíàëàõ. Ïîëó÷åííûå â
ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû-
ìè â [5] è [4].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ãàç, çàïîëíÿþùèé ïîëóïðîñòðàíñòâî x′ > 0 , îãðàíè÷åííîå
ñòåíêîé, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè x′ = 0 . Ïðåäïîëîæèì, âäîëü ñòåíêè
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ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû. Åñëè îñü Oz′ íàïðàâèòü
âäîëü ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, òî â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÁÃÊ ìî-
äåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [3]

vx
∂f

∂x′
+ vz

∂f

∂z′
=

p

ηg
(feq − f). (2.1)

Çäåñü f(r′,v) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäè-
íàòàì è ñêîðîñòÿì, feq(r

′,v) � ëîêàëüíî ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ, p è ηg � äàâëåíèå è êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ãàçà. Áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ãàçà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî. Òîãäà çàäà÷à
äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäè-
íàòàì è ñêîðîñòÿì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(r′,v) = f∞(r′,v)
[
1 + CzZ(x,Cx) + Cz(C

2
y + C2

z − 2)Z1(x,Cx)
]
, (2.2)

f∞(r′,v) = f(C)[1 + 2CzU0 +GT (z − Cz)(C
2 − 5

2
)].

Çäåñü f∞(r′,v) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà âäàëè îò ñòåí-

êè; f(C) = n0 (β/π)
3/2 exp(−C2) � àáñîëþòíûé ìàêñâåëëèàí; C = β1/2 v �

áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà; β = m/2kBT0 ; m � ìàññà ìîëåêóëû ãà-
çà; kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T0 � òåìïåðàòóðà ãàçà â íà÷àëå êîîðäèíàò;
x = x′/lg è z = z′/lg � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû; lg = ηg β

−1/2/p � ñðåäíÿÿ
äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà; U0 � èñêîìàÿ ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ
ãàçà; GT = (1/T0)(dT/dz) � áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå ãàçà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî, ôóíêöèþ f∗(r

′,v)
ëèíåàðèçóåì îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ìàêñâåëëèàíà, ò.å. çàïèøåì åå â âèäå

feq(r
′,v) = f(C)[1 + 2CzUz(x) +GTz(C

2 − 5

2
)], (2.3)

ãäå ñ ó÷åòîì (2.2)

Uz(x) = π−3/2

∫
exp(−C2)Cz

[
1 + 2CzU0 +GT (z − Cz)(C

2 − 5

2
)+

+ CzZ(x,Cx) + Cz(C
2
y + C2

z − 2)Z1(x,Cx)

]
=

= U0 +
1

2
√
π

+∞∫
−∞

exp(−C2
x)Z(x,Cx) dCx, (2.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.2) è (2.3) â (2.1), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå íåçàöåïëåííûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé Z(x, µ) è Z1(x, µ)

µ
∂Z

∂x
+ Z(x, µ) =

1√
π

∞∫
−∞

exp(−τ 2)(1− µτ)Z(x, τ) dτ, (2.5)
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µ
∂Z1

∂x
+ Z1(x, µ) = 0. (2.6)

Ïðè çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5), (2.6) ââåëè îáîçíà÷åíèå µ = Cx è
ó÷ëè îðòîãîíàëüíîñòü â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ âåñîì exp(−C2

y −
C2

z ) ôóíêöèé Cz è Cz(C
2
y + C2

z − 2) . Ñ ó÷åòîì (2.2) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
Z(x, µ) è Z1(x, µ) âäàëè îò ñòåíêè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

lim
x→+∞

Z(x, µ) = lim
x→+∞

Z1(x, µ) = 0, µ < 0. (2.7)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ñòåíêå èìååò âèä

f+(r′,v)
∣∣
s
= (1− q)f−(r′,v)

∣∣
s
+qfs(r

′,v), (2.8)

fs(r
′,v) = f(C)

[
1 +GTz

(
C2 − 5

2

)]
.

Çäåñü fs(r
′,v) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè, çàäàííûìè íà

ñòåíêå, q � êîýôôèöèåíò àêêîìîäàöèè ñòåíêîé òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà
ìîëåêóë ãàçà (êîýôôèöèåíò äèôôóçíîñòè). Ïîäñòàâëÿÿ (2.2) è (2.8) â (2.7),
íàõîäèì

Z(0, µ) = (1− q)Z(0,−µ)− 2qU0 + qGT

(
µ2 − 1

2

)
, µ > 0, (2.9)

Z1(0, µ) = (1− q)Z1(0,−µ) + qGT , µ > 0. (2.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (2.5), (2.6) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.7), (2.9), (2.10).

3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.7), (2.10) èìååò âèä

Z1(x, µ) = qGT exp

(
−x
µ

)
H+(µ), (3.1)

ãäå H+(µ) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà (H+(µ) = 1 , åñëè µ > 0 , è
H+(µ) = 0 , åñëè µ < 0 )

Îáùåå ðåøåíèå (2.5) èìååò âèä [3]

Z(x, µ) = A0 + A1 (x− µ) +

+∞∫
0

exp

(
−x
η

)
F (η, µ)a(η) dη. (3.2)
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Çäåñü

F (η, µ) =
1√
π
η P

1

η − µ
+ exp(η2)λ(η) δ(η − µ),

λ(z) = 1 +
1√
π
z

+∞∫
−∞

exp(−µ2) dµ
µ− z

, (3.3)

P(1/z) � ðàñïðåäåëåíèå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èí-
òåãðàëà îò 1/z , δ(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, à A0 , A1 è a(η) � íåèç-
âåñòíûå ïàðàìåòðû è ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùèå äàëüíåéøåìó îïðåäåëåíèþ. Ñ
ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.7) íàõîäèì A0 = 0 , A1 = 0 . Ïîäñòàâëÿÿ äà-
ëåå (3.2) â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.9), ïðèõîäèì ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

1√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η − µ
+ exp(µ2)a(µ)λ(µ) = f(µ), (3.4)

f(µ) = −2qU0 + qGT

(
µ2 − 1

2

)
+

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
, µ > 0. (3.5)

Ðåøåíèå (3.4) èùåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ôóíê-
öèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-
öèþ, çàäàííóþ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè

N(z) =
1√
π

+∞∫
0

ηa(η) dη

η − z
, (3.6)

äëÿ êîòîðîé íà âåðõíåì è íèæíåì áåðåãàõ ðàçðåçà, ñîâïàäàþùåãî ñ äåéñòâè-
òåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

N+(µ)−N−(µ) = 2
√
π i µa(µ), 0 < µ < +∞, (3.7)

N+(µ) +N−(µ) =
2√
π

+∞∫
0

ηa(η) dη

η − µ
, 0 < µ < +∞. (3.8)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ λ(µ) , îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (3.3), èìå-
þò âèä

λ+(µ)− λ−(µ) = 2
√
π i µ exp(−µ2), −∞ < µ < +∞, (3.9)

λ+(µ) + λ−(µ) = 2λ(µ), −∞ < µ < +∞. (3.10)
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Ñ ó÷åòîì (3.5) è (3.7) � (3.10) ñâåäåì ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
(3.4) ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà[

N+(µ) + 2qU0 − qGT

(
µ2 − 1

2

)]
λ+(µ)−

−
[
N−(µ) + 2qU0 − qGT

(
µ2 − 1

2

)]
λ−(µ) =

= 2 i (1− q)µ exp(−µ2)
+∞∫
0

η a(η)

η + µ
dη, µ > 0. (3.11)

Îñîáåííîñòü êðàåâîé çàäà÷è (3.11) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè N(z) è
λ(z) èìåþò ðàçëè÷íûå ðàçðåçû. ×òîáû óñòðàíèòü ýòó îñîáåííîñòü íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü çàäà÷ó ôàêòîðèçàöèè, òî åñòü íàéòè òàêóþ íå îáðàùàþùóþñÿ â
íóëü íè â îäíîé êîíå÷íîé òî÷êå ôóíêöèþ X(z) , äëÿ êîòîðîé íà äåéñòâèòåëü-
íîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

X+(µ)

X−(µ)
=
λ+(µ)

λ−(µ)

è êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä [3]:

X(z) =
1

z
exp

[
1

π

∞∫
0

(θ(τ)− π) dτ

τ − z

]
, θ(τ) =

π

2
− arcctg

(
λ(τ)√

πτ exp(−τ 2)

)
.

Ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè ïåðåïèøåì (3.11)[
N+(µ) + 2qU0 − qGT

(
µ2 − 1

2

)]
X+(µ)−

−
[
N−(µ) + 2qU0 − qGT

(
µ2 − 1

2

)]
X−(µ) =

=
2 i (1− q)X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
, µ > 0. (3.12)

Ëèíèè ñêà÷êîâ ôóíêöèé N(z) è X(z) ñîâïàäàþò ñ êîíòóðîì êðàåâîãî
óñëîâèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà � çàäà÷ó îïðå-
äåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî çàäàííîìó ñêà÷êó. Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå
âõîäÿùèõ â (3.12) ôóíêöèé, åå îáùåå ðåøåíèå ïî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî èìååò
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âèä

N(z) =
1

X(z)

1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2) dµ

µ− z

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
−

− 2qU0 + qGT

(
z2 − 1

2

)
+
Pn(z)

X(z)
, (3.13)

ãäå Pn(z) � ìíîãî÷ëåí êîýôôèöèåíòû è ñòåïåíü êîòîðîãî íàéäåì èç óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è.

Â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè âûðàæåíèå (3.13) áóäåò èìåòü
âèä:

N(z) = −1− q√
π

+∞∫
0

ηX(−η)a(η) dη
η + µ

+O

(
1

z

)
−

− 2qU0 + qGT

(
z2 − 1

2

)
+ Pn(z)

(
z +Q1 +

Q2 +Q2
1

z
+O

(
1

z2

))
, (3.14)

ãäå Qn � èíòåãðàëû Ëîÿëêè, â ÷àñòíîñòè, Q1 = −1.01619 , Q2 = −1.26632 .
Òàê êàê ôóíêöèÿ N(z) ñîãëàñíî (3.6) çàäàíà èíòåãðàëîì òèïà Êîøè, òî â

îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
N(z) = O(1/z) . Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (3.14) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü Pn(z) = C0 +
C1z . Òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ â (3.14) êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ
z , íàõîäèì

C0 = qGTQ1, C1 = −qGT ,

U0 = − 1

2q

qGT

(
Q2 +

1

2

)
+

1− q√
π

+∞∫
0

ηX(−η)a(η) dη

 . (3.15)

Êîýôôèöèåíò a(η) â ðàçëîæåíèè (3.2) ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íàéäåì èç óñëîâèÿ (3.7),
ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàâ (3.13).

Äëÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ N(z) , èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Cîõîöêîãî-
Ïëåìåëÿ, ìîæåì çàïèñàòü

N+(µ)−N−(µ) =

=

√
π i µ exp(−µ2)X(−µ)

|λ+(µ)|2

[
qGT (µ−Q1) +

1− q√
π

+∞∫
0

η X(−η)a(η) dη
η + µ

]
. (3.16)
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.7) äëÿ íàõîæäåíèÿ a(η) ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

a(µ) = h(µ)

[
qGT (µ−Q1) + λ

+∞∫
0

η X(−η)a(η) dη
η + µ

]
, µ > 0. (3.17)

Çäåñü

h(µ) =
exp(−µ2)X(−µ)

2|λ+(µ)|2
, λ =

1− q√
π
.

Ðåøåíèå (3.17) èùåì â âèäå ðÿäà

a(µ) =
+∞∑
k=0

λkak(µ). (3.18)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.18) â (3.17) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ λ , ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ðåêêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, èç êîòîðûõ íà-
õîäèì

a0(µ) = qGT (µ−Q1)h(µ), a1(µ) = qGTh(µ)

+∞∫
0

(η1 −Q1)g(η1) dη1
η1 + µ

,

ak(µ) = qGTh(µ)

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + µ

+∞∫
0

g(η2) dη2
η2 + η1

. . .

+∞∫
0

(ηk −Q1)g(ηk) dηk
ηk + ηk−1

,

g(η) = η X(−η)h(η).
Ïîäñòàâëÿÿ (3.18) â (3.15) ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìîæåì çàïè-

ñàòü

U0 = −GT

2

[
Q2 +

1

2
+

+∞∑
k=0

λk+1Ik

]
, (3.19)

I0 =

+∞∫
0

(η −Q1)g(η) dη, I1 =

+∞∫
0

g(η) dη

+∞∫
0

(η1 −Q1)g(η1) dη

η1 + η
,

Ik =

+∞∫
0

g(η) dη

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + η

. . .

+∞∫
0

(ηk −Q1)g(ηk) dηk
ηk + ηk−1

.

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû A0 , A1 è ôóíêöèÿ a(η) , âõîäÿ-
ùèå â (3.2) íàéäåíû è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì
è ñêîðîñòÿì ïîñòðîåíà.
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4. Âû÷èñëåíèå ìàêðîïàðàìåòðîâ ãàçà

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â (2.4), íàõîäèì ñêîðîñòü ãàçà íàä
ñòåíêîé

Uz(x) = U0 +
1

2
√
π

+∞∫
−∞

exp(−µ2)Z(x, µ) dµ =

= −GT

2

[
Q2 +

1

2
+

+∞∑
k=0

λk+1Ik − q

+∞∑
k=0

λkJk(x)

]
. (4.1)

Çäåñü

J0(x) =

+∞∫
0

(η−Q1)γ(x, η) dη, J1(x) =

+∞∫
0

γ(x, η) dη

+∞∫
0

(η1 −Q1)g(η1) dη1
η1 + η

,

Jk(x) =

+∞∫
0

γ(x, η) dη

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + η

. . .

+∞∫
0

(ηk −Q1)g(ηk) dηk
ηk + ηk−1

,

γ(x, η) = exp

(
−x
η

)
h(η).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, íàõîäèì îòëè÷íóþ îò íóëÿ êîìïîíåíòó âåêòîðà ïîòîêà òåïëà

qz(x) = π−3/2

∫
exp(−C2)Cz

(
C2 − 5

2

)[
1 + 2CzU0 +GT (z − Cz)(C

2 − 5

2
)+

+ CzZ(x,Cx) + Cz(C
2
y + C2

z − 2)Z1(x,Cx)

]
=

= GT

[
−5

4
+

1

2
√
π

+∞∫
−∞

exp(−µ2)
(
µ2 − 1

2

)
Z(x, µ) dµ+

+
1√
π

+∞∫
−∞

exp(−µ2)Z1(x, µ) dµ

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ÿâíûé âèä ôóíêöèé Z(x, µ) è Z1(x, µ) , íàõîäèì

qz(x) = GT

[
−5

4
+

q√
π

+∞∫
0

exp

(
−µ2 − x

µ

)
dµ− q

4

+∞∑
k=0

λkJk(x)

]
. (4.2)
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5. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Çíà÷åíèÿ Uz(x)/GT è −qz(x)/GT , âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî (4.1) è (4.2) è
ïîëó÷åííûå â [4] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèñêðåòíûõ îðäèíàò íà îñíîâå
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîëåêóë-æåñòêèõ ñôåð, ïðåä-
ñòàâëåíû â Òàáëèöàõ 1 è 2.

x q = 0.1∗ q = 0.1∗∗ q = 0.5∗ q = 0.5∗∗ q = 1.0∗ q = 1.0∗∗

0.0 0.23425 0.23877 0.17518 0.17337 0.10928 0.10469

0.5 0.25011 0.25648 0.25027 0.25474 0.2499 0.25196

1.0 0.25543 0.26131 0.27604 0.27774 0.29956 0.29544

2.0 0.26013 0.26456 0.29901 0.29333 0.34421 0.32517

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ Uz(x)/GT :
∗ � (4.1), ∗∗ � [4].

x q = 0.1∗ q = 0.1∗∗ q = 0.5∗ q = 0.5∗∗ q = 1.0∗ q = 1.0∗∗

0.0 1.18505 1.1662 0.92814 0.8584 0.61306 0.5271

0.5 1.22611 1.2254 1.13142 1.1322 1.01484 1.0264

1.0 1.23716 1.2389 1.18625 1.1969 1.12354 1.1487

2.0 1.24516 1.2472 1.22599 1.1969 1.20238 1.2242

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ −qz(x)/GT :
∗ � (4.2), ∗∗ � [4].

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ òàáëèö ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû õîðî-
øî ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â [4]. Èìå-
þùåå ìåñòî ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîðû ñòîëêíîâåíèé ìîäåëü-
íûõ óðàâíåíèé íå ñâîñåì êîððåêòíî îïèñûâàþò ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà, ÷òî íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü â [1] � [3]
[5]. Âìåñòå ñ òåì â ðàìêàõ îäíîé è òîé æå ìîäåëè îòëè÷èå ìåíåå ñóùåñòâåí-
íîå. Òàê, çíà÷åíèå Uz(x)/GT = 0.10928 , ïîëó÷åííîå â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå
ïðè q = 1 , îòëè÷àåòñÿ ìåíåå ÷åì íà 0.001% îò 0.109278 , ïîëó÷åííîãî â [3].

Ïðîôèëè ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà Uz(x) è z -êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîòîêà
òåïëà qz , îòíåñåííûå ê ãðàäèåíòó ìàññîâîé ñêîðîñòè, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè, ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (4.1) è (4.2) ïðèâå-
äåíû íà Ðèñóíêå 1.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè Uz(x)/Gv è qz(x)/Gv : 1) q = 0.1 , 2) q = 0.5 , 3) q = 1.0

Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ U0 , ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (3.19), ïðèâå-
äåíû â Òàáëèöå 3. Òàì æå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â [3] � [5] ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîëåêóë-æåñòêèõ
ñôåð (LBE), ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ êîìáèíèðîâàí-
íûì ÿäðîì (CES) è ÁÃÊ ìîäåëè (BGK).

q (3.19) BGK [3] BGK [5] CES [4] LBE [4]

0.1 0.26418 0.263956 0.2641783 0.2671726 0.265765

0.2 0.27815 0.277741 0.2781510 0.2770231 0.274450

0.3 0.29192 0.291357 0.2919238 0.2864184 0.2864184

0.4 0.30550 0.304807 0.3055019 0.2953902 0.291124

0.5 0.31889 0.318096 0.3188906 0.3039673 0.299133

0.6 0.33209 0.331227 0.3320949 0.3121761 0.306938

0.7 0.34512 0.344202 0.3451195 0.3200405 0.314547

0.8 0.35797 0.357024 0.3579692 0.3275826 0.321968

0.9 0.37065 0.369697 0.3706483 0.3348226 0.329210

1.0 0.38316 0.382223 0.3831612 0.3417790 0.336280

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ U0/Gv ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû, îòëè÷èå çíà÷åíèé ñêîðîñòè èçîòåð-
ìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå, íå ïðåâûøàåò
0.001% îò àíàëîãè÷íûõ çíà÷åíèé, íàéäåííûõ â [5] è 0.2% îò çíà÷åíèé â [3],
ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ÁÃÊ ìîäåëè. Îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ CES è LBE ìîäåëåé, ñîñòàâëÿåò îò 10% ïðè q = 1
äî 1% ïðè q = 0.1 , è îáóñëîâëåíî çàâèñèìîñòüþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ
ñêîëüæåíèÿ îò âûáîðà ìîäåëè èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé.
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6. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíî ðåøå-
íèå çàäà÷è îá òåïëîâîì ñêîëüæåíèè ðàçðåæåííîãî ãàçà âäîëü òâåðäîé ïëîñ-
êîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè
òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæå-
íèÿ, îïèñûâàþùèå â ñëîå Êíóäñåíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ãàçà è âåêòîðà
ïîòîêà òåïëà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.
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Analytic solution of the problem of heat slip of a rare�ed

gas along a hard �at surface

c⃝ V. V. Lukashev3, V. N. Popov 4

Abstract. The analytic solution of the BGK (Bhatnagar, Gross, Krook) models of the Boltzmann
kinetic equation in the problem on thermal heat slip of a rare�ed gas along a hard �at surface is
constructed. As boundary conditions on a wall the mirror-di�use re�ection model is used. For
di�erent values of the coe�cient of di�usely the speed of thermal slip along the surface and
distribution of the gas velocity and the vector of heat �ow in the Knudsen layer are obtained.
The comparison with similar results, published in the open press is done.

Key Words: Boltzmann kinetic equation, model kinetic equations, exact analytical decisions,
models of boundary conditions
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