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Ëèìèíàëüíîå äèññèïàòèâíîå óðàâíåíèå ïëîòíîñòè

ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî

èçãèáà ïëîñêîé ïëàñòèíû

c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî 1, Ñ. Í. Íàãîðíûõ 2, Ä. Â. Õèòåâà 3

Àííîòàöèÿ. Âûâåäåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ è êîýôôèöèåíòîì ïåðåä êâàäðàòîì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé,
êîòîðûé ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà îïðå-
äåëåíû óñëîâèÿ åãî ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ëîêàëü-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ëèìèíàëüíîñòü

Â äèññèïàòèâíîé ìåõàíèêå ìàòåðèàëîâ, îïðåäåëÿåìîé âçàèìîäåéñòâèåì
äèñëîêàöèé è òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ, ñâîéñòâà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè îïðå-
äåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé [1]. Óêàçàííîå âçàè-
ìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïåðåïîëçàíèþ êðàåâûõ è ñêðó÷èâàíèþ âèíòîâûõ äèñ-
ëîêàöèé, ÷òî âî âíåøíèõ ñèëîâûõ ïîëÿõ âûçûâàåò ðàçðóøåíèå. Ïðè öèêëè-
÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè; ïðè îáëó÷åíèè, çàêàëêå; ïðè òåìïåðàòóðå, ñîñòàâ-
ëÿþùåé áîëåå ïîëîâèíû îò òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ; âáëèçè ïîâåðõíîñòè; ïðè
ïîâåðõíîñòíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ è ò.ä. ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðîÿâëÿåòñÿ
êàê îñíîâíîå [2].

Â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ êðèñòàëëàõ àíàëîãè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå, êðîìå ìå-
õàíè÷åñêèõ,âûçûâàåò ðàçëè÷íûå ýëåêòðîííûå ýôôåêòû, íà îñíîâå êîòîðûõ
äåéñòâóþò òâåðäîòåëüíûå ïðèáîðû â ìèêðî è íàíîìàñøòàáàõ (äèñëîêàöèîí-
íàÿ èíæåíåðèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ìåòàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ ñ áîëü-
øîé ýíåðãèåé äåôåêòîâ óïàêîâêè íå íàáëþäàëèñü íàèáîëüøèå óïðî÷íåíèÿ
è çàðîæäåíèÿ ðàçðóøåíèé ïëîñêèìè ñêîïëåíèÿìè ñêîëüçÿùèõ äèñëîêàöèé
ó áàðüåðîâ. Ìîäåëè ïðåäåëüíîé ïðî÷íîñòè äëÿ ñêîïëåíèé äèñëîêàöèé òàê-
æå ïðîòèðå÷èâû èç-çà íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü áàðüåðû ñ åùå áîëüøåé
ïðî÷íîñòüþ [3]. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå äèñëîêàöèé ñ òî÷å÷íûìè äå-
ôåêòàìè ïðèñóòñòâóþò â áîëüøîì ÷èñëå ÿâëåíèé è àêòóàëüíî äëÿ òâåðäî-
òåëüíûõ òåõíîëîãèé. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ â êèíåòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ïóòåì ââåäåíèÿ çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè
ïåðåïîëçàþùèõ è ðàçìíîæàþùèõñÿ äèñëîêàöèé ν îò äèôôóçèîííîé ïîëçó-
÷åñòè òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ [6].
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Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êèíåòèêè è ðàñïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé ν äëÿ ñèëüíî èçîãíóòûõ ïëàñòèí.

Èçâåñòíî, ÷òî óïðóãèé èçãèá ζ ñâÿçàí âûðàæåíèåì

ζ ≈ 1

2dν
, (1.1)

ñ ïëîòíîñòüþ ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé, ò.ê. îíè èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ
ðîëü â ýòîì âèäå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ [2]: ãäå d - ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåí-
êàìè â èçîãíóòîì êðèñòàëëå.

Â òî æå âðåìÿ, óïðóãèé èçãèá ζ ïëîñêîé ïëàñòèíû è êîìïîíåíòû ñìåùå-
íèé ïðè ðàñòÿæåíèÿõ: ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè [5]:
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ãäå E, σ - ìîäóëè Þíãà è Ïóàññîíà, σxx, σyy, σxy - êîìïîíåíòû òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé.

Åñëè çàäàíà âíåøíÿÿ ñèëà P , òîëùèíà ïëàñòèíû h , òî ðàâíîâåñíîå íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå ïðè ïðåèìóùåñòâåííîì ðàñòÿæåíèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
[5]:

−

[
E

(
∂ux
∂x

+
1

2

(
∂ζ

∂x

)2
)

+ σσyy

]
∂2ζ

∂x2
=
Pxx

h
, (1.5)

−

[
E

(
∂uy
∂y

+
1

2

(
∂ζ

∂y

)2
)

+ σσxx

]
∂2ζ

∂y2
=
Pyy

h
, (1.6)

− E

2(1 + σ)

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

+
∂ζ

∂x

∂ζ

∂y

)
∂2ζ

∂x∂y
=
Pxy

h
, (1.7)

ãäå Pxx, Pxy, Pyy - êîìïîíåíòû âíåøíåé ñèëû P , ðàññìàòðèâàåìîé êàê òåíçîð.
Ïðèìåì â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, ÷òî

β
∂ζ

∂x
=
∂ζ

∂y
, (1.8)

˙εxx = σxx
Db3

d2kT
, (1.9)

ãäå ˙εxx - ñêîðîñòü äèôôóçèîííîé ïîëçó÷åñòè òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ [6], D -
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, b - ìîäóëü âåêòîðà Áþðãåðñà, T - òåìïåðàòóðà,
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k - ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, β - ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Óñëîâèÿ (1.8), (1.9)
õàðàêòåðèçóþò îäíîêîìïîíåíòíóþ äèíàìèêó ïëîñêîãî èçãèáà ïëàñòèíû.

Â ñèëó (1.8) èç (1.7) ñëåäóåò

−
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β
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hE
. (1.10)

Èç (1.3) è (1.5) âûòåêàåò
∂2ζ

∂x2
= − Pxx

σxxh
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (1.10), ïîëó÷èì
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Ðàâåíñòâà (1.4) è (1.6) äàþò

∂2ζ

∂y2
= − Pyy

σyyh
. (1.12)

Çàïèñûâàÿ ñ ó÷åòîì (1.8) óðàâíåíèå (1.7) â âèäå
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,

ñ èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà (1.12) ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

+ β

(
∂ζ
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)2

=
σyy2(1 + σ)Pxyβ

EPyy
. (1.13)

Êàê óêàçàíî â [1], ñêîðîñòü ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ε̇xx èìååò âèä

ε̇xx = ν̇blx + νbVy, (1.14)

ãäå lx - äëèíà ïóòè ñêîëüæåíèÿ äèñëîêàöèè ïðè ðàñòÿæåíèè âäîëü îñè x , Vy
- ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèé, êîòîðàÿ èìååò âèä [1]:

Vy =
−2πc0DΩ

b ln(L/r0)kT
(σxx − σyy), (1.15)

ãäå c0 - ïëîòíîñòü òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ, L - äëèíà äèñëîêàöèè, Ω - àòîìíûé
îáúåì âàêàíñèé, r0 - äèàìåòð ÿäðà äèñëîêàöèè.

Äàëåå, ïðèìåì â ñîîòâåòñòâèè ñ [2], ÷òî

∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

= νb(l1 + l2), (1.16)
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ãäå l1, l2 - ïóòè ïåðåïîëçàíèÿ ïðè ðàçìíîæåíèè ν .
Èç (1.1) ñëåäóåò

∂ζ

∂x
=

−1

2dν2
∂ν

∂x
. (1.17)

Ñ ó÷åòîì (1.16), (1.17) âûâîäèì èç (1.11):

σxx =
νb(l1 + l2)βEPxx

Pxy2(1 + σ)
+

β2EPxx

4d2Pxy2(1 + σ)

1

ν4

(
∂ν

∂x

)2

. (1.18)

Òàêæå ñ ó÷åòîì (1.16), (1.17) âûâîäèì èç (1.13):

σyy =
νb(l1 + l2)EPyy

βPxy2(1 + σ)
+

EPyy

4d2Pxy2(1 + σ)

1

ν4

(
∂ν

∂x

)2

. (1.19)

Â ðåçóëüòàòå èç (1.18) - (1.19) ñëåäóåò

σxx − σyy =
β2Pxx − Pyy

βPxy2(1 + σ)
Eb(l1 + l2)ν +

β2Pxx − Pyy

8d2Pxy(1 + σ)
E

1

ν4

(
∂ν

∂x

)2

. (1.20)

Òåïåðü ïîäñòàâèâ (1.9),(1.15),(1.18) è (1.20) â (1.14), ïðèõîäèì ê íåëèíåé-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂ν

∂t
+
λ

ν3

(
∂ν

∂x

)2

+Bν2 − Aν = 0, (1.21)

ãäå

λ = g − γ

ν
, γ =

βEPxxDb
2

8lxPxy(1 + σ)d4KT
, A =

βEPxxDb
3(l1 + l2)

2lxPxy(1 + σ)d2KT
,

g =
πc0DΩE(Pyy − β2Pxx)

4blx ln(L/r0)KT (1 + σ)Pxyd2
, B =

πc0DΩE(Pyy − β2Pxx)(l1 + l2)

lx ln(L/r0)KTβ(1 + σ)Pxy
.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïëîòíîñòè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé (1.21) íàçîâåì ëèìèíàëüíûì, ò.ê. äëÿ
åãî ðåøåíèé âîçìîæíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, êàðäèíàëüíî ìåíÿþùèå õàðàê-
òåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé. Ýòè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

g − γ

νcr
= 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

νcr =
γ

g
=

βb3 ln(L/r0)Pxx

2πd2(Pyy − β2Pxx)
.

Ñäåëàåì åù¼ îäíî óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå. Ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.21) îòäåëüíûå èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìû, ÷òîáû îïðå-
äåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà íå âûõîäÿò èç çàäàííîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â äàííîé ðàáîòå
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ýòîãî àñïåêòà çàäà÷è êàñàòüñÿ íå áóäåì è ïðèìåì, ÷òî x ∈ R1 . Òàê ÷òî íà-
÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.21) çàäàäèì â âèäå:

ν(0, x) = φ(x), −∞ < x <∞. (1.22)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1.21)-(1.22) îïðåäåëåíà â îáëàñòè

ΩT = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ T,−∞ < x <∞}.

Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ôóíêöèÿ ν(t, x) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîëî-
æèòåëüíîé, òàê ÷òî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî óñëîâèÿ ïðèìåì, ÷òî

φ(x) ≥ Cφ > 0.

Òàê æå, êàê â [4], ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.21)-
(1.22) ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà [7]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé â
[4] ñõåìîé âíà÷àëå ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (1.21)-(1.22) ê ñèñòåìå êâàçèëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (1.21) ïî x è ââåäÿ íîâóþ
íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ p(t, x) = ∂xν(t, x), , ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p

∂t
+ 2

gν − γ

ν4
p
∂p

∂x
=

3qν − 4γ

ν5
p3 − 2Bνp− Ap. (1.23)

Èç (1.21) "ñêîíñòðóèðóåì"åù¼ îäíî óðàâíåíèå ñ òåì æå ñàìûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì îïåðàòîðîì:

∂ν

∂t
+ 2

gν − γ

ν4
p
∂ν

∂x
= −Bν2 + Aν +

gν − γ

ν4
p2. (1.24)

Èç (1.22) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóþò íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ p(t, x) :

p(0, x) = φ′(x), −∞ < x <∞. (1.25)

Ñîñòàâèì äëÿ çàäà÷è (1.22),(1.23),(1.24),(1.25) ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì:

dη(s, t, x)

ds
= 2

gw0(s, t, x)− γ

w4
0(s, t, x)

w1(s, t, x), η(t, t, x) = x, (1.26)

dw1(s, t, x)

ds
=

3gw0(s, t, x)− 4γ

w5
0(s, t, x)

w3
1(s, t, x)−2Bw0(s, t, x)w1(s, t, x)+Aw1(s, t, x),

(1.27)
w1(0, t, x) = φ′(η(0, t, x)), (1.28)

dw0(s, t, x)

ds
= Aw0(s, t, x)−Bw2

0(s, t, x) +
gw0(s, t, x)− γ

w4
0(s, t, x)

w2
1(s, t, x), (1.29)

w0(0, t, x) = φ(η(0, t, x)). (1.30)
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Òàê êàê â ïðàâûå ÷àñòè (1.22), (1.27), (1.29) ôóíêöèÿ η ÿâíûì îáðàçîì
íå âõîäèò, òî çàäà÷à (1.26), - (1.30) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé îò äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

w1 = 3g

s∫
0

w3
1

w4
0

ds− 4γ

s∫
0

w3
1

w5
0

ds− 2B

s∫
0

w0w1ds+ A

s∫
0

w1ds+ (1.31)

+φ′

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 ,

w0 = g

s∫
0

w2
1

w3
0

ds− γ

s∫
0

w2
1

w4
0

ds−B

s∫
0

w2
0ds+ A

s∫
0

w0ds+ (1.32)

+φ

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 .

Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.31) - (1.32) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðè ýòîì ïðîìåæóòîê ðàçðåøèìî-
ñòè 0 < t ≤ T0 îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ âåëè÷èí,
âõîäÿùèõ â çàäà÷ó Êîøè (1.21) - (1.22). Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö
îáëàñòè ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ôóíêöèè
p(t, x) = w1(t, t, x), ν(t, x) = w0(t, t, x) äàäóò ðåøåíèå çàäà÷è (1.21)-(1.22), à
ôóíêöèÿ ν(t, x) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1.21) - (1.22). Ñôîðìóëèðóåì ñîîò-
âåòñòâóþùóþ òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü φ ∈ C 2
(R1). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-

ëî Υ > 0 , ÷òî ïðè 0 < t < Υ çàäà÷à Êîøè (1.21) - (1.22) èìååò ðåøåíèå

ν(t, x) ∈ C 1,2
([0,Υ] × R1) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.31), - (1.32) â âèäå ν(t, x) = w0(t, t, x).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.31) -
(1.32) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Íåñìîòðÿ íà âíåøíå ñëîæíûé âèä, ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.26) - (1.30) äîñòàòî÷íî óäîáíà äëÿ âûâîäà
àïðèîðíûõ îöåíîê è èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé. Â ðàáîòå [7] èññëåäî-
âàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèëè
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îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå âèäà ∂tv + v∂xv = f(t, x, v)
èìååò ðåøåíèå íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ t , à â ðàáîòå [8] îïðå-
äåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (∇v)2 = f(x1, x2, v)
èìååò íåëîêàëüíîå ðåøåíèå â çàäàííîé îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé ôèçè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè çàäà÷è. Â ñëó÷àå çàäà÷è (1.26) - (1.30) ñèòóàöèÿ îñëîæ-
íÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ îáðàùåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïåðåä êâàäðàòîì ïðîèç-
âîäíîé ïî x â íóëü. Òåì íå ìåíåå, ìû ïëàíèðóåì â íàøèõ ïîñëåäóþùèõ
ñòàòüÿõ óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à (1.26) - (1.30) èìååò íåëî-
êàëüíîå ðåøåíèå.
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The liminal dissipative equation of the creeping

dislocations density for a one-component bending of �at

plate

c⃝ S. N. Alekseenko4, S. N. Nagornykh5, D. V. Khiteva6

Abstract. The di�erential equation in partial derivatives of the �rst order with a coe�cient in
front of the square of the �rst derivative with respect to the spatial variable, which can be equal
to zero, is obtain. Using the method of an additional argument, there are de�ned conditions of its
local solvability.

Key Words: dislocation density, nonlinear �rst-order partial di�erential equation, nonlocal
solvability, liminality, method of an additional argument.
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