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Î íåêîòîðûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññàõ ðåøåíèÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè ñ êîíñòðóêòèâíûìè

îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé

c⃝ Ô. Â. Ëóáûøåâ1, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êîíòàêòíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì, êîãäà íà êîíòàêòèðóþùèõ âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä
çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ òèïà íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà. Ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí èòåðàöè-
îííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óêàçàííûõ êëàññîâ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè
äëÿ ÓÌÔ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Èññëåäîâàíû âîïðîñû ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Ïðè÷åì óñòàíîâëåíû êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé (ñ âû÷èñëÿåìû-
ìè êîíñòàíòàìè).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èòåðàöèîííûé ìåòîä, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ýëëèïòè÷åñêîå
óðàâíåíèå, çàäà÷è äëÿ ÓÌÔ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè, îïåðàòîð

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êîíòàêòíûõ ãðàíè÷íûõ çà-
äà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðå-
äàõ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì, êîãäà íà êîíòàêòèðóþùèõ
âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ òè-
ïà íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì
ìîäåëèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è, äèôôóçèè, ôèëü-
òðàöèè, òåîðèè óïðóãîñòè è äð., ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ çàäà÷, çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ) â
ìíîãîñëîéíûõ ñðåäàõ. Â òàêèõ çàäà÷àõ, â ñèëó õàðàêòåðà èññëåäóåìûõ ôèçè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èçíà÷àëüíî ïî ñâîåé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå,
ñàìè ðåøåíèÿ ÓÌÔ, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ, äîïóñ-
êàþò ðàçðûâû [1] - [4] . Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ
ÓÌÔ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðî-
áëåìîé. Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿíèÿ â êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ïîäîáíûìè
ÓÌÔ íàèìåíåå èçó÷åíû, õîòÿ ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ ñè-
ñòåì âûçâàíî ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ
ïðîöåññîâ, áîëüøîé ïðèêëàäíîé âàæíîñòüþ òàêèõ çàäà÷. Ïðîáëåìà ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äàííîãî êëàññà äëÿ ÓÌÔ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöè-
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åíòàìè è ðåøåíèÿìè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ,
ýêîíîìè÷íûõ, âûñîêîòî÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíî-
ñòè, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ñõîäÿùèõñÿ èòåðàöèîí-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ äëÿ ÓÌÔ, à òàêæå ïðîáëåìû
ðàçðàáîòêè è ðåàëèçàöèè êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé (ñì., íàïðèìåð, [1] ,
[5] - [9] ) èòåðàöèîííûõ çàäà÷ íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ
ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì. Èññëåäîâàíû âîïðîñû ñõîäè-
ìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðè÷åì óñòàíîâëåíû êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé (ñ âû÷èñëÿåìûìè êîíñòàíòàìè). Â ðåçóëüòàòå
÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ äàííîãî êëàññà ÓÌÔ ìîæíî ýôôåêòèâíî îñóùåñòâ-
ëÿòü íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (ñ èòåðàöè-
ÿìè íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ðàçðûâà ðåøåíèÿ è êîýôôèöèåíòîâ) â ñî÷åòàíèè,
íàïðèìåð, ñ ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óæå òðàäèöèîííûõ
"ñàìîñòîÿòåëüíûõ"êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì â êàæäîé èç êîí-
òàêòèðóþùèõ ïîäîáëàñòåé ñîñòàâíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå êîððåêòíîñòü

Ïóñòü Ω =
{
r = (r1, r2) ∈ R2 : 0 ≤ rα ≤ lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê

â R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω = Γ . È ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ïðÿìîé r1 = ξ ,
ãäå 0 < ξ < l1 (¾âíóòðåííåé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé¿ S =

{
r1 = ξ, 0 ≤

r2 ≤ l2
}
, ãäå 0 < ξ < l1 ) íà ïîäîáëàñòè Ω1 ≡ Ω− =

{
0 < r1 < ξ, 0 <

r2 < l2} è Ω2 ≡ Ω+ =
{
ξ < r1 < l1, 0 < r2 < l2} (íà ëåâóþ è ïðàâóþ

ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 ≡ ∂Ω− è ∂Ω2 ≡ ∂Ω+ .
Òàê ÷òî îáëàñòü Ω åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê
¾êîíòàêòíîé¿ ãðàíèöû S ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , à ∂Ω � âíåøíÿÿ ãðàíèöà
îáëàñòè Ω . Äàëåå, ÷åðåç Γk áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàíèöû îáëàñòåé Ωk áåç S ,
k = 1, 2 . Òàê ÷òî ∂Ωk = Γk ∪S , ãäå ÷àñòè Γk , k = 1, 2 � îòêðûòûå íåïóñòûå
ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk , k = 1, 2 ; Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω = Γ . ×åðåç nα , α = 1, 2
áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè Ωα , α = 1, 2 .
Ïóñòü, äàëåå, n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå
x ∈ S , îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü n ÿâëÿåòñÿ
âíåøíåé íîðìàëüþ ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , òî åñòü íîðìàëü n
íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 . Íèæå ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷, S � ýòî
ïðÿìàÿ, âäîëü êîòîðîé ðàçðûâíû êîýôôèöèåíòû è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷,
êîòîðûå â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ.

Ïóñòü óñëîâèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü åãî â îá-
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ëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ S , ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé (ïîäîáëàñòåé) Ω1 è Ω2 ,
ðàçáèòîé íà ÷àñòè âíóòðåííåé ãðàíèöåé S , ñëåäóþùåé çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿ-
ìè:

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω âèäà u(x) = u1(x) ,
x ∈ Ω1 ≡ Ω− , u(x) = u2(x) , x ∈ Ω2 = Ω+ , ãäå êîìïîíåíòû uk , k = 1, 2 ,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1) ôóíêöèè uk(x) , k = 1, 2 , îïðåäåëåííûå íà Ωk = Ωk ∪ ∂Ωk , k = 1, 2 ,
óäîâëåòâîðÿþò â Ωk , k = 1, 2 , óðàâíåíèÿì

Lk uk = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(k)α (x)

∂uk
∂xα

)
+ qk(x)uk = fk(x), â Ωk, k = 1, 2, (2.1)

à íà ãðàíèöàõ ∂Ωk \ S = Γk óñëîâèÿì

uk(x) = 0, x ∈ Γk, k = 1, 2; (2.2)

2) Èñêîìûå ôóíêöèè uk(x) , k = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèÿì íà S � ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ è ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèì
¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ u1(x) è u2(x) âäîëü êîíòàêòíîé ãðàíèöû S îáëàñòåé Ω1

è Ω2 ñëåäóþùåãî âèäà:

G(x) = k
(1)
1 (x)

∂u1
∂x1

= k
(2)
1 (x)

∂u2
∂x1

= θ(x2) (u2(x)− u1(x)) , x ∈ S. (2.3)

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè âèäà

u(x) =

{
u1(x), x ∈ Ω1;
u2(x), x ∈ Ω2,

(2.4)

kα(x), q(x), f(x) =

{
k
(1)
α (x), q1(x), f1(x), x ∈ Ω1;

k
(2)
α (x), q2(x), f2(x), x ∈ Ω2, α = 1, 2,

(2.5)

òî çàäà÷ó (2.1)− (2.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ

â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 óðàâíåíèþ

Lu(x) = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
+ q(x)u = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2, (2.6)

óñëîâèÿì

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2,[
k1(x)

∂u

∂x1

]
= 0, G(x) =

(
k1(x)

∂u

∂x1

)
= θ(x2)[u], x ∈ S.

(2.7)
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Çäåñü [u] = u2(x) − u1(x) = u+(x) − u−(x) � ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) íà

S ; à k
(1)
α (x) , k

(2)
α (x) , q1(x) , q2(x) , f1(x) , f2(x) è θ(x2) , α = 1, 2 � èç-

âåñòíûå ôóíêöèè. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü:
kα(x) ∈ L∞(Ω1)×L∞(Ω2) , q(x) ∈ L∞(Ω1)×L∞(Ω2) , f(x) ∈ L2(Ω1)×L2(Ω2) ,

θ(x2) ∈ L∞(S) ; 0 < ν1 ≤ k
(1)
α (x) ≤ ν1 , 0 < ν2 ≤ k

(2)
α (x) ≤ ν2 , α = 1, 2 ,

q(x) ≥ 0 , x ∈ Ω1 ∪ Ω2 , 0 < θ0 ≤ θ(x2) ≤ θ1 , x ∈ S , να, να, θ0, θ1 � çàäàííûå
êîíñòàíòû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V (Ω(1,2)) , Ω(1,2) = Ω1∪Ω2 ïàð ôóíê-
öèé u(x) = (u1(x), u2(x)) :

V (Ω(1,2)) =
{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)

}
, (2.8)

ãäå W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, çàäàííûõ â

ïîäîáëàñòÿõ Ωk , k = 1, 2 , ñ ãðàíèöàìè ∂Ωk , k = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî è
íîðìàìè [10]− [14]

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

=

∫
Ωk

[ 2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2. (2.9)

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(u, ϑ)V =
2∑

k=1

(uk, ϑk)W 1
2 (Ωk), ∥u∥2V =

2∑
k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, (2.10)

V = V (Ω(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω(1,2)) ìîæíî ââåñòè

ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2k dΓk +

∫
S

[u]2 dS, (2.11)

ãäå [u] = u2(x) − u1(x) = u+(x) − u−(x) � ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) íà S .
Çäåñü u2(x) = u+(x) , x ∈ S è u1(x) = u−(x) , x ∈ S � ñëåäû ôóíêöèè
U(x) íà S ñî ñòîðîíû Ω2 = Ω+ è Ω1 = Ω− ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî
èç óñëîâèÿ u(x) ∈ V (Ω(1,2)) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1

2 (Ωk) ,
k = 1, 2 â ïðîñòðàíñòâî L2(∂Ωk) , k = 1, 2 , îãðàíè÷åíû, òàê êàê Ω1 è Ω2

� îáëàñòè ñ Ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2 . Â ÷àñòíîñòè, èç óñëîâèÿ
u(x) ∈ V (Ω(1,2)) ñëåäóåò, ÷òî [u(x)] ∈ L2(S) , òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå òåîðå-
ìà î ñëåäàõ [10]− [14] ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîé èç ñòîðîí S+ , S− ãðàíèöû
êîíòàêòà S (îïåðàòîð ñóæåíèÿ èç W 1

2 (Ω
±) â L2(S) íåïðåðûâåí). Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ñëåäàõ ê Ω1 è Ω2 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
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äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x) ∈ V (Ω(1,2)) äâà ñëåäà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñóæå-
íèÿ íà S± . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýëåìåíò u ∈ V (Ω(1,2)) , òî åãî ñëåäû
íà S ñ ðàçíûõ ñòîðîí (ñî ñòîðîíû Ω1 è ñî ñòîðîíû Ω2 ) â îáùåì ñëó÷àå
ðàçëè÷íû. Ñóæåíèÿ ôóíêöèè u(x) íà îáëàñòè Ωk , k = 1, 2 : ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâàì W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 , ñîîòâåòñòâåííî, íî ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (Ω)

ñàìà ôóíêöèÿ u(x) íå ïðèíàäëåæèò, ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå S (ïðè ïåðå-
õîäå èç Ω1 â Ω2 ) îíà èìååò ðàçðûâ ( δ(x) = u2(x) − u1(x) = u+(x) − u−(x) ,
x ∈ S ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè ôóíêöèè ϑ(x) ∈ W 1

2 (Ω) = W 1
2 (Ω1 ∪ Ω2 ∪ S) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

ñêëåéêè: ϑk(x) ∈ W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 ; ϑ1(x)|S = ϑ2(x)|S (ñì., íàïðèìåð, [14] ,

[15] ).
Äàëåå, òàê êàê Ωk � îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè Ëèïøèöà ∂Ωk , k = 1, 2 , à Γ1

è Γ2 � ñîîòâåòñòâåííî èõ (îòêðûòûå) ÷àñòè (êóñêè ãðàíèö ∂Ω1 è ∂Ω2 ) ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ìåðàìè Ëåáåãà, mesΓk > 0 , k = 1, 2 , òî [16] ñóùåñòâóþò
íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå C1 è C2 , çàâèñÿùèå òîëüêî îò äàííûõ îáëàñòåé Ωk ,
k = 1, 2 è îò êóñêîâ Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
uk(x) ∈ W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

≤ C2
k

[∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
Γk

u2kdΓk

]
, k = 1, 2. (2.12)

Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé Ωk , k = 1, 2 îòîáðàæåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 â ïðîñòðàíñòâî L2(∂Ωk) , k = 1, 2 , îãðàíè÷å-
íû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå C3 è C4 ñîîòâåòñòâåííî, íå çàâèñÿùèå
îò ôóíêöèè uk(x) , ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé uk(x) ∈ W 1

2 (Ωk) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè [11] , [12] :

∥uk∥2L2(∂Ωk)
≤ C2

k+2∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, k = 1, 2, (2.13)

âûòåêàþùèå èç òåîðåì âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1
2 (Ωk) â L2(∂Ωk) .

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk . ×åðåç W

1
2

(
Ωk;

◦
Γk

)
îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè
◦
Γk⊂ ∂Ωk , k = 1, 2

� êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà
◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk , k = 1, 2 . Ïîä ó÷àñòêàìè

◦
Γk ãðàíè-

öû ∂Ωk ïîíèìàþòñÿ êóñêè ãðàíèöû ∂Ωk ; åñòåñòâåííî, ìû íå ðàññìàòðèâàåì

ñëó÷àé, êîãäà êàêîé-ëèáî èç ó÷àñòêîâ
◦
Γk âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó; W 1

2

(
Ωk;

◦
Γk

)
ñîâïàäàåò ñ W 1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∅ ; W 1

2

(
Ωk;

◦
Γk

)
=

0

W
1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∂Ωk .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ uk(x) ∈ W 1
2

(
Ωk;

◦
Γk

)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
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ñòâî [11]∫
Ωk

u2k(x)dΩk ≤ Ck+4(Ωk,
◦
Γk)

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk, k = 1, 2. (2.14)

ñ ïîñòîÿííîé Ck+4(Ωk,
◦
Γk) , çàâèñÿùåé òîëüêî îò Ωk è

◦
Γk) , ïðè ýòîì ¾ïëî-

ùàäü¿ êóñêà
◦
Γk) ïîâåðõíîñòè ∂Ωk äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé: mes

◦
Γk) >

0 .
Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.1)− (2.3) ïîíèìàåòñÿ ïàðà

ôóíêöèé u(x) = (u1(x), u2(x)) òàêèõ, ÷òî uk(x) ∈ W 1
2 (Ωk; Γk) , k = 1, 2 è

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì:∫
Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α (x)
∂u1
∂xα

∂v1
∂xα

+ q1(x)u1v1

]
dΩ1 −

∫
S

θ(x)[u]v1 dS =

=

∫
Ω1

f1(x)v1 dΩ1, ∀v1(x) ∈W 1
2 (Ω1; Γ1),

(2.15)

∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α (x)
∂u2
∂xα

∂v2
∂xα

+ q2(x)u2v2

]
dΩ2 −

∫
S

θ(x)[u]v2 dS =

=

∫
Ω2

f2(x)v2 dΩ2, ∀v2(x) ∈W 1
2 (Ω2; Γ2).

(2.16)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) ïàð ôóíêöèé u(x) =
(u1(x), u2(x)) :

◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) =
{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1)×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
(2.17)

ñ íîðìîé:

∥u∥2◦
V Γ1,Γ2

= ∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
S

[u]2 dS. (2.18)

Òîãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)− (2.3) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â
áîëåå êîìïàêòíîì âèäå, à èìåííî, ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1) − (2.3) ïîíè-

ìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x) ≡ u(x; g) ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ
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ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) òîæäåñòâó

Q(u, ϑ) =

∫
Ω1∪Ω2

[ 2∑
α=1

kα(x)
∂u

∂xα

∂ϑ

∂xα
+ d(x) q(u)ϑ

]
dΩ0 +

∫
S

θ(x)[u][ϑ]dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(x)ϑdΩ0 = l(ϑ).

(2.19)
Èç (2.19) ïðè v+(x) = v2(x) = 0 ñëåäóåò (2.15) , à ïðè v−(x) = v1(x) = 0

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (2.16) .
Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.1)− (2.3) â ñìûñëå åå îïðåäåëåíèÿ (2.19) ãàðàí-

òèðóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå

u(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) çàäà÷è (2.1) − (2.3) , îïðåäåëÿåìîå èç èíòåãðàëü-
íîãî òîæäåñòâà (2.19) . Çàäà÷à î íàõîæäåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç
(2.19) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = F , ãäå îïå-

ðàòîð A :
◦
V Γ1,Γ2

→
◦
V Γ1,Γ2

îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé Q(u, ϑ) ñ ïî-

ìîùüþ ðàâåíñòâà (Au, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= Q(u, ϑ) , ∀u, ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) , à ïðàâàÿ

÷àñòü F ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (F, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= l(ϑ) ,

∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥u(x, g)∥ ◦
V Γ1,Γ2

≤ C
2∑

k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk)
,

ãäå C = Const > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. îïèðàåòñÿ íà ëåììó Ëàêñà-Ìèëüãðàìà
[16] , ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ââåäåííûå âûøå ãèëüáåðòîâû ïðî-

ñòðàíñòâà V (Ω(1,2)) ,
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) è ââåäåííûå â íèõ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû,
à òàêæå íåðàâåíñòâà (2.12)− (2.14) .

3. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ çàäà÷è î ñîïðÿæåíèè ñ ðàçðûâíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì ñ èòåðàöèÿìè íà âíóòðåííåé
ãðàíèöå ðåøåíèÿ è åãî ñõîäèìîñòü

Çàäà÷å (2.1) − (2.3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ ñ èòåðàöèÿìè íà âíóòðåííåé ãðàíèöå S :

L1u
n
1 = −

2∑
α=1

∂

∂xα

(
k(1)α (x)

∂un1
∂xα

)
+ q1(x)u

n
1 = f1(x), x ∈ Ω1, (3.1)
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un1(x) = 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 \ S, (3.2)

k
(1)
1 (x)

∂un1
∂x1

+ θ(x2)u
n
1 = θ(x2)u

n−1
2 , x ∈ S; (3.3)

L2u
n
2 = −

2∑
α=1

∂

∂xα

(
k(2)α (x)

∂un2
∂xα

)
+ q2(x)u

n
2 = f2(x), x ∈ Ω2, (3.4)

un2(x) = 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω2 \ S, (3.5)

−k(2)1 (x)
∂un2
∂x1

+ θ(x2)u
n
2 = θ(x2)u

n
1 , x ∈ S; (3.6)

ãäå n = 1, 2, ... ; u02(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.1)− (3.6) ñâîäèò ðåøåíèå èñõîä-

íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (2.1) − (2.3) ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøå-
íèåì ê ðåøåíèþ íà êàæäîé èòåðàöèè n äâóõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (3.1) − (3.3)
è (3.4)− (3.6) â ïîäîáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèé un1(x) è un2(x) ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ôóíêöèé
{un(x)} =

{
(un1(x), u

n
2(x))

}∞
n=1

òàêèõ, ÷òî unk(x) ∈ W 1
2 (Ωk; Γk) , k = 1, 2 è

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì:∫
Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α

∂un1
∂xα

∂v1
∂xα

+ q1(x)u
n
1v1

]
dΩ1 +

∫
S

θ(x)un1v1 dS =

=

∫
S

θ(x)un−1
2 v1dS +

∫
Ω1

f1(x)v1dΩ1, ∀v1(x) ∈ W 1
2 (Ω1; Γ1), (3.7)

∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α

∂un2
∂xα

∂v2
∂xα

+ q2(x)u
n
2v2

]
dΩ2 +

∫
S

θ(x)un2v2 dS =

=

∫
S

θ(x)un1v2dS +

∫
Ω2

f2(x)v2dΩ2, ∀v2(x) ∈ W 1
2 (Ω2; Γ2); (3.8)

n = 1, 2, ... ; u02(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
Èñïîëüçóÿ ëåììó Ëàêñà-Ìèëüãðàìà [16] íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â îäíîçíà÷-

íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ (3.7) è (3.8) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé un1(x) è un2(x)
â êëàññàõ W 1

2 (Ω1; Γ1) è W 1
2 (Ω2; Γ2) (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íîìåðå n )

ñîîòâåòñâåííî.
Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòðåðàöèîííîãî ïðîöåññà (3.1)−(3.6) (â îáîáùåííîé

ïîñòàíîâêå ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (3.7) è (3.8) ).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

(3.1)− (3.6)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 1



Î íåêîòîðûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññàõ ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ . . . 97

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå:

q = q1q2 < 1

ãäå

q21 =
1

ν1
∥θ(x2)∥L∞(S)

[
l1 − ξ1

4
+

M 2
2

2(l1 − ξ1)

]
, q22 =

1

ν2
∥θ(x2)∥L∞(S)

[
ξ1
4
+
M 2

1

2ξ1

]
,

M 2
1 =

2

π2
max

{
4ξ21 ; l

2
2

}
, M 2

2 =
2

π2
max

{
4(l1 − ξ1)

2; l22
}
.

Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.1)− (3.6) ñõîäèòñÿ â íîðìå

∥v∥2◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2))
=

2∑
k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂vk
∂xα

)2

dΩk +

∫
S

[v]2 dS,

(à çíà÷èò è â íîðìå ∥v∥V (Ω(1,2)) , â ñèëó èõ ýêâèâàëåíòíîñòè) ê åäèíñòâåí-
íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2.1) − (2.3) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè

u
(0)
2 ∈ W 1

2 (Ω2; Γ2) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:{
|z(n)1 |W 1

2 (Ω1) ≤ q1|z(n−1)
2 |W 1

2 (Ω2), |z(n)2 |W 1
2 (Ω2) ≤ q2|z(n)1 |W 1

2 (Ω1), n = 1, 2, ...;

|z(n)2 |W 1
2 (Ω2) ≤ q1q2|z(n−1)

2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ...;{

|z(n)2 |W 1
2 (Ω2) ≤ qn|z(0)2 |W 1

2 (Ω2), |z(n)1 |W 1
2 (Ω1) ≤ q1q

n−1|z(0)2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ...;

∥z(n)1 ∥L2(Ω1) ≤M1q1q
n−1|z(0)2 |W 1

2 (Ω2), |z(n)2 |L2(Ω2) ≤M2q
n|z(0)2 |W 1

2 (Ω2), n = 1, 2, ...;

∥z(n)1 ∥L2(S) ≤
[
2

ξ1
M2

1 + ξ1

]1/2
q1q

n−1|z(0)2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ...;

∥z(n)2 ∥L2(S) ≤
[

2

l1 − ξ1
M2

2 + l1 − ξ1

]1/2
qn|z(0)2 |W 1

2 (Ω2), n = 1, 2, ...;

∥[z(n)]∥2L2(S)
≤ 2

{[
2

ξ1
M 2

1 + ξ1

]
(q1q

n−1)2 +

[
2

l1 − ξ1
M2

2 + l1 − ξ1

]
(qn)2

}
|z(0)2 |W 1

2 (Ω2),

n = 1, 2, ...;

ãäå

|vk|2W 1
2 (Ωk)

=
2∑

α=1

∥∥∥∥ ∂vk∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ωk)

=

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂vk
∂xα

)2

dΩk, k = 1, 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.19) ,

îïðåäåëÿþùåå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) çàäà÷è (2.1)− (2.3) .
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Ýòî òîæäåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå:

2∑
k=1

∫
Ωk

[
2∑

α=1

k(k)α (x)
∂uk
∂xα

∂vk
∂xα

+ qk(x)ukvk

]
dΩk +

2∑
k=1

∫
S

θ(x)ukvk dS =

=

∫
S

θ(x)
(
u2v1 + u1v2

)
dS +

2∑
k=1

∫
Ωk

fk(x)vkdΩk, ∀v(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)).(3.9)

Äàëåå, èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà (3.7) , (3.8) îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåíèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè un(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)) ïåðåïèøåì â âèäå:

2∑
k=1

∫
Ωk

[
2∑

α=1

k(k)α (x)
∂unk
∂xα

∂vk
∂xα

+ qk(x)u
n
kvk

]
dΩk +

2∑
k=1

∫
S

θ(x)unkvk dS =

=

∫
S

θ(x)
(
un−1
2 v1 + un1v2

)
dS +

2∑
k=1

∫
Ωk

fk(x)vkdΩk, ∀v(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)).(3.10)

Èç (3.10) ïðè v1 = 0 ñëåäóåò (3.7) , à ïðè v2 = 0 ñëåäóåò (3.8) .
Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé ïðè n → ∞ ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíû:

zn(x) =

{
zn1 (x) = un1(x)− u1(x), x ∈ Ω1;
zn2 (x) = un2(x)− u2(x), x ∈ Ω2,

(3.11)

Èç (3.9) , (3.10) ñëåäóåò

2∑
k=1

∫
Ωk

[
2∑

α=1

k(k)α (x)
∂znk
∂xα

∂vk
∂xα

+ qk(x)z
n
kvk

]
dΩk +

2∑
k=1

∫
S

θ(x)znkvk dS =

=

∫
S

θ(x)
(
zn−1
2 v1 + zn1 v2

)
dS, ∀v(x) ∈

◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2)). (3.12)

Ïîëàãàÿ â (3.12) v = zn , ïîëó÷èì

2∑
k=1

∫
Ωk

[
2∑

α=1

k(k)α (x)

(
∂znk
∂xα

)2

+ qk(x)(z
n
k )

2

]
dΩk +

2∑
k=1

∫
S

θ(x)(znk )
2 dS =

=

∫
S

θ(x)
(
zn1 z

n−1
2 + zn1 z

n
2

)
dS.(3.13)
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Èç (3.7) , (3.8) è (2.15) , (2.16) âûòåêàþò òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:∫
Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α (x)
∂zn1
∂xα

∂v1
∂xα

+ q1(x)z
n
1 v1

]
dΩ1 +

∫
S

θ(x)zn1 v1 dS =

=

∫
S

θ(x)z
(n−1)
2 v1 dS, ∀v1(x) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1), (3.14)

∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α (x)
∂zn2
∂xα

∂v2
∂xα

+ q2(x)z
n
2 v2

]
dΩ2 +

∫
S

θ(x)zn2 v2 dS =

=

∫
S

θ(x)zn1 v2 dS, ∀v2(x) ∈ W 1
2 (Ω2; Γ2). (3.15)

Ïðè v1 = zn1 , v2 = zn2 èç (3.14), (3.15) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:∫
Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α (x)

(
∂zn1
∂xα

)2

+ q1(x)(z
n
1 )

2

]
dΩ1 +

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS =

=

∫
S

θ(x)zn−1
2 zn1dS, (3.16)

∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α (x)

(
∂zn2
∂xα

)2

+ q2(x)(z
n
2 )

2

]
dΩ2 +

∫
S

θ(x)(zn2 )
2 dS =

=

∫
S

θ(x)zn1 z
n
2dS. (3.17)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü â ñîîòíîøåíèè (3.16). Èìååì

∫
S

θ(x)zn−1
2 zn1 dS =

∫
S

θ1/2(x)zn−1
2 θ1/2(x)zn1 dS ≤

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS

1/2

×

×

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS

1/2

≤ ε

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS +

1

4ε

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS, ∀ε > 0.(3.18)
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Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (3.16) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∫
Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α (x)

(
∂zn1
∂xα

)2

+ q1(x)(z
n
1 )

2

]
dΩ1 +

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS ≤

≤ ε

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS +

1

4ε

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS. (3.19)

Îòêóäà∫
Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α (x)

(
∂zn1
∂xα

)2

+ q1(x)(z
n
1 )

2

]
dΩ1 + (1− ε)

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS ≤

≤ 1

4ε

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS, ∀ε > 0.(3.20)

Àíàëîãè÷íî èç (3.17) ìîæíî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α (x)

(
∂zn2
∂xα

)2

+ q2(x)(z
n
2 )

2

]
dΩ2 + (1− ε)

∫
S

θ(x)(zn2 )
2 dS ≤

≤ 1

4ε

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS, ∀ε > 0.(3.21)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.20) è (3.21) áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè íåðàâåíñòâàìè. Ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ

k(1)α (x) ≥ ν1 > 0, k(2)α (x) ≥ ν2 > 0, q1(x) ≥ 0, q2(x) ≥ 0, x ∈ Ω1 ∪ Ω2,
(3.22)

óñòàíîâèì îöåíêè:

ν1

∫
Ω1

2∑
α=1

(
∂zn1
∂xα

)2

dΩ1 ≤
1

4ε

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS, 0 < ε ≤ 1, (3.23)

ν2

∫
Ω2

2∑
α=1

(
∂zn2
∂xα

)2

dΩ2 ≤
1

4ε

∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS, 0 < ε ≤ 1. (3.24)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé v1 ∈ W 1
2 (Ω1) è v2 ∈ W 1

2 (Ω2) ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥v1∥2L2(S)
≤ 2

ξ1
∥v1∥2L2(Ω1)

+ ξ1

∥∥∥∥∂v1∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

, (3.25)
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∥v2∥2L2(S)
≤ 2

l1 − ξ1
∥v1∥2L2(Ω2)

+ (l1 − ξ1)

∥∥∥∥∂v2∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

. (3.26)

Ë å ì ì à 3.2. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé v1 ∈ W 1
2 (Ω1) è v2 ∈ W 1

2 (Ω2) ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥v1∥2L2(Ω1)
≤ 2

π2
max

{
4ξ21 ; l

2
2

} 2∑
α=1

∥∥∥∥ ∂v1∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

+
1

π
max

{
2ξ1; l2

}
∥v1∥2L2(Γ1)

∥v2∥2L2(Ω2)
≤ 2

π2
max

{
4(l1 − ξ1)

2; l22
} 2∑

α=1

∥∥∥∥ ∂v2∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

+

+ 1
π max

{
2(l1 − ξ1); l2

}
∥v2∥2L2(Γ2)

.

(3.27)

Îöåíèì òåïåðü ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (3.23) , (3.24) .
Â ñèëó (3.25) , (3.26) èìååì îöåíêè:∫

S

θ(x)(zn1 )
2 dS ≤ ∥θ(x)∥L∞(S)∥zn1∥2L2(S)

≤

≤ ∥θ(x)∥L∞(S)

[
2

ξ1
∥zn1∥2L2(Ω1)

+ ξ1

∥∥∥∥∂zn1∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

]
,

(3.28)

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS ≤ ∥θ(x)∥L∞(S)∥zn−1

2 ∥2L2(S)
≤

≤ ∥θ(x)∥L∞(S)

[
2

(l1 − ξ1)
∥zn−1

2 ∥2L2(Ω2)
+ (l1 − ξ1)

∥∥∥∥∂zn−1
2

∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

]
.

(3.29)

Äàëåå, òàê êàê zn1 (x) = 0 , x ∈ Γ1 , z
n
2 (x) = 0 , x ∈ Γ2 , òî ïðèìåíåíèå

íåðàâåíñòâ (3.27) ê ôóíêöèÿì zn1 (x) è zn2 (x) äàåò îöåíêè:

∥zn1∥2L2(Ω1)
≤M2

1

2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn1∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

, (3.30)

∥zn−1
2 ∥2L2(Ω2)

≤M 2
2

2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn−1
2

∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

, (3.31)

ãäå

M 2
1 =

2

π2
max

{
4ξ21 ; l

2
2

}
, M 2

2 =
2

π2
max

{
4(l1 − ξ1)

2; l22
}
. (3.32)
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Òàê ÷òî èç îöåíîê (3.28) , (3.29) è (3.30)− (3.32) óñòàíîâèì:∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS ≤ ∥θ(x)∥L∞(S)

[
2

ξ1
M 2

1

2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn1∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

+ ξ1

∥∥∥∥∂zn1∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

]
,

(3.33)∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS ≤ ∥θ(x)∥L∞(S)

[
2

l1 − ξ1
M 2

2

2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn2∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

+

+(l1 − ξ1)
∥∥∥∂zn−1

2

∂x1

∥∥∥2
L2(Ω2)

]
.

(3.34)

Îòêóäà èìååì∫
S

θ(x)(zn1 )
2 dS ≤ ∥θ(x)∥L∞(S)

[
ξ1 +

2

ξ1
M 2

1

] 2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn1∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

, (3.35)

∫
S

θ(x)(zn−1
2 )2 dS ≤ ∥θ(x)∥L∞(S)

[
(l1 − ξ1) +

2

l1 − ξ1
M 2

2

] 2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn−1
2

∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

.

(3.36)
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè (3.35) , (3.36) èç (3.23) , (3.24) íàéäåì∫

Ω1

2∑
α=1

(
∂zn1
∂xα

)2

dΩ1 ≤
1

ν1ε
∥θ(x)∥L∞(S)

[
l1 − ξ1

4
+

M 2
2

2(l1 − ξ1)

] 2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn−1
2

∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

,

(3.37)∫
Ω2

2∑
α=1

(
∂zn2
∂xα

)2

dΩ2 ≤
1

ν2ε
∥θ(x)∥L∞(S)

[
ξ1
4
+
M 2

1

2ξ1

] 2∑
α=1

∥∥∥∥∂zn1∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

, (3.38)

0 < ε ≤ 1.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ε = 1 ïîëó÷àåì îöåíêè:

|zn1 |2W 1
2 (Ω1)

≤ q21|z
(n−1)
2 |2W 1

2 (Ω2)
, n = 1, 2, ..., (3.39)

|zn2 |2W 1
2 (Ω2)

≤ q22|zn1 |2W 1
2 (Ω1)

, n = 1, 2, ..., (3.40)

ãäå

q21 =
1

ν1
∥θ(x)∥L∞(S)

(
l1 − ξ1

4
+

M 2
2

2(l1 − ξ1)

)
, (3.41)

q22 =
1

ν2
∥θ(x)∥L∞(S)

(
ξ1
4
+
M2

1

2ξ1

)
, (3.42)

M 2
1 =

2

π2
max

{
4ξ21 ; l

2
2

}
, M 2

2 =
2

π2
max

{
4(l1 − ξ1)

2; l22
}
, (3.43)
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|vk|2W 1
2 (Ωk)

=
2∑

α=1

∥∥∥∥ ∂vk∂xα

∥∥∥∥2
L2(Ωk)

=

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂vk
∂xα

)2

dΩk, k = 1, 2. (3.44)

Èç îöåíîê (3.39) , (3.40) ñëåäóåò

|zn2 |2W 1
2 (Ω2)

≤ q22|zn1 |2W 1
2 (Ω1)

≤ q21q
2
2|zn−1

2 |2W 1
2 (Ω2)

, (3.45)

ò.å. èìååì îöåíêó

|zn2 |W 1
2 (Ω2) ≤ q1q2|zn−1

2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ... . (3.46)

Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíà ïàðà îöåíîê

|zn2 |W 1
2 (Ω2) ≤ q1q2|zn−1

2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ..., (3.47)

|zn1 |W 1
2 (Ω1) ≤ q1|zn−1

2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ... . (3.48)

Ñëåäîâàòåëüíî, zn2 = un2 −u2 , zn1 = un1 −u1 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞ ,
åñëè

q = q1q2 < 1, (3.49)

ò.å. ñõîäèìîñòü â íîðìå | · |W 1
2 (Ω)

äîêàçàíà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.49) .
Óñëîâèå (3.49) â ïîäðîáíîé çàïèñè èìååò âèä

q = q1q2 =
1

(ν1ν2)1/2
∥θ(x)∥L∞(S)

(
ξ1
4
+
M 2

1

2ξ1

)1/2(
l1 − ξ1

4
+

M2
2

2(l1 − ξ1)

)1/2

< 1,

(3.50)

M 2
1 =

2

π2
max

{
4ξ21 ; l

2
2

}
, M 2

2 =
2

π2
max

{
4(l1 − ξ1)

2; l22
}
. (3.51)

Äàëåå, èç îöåíêè (3.47) ïîëó÷àåì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ êîìïî-
íåíòû zn2 (x) = un2(x)− u2(x) , x ∈ Ω2 :

|zn2 |W 1
2 (Ω2) ≤ qn|z(0)2 |W 1

2 (Ω2), 0 < q = q1q2 < 1, n = 1, 2, 3, ... . (3.52)

Äàëåå, èç îöåíîê (3.48) è (3.52) èìååì

|zn1 |W 1
2 (Ω1) ≤ q1|zn−1

2 |W 1
2 (Ω2) ≤ q1q

n−1|z(0)2 |W 1
2 (Ω2), (3.53)

ò.å. íàðÿäó ñ îöåíêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (3.52) ñïðàâåäëèâà òàêæå îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ êîìïîíåíòû zn1 (x) = un1(x)− u1(x) , x ∈ Ω1 :

|zn1 |W 1
2 (Ω1) ≤ q1q

n−1|z(0)2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, 3, ... . (3.54)

Äàëåå, êàê ïîêàçàíî âûøå, ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.52) è (3.54) :

|zn1 |W 1
2 (Ω1) ≤ q1q

n−1|z(0)2 |W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, 3, ...;
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|zn2 |W 1
2 (Ω2) ≤ qn|z(0)2 |W 1

2 (Ω2), 0 < q = q1q2 < 1, n = 1, 2, 3, ... .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îöåíêè ôóíêöèé zn1 (x) , x ∈ Ω1 , z
n
2 (x) , x ∈ Ω2 ,

îáëàäàþùèõ óñëîâèÿìè zn1 (x) = 0 , x ∈ Γ1 , z
n
2 (x) = 0 , x ∈ Γ2 , ìîæíî

ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâà (3.27) èç ëåììû 3.2. :

∥zn1∥2L2(Ω1)
≤M 2

1 |z
(n)
1 |2W 1

2 (Ω1)
, M 2

1 =
2

π2
max

{
4ξ21 ; l

2
2

}
, (3.55)

∥zn2∥2L2(Ω2)
≤M 2

2 |z
(n)
2 |2W 1

2 (Ω2)
, M 2

2 =
2

π2
max

{
4(l1 − ξ1)

2; l22
}
. (3.56)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè (3.55) , (3.56) èç íåðàâåíñòâ (3.52) è (3.54)
óñòàíàâëèâàåì îöåíêè äëÿ L2(Ω1) � íîðìû è L2(Ω2) � íîðìû ïîãðåøíîñòåé
zn1 (x) , x ∈ Ω1 , z

n
2 (x) , x ∈ Ω2 :

∥zn1∥L2(Ω1) ≤M1q1q
n−1|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
, n = 1, 2, ..., (3.57)

∥zn2∥L2(Ω2) ≤M2q
n|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
, n = 1, 2, ... . (3.58)

Óñòàíîâèì òåïåðü îöåíêè L2(S) � íîðì ïîãðåøíîñòåé zn1 (x) , x ∈ Ω1 ,
zn2 (x) , x ∈ Ω2 .

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.25) , (3.26) ëåììû 3.1. , à òàêæå îöåíêè (3.52) , (3.54)
è (3.57) , (3.58) ïîëó÷àåì:

∥zn1∥2L2(S)
≤ 2

ξ1
∥zn1∥2L2(Ω1)

+ ξ1

∥∥∥∥∂zn1∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω1)

≤

≤ 2

ξ1
M2

1

(
q1q

n−1
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
+ ξ1

(
q1q

n−1
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
=

=

(
2

ξ1
M 2

1 + ξ1

)(
q1q

n−1
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
,

(3.59)

∥zn2∥2L2(S)
≤ 2

l1 − ξ1
∥zn2∥2L2(Ω2)

+ (l1 − ξ1)

∥∥∥∥∂zn2∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω2)

≤

≤ 2

l1 − ξ1
M 2

2

(
qn
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
+ (l1 − ξ1)

(
qn
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
=

=

(
2

l1 − ξ1
M 2

2 + l1 − ξ1

)(
qn
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
.

(3.60)

Òàêèì îáðàçîì èç íåðàâåíñòâ (3.59) è (3.60) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû
òàêæå ñëåäóþùèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà èòåðàöèé:

∥zn1∥L2(S) ≤
(
2

ξ1
M 2

1 + ξ1

)1/2

q1q
n−1|z02|W 1

2 (Ω2), n = 1, 2, ..., (3.61)

∥zn2∥L2(S) ≤
(

2

l1 − ξ1
M 2

2 + l1 − ξ1

)1/2

qn|z02|W 1
2 (Ω2), n = 1, 2, ... . (3.62)
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Óñòàíîâèì òåïåðü îöåíêó âåëè÷èíû∫
S

[
zn
]2
dS =

∫
S

(
zn2 − zn1

)2
dS = ∥zn2 − zn1∥2L2(S)

. (3.63)

Èìååì ∫
S

[
zn
]2
dS ≤ 2

(
∥zn1∥2L2(S)

+ ∥zn2∥2L2(S)

)
. (3.64)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè (3.61) è (3.62) è íåðàâåíñòâî (3.64) ïîëó÷èì∫
S

[
zn
]2
dS ≤ 2

[(
2

ξ1
M2

1 + ξ1

)(
q1q

n−1
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
+

+

(
2

l1 − ξ1
M 2

2 + l1 − ξ1

)(
qn
)2|z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)

]
=

= 2

{(
2

ξ1
M 2

1 + ξ1

)(
q1q

n−1
)2

+

(
2

l1 − ξ1
M 2

2 + l1 − ξ1

)(
qn
)2} |z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
.

(3.65)
Èòàê, óñòàíîâëåíà åùå îäíà îöåíêà∫

S

[
zn
]2
dS =

∫
S

(
zn2 − zn1

)2
dS = ∥zn2 − zn1∥2L2(S)

≤

≤ 2

{(
2

ξ1
M 2

1 + ξ1

)(
q1q

n−1
)2

+

(
2

l1 − ξ1
M 2

2 + l1 − ξ1

)(
qn
)2} |z(0)2 |2W 1

2 (Ω2)
.

(3.66)
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Some iterative processes of solution of elliptic equations

with discontinuous coe�cients and solutions with a design

estimates of the rate of convergence of iterations

c⃝ F. V. Lubyshev3, M. E. Fairuzov4

Abstract. We study the approximate solution of the contact boundary problems for elliptic
equations in inhomogeneous anisotropic media with discontinuous coe�cients and solution when
contacting the internal borders of multilayer media de�ne the conditions of conjugation nonideal
contact type. Developed and validated method for solving these classes of problems with
discontinuous coe�cients and solutions to equations of mathematical physics of elliptic type.
Questions of convergence of the iterative process. And the set design of the rate of convergence of
iterations (with calculated constants).

Key Words: iteration method, mathematical modeling, elliptic equation, problems for equations
of mathematical physics with discontinuous coe�cients and solutions, the operator.
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