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Ìîäåëèðîâàíèå êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèè æåñòêèõ

âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäîâ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè

c⃝ Ì. Ì. Áóçìàêîâà1

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíà êîíòèíóàëüíàÿ ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü æåñòêèõ âûòÿíóòûõ ýë-
ëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ñòðóêòóðîîá-
ðàçîâàíèÿ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è èçó÷åíèÿ èõ ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà
è çíà÷åíèÿ òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïåðêîëÿöèÿ, êîìïîçèöèîííûå è äèñïåðñíûå ìàòåðèàëû, ôàçîâûå
ïåðåõîäû

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé ðîñò èñïîëüçîâàíèÿ äèñïåðñíûõ è êîì-
ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé
ïðîìûøëåííîñòè, ìåäèöèíå, ýêîëîãèè, õèìèè. Èõ øèðîêàÿ ïðèìåíèìîñòü îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ýòèì ìàòåðèàëàì ìîæíî ïðèäàòü îïðåäåëåííûå ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà. Íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ è ñîâåðøåíñòâîâàíèå óæå ñóùåñòâó-
þùèõ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåëà ê ðàçâèòèþ íàó÷íûõ èññëåäî-
âàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè. Ðàçðàáîòêà íàó÷íûõ îñíîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû è ñïî-
ñîáîâ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü. Ñðåäè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ è ñïîñîáîâ ïî-
ëó÷åíèÿ äèñïåðñíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóþòñÿ
ìåòîäû òåîðèè ïåðêîëÿöèè è òåîðèè ôðàêòàëîâ [1].

Òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè çàíèìàåò íåìàëîâàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé íàóêå. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ìåæäèñöèïëèíàðíîé, òî åñòü åå ìåòîäû ìîæíî
èñïîëüçîâàòü è â ìàòåìàòèêå, è â ôèçèêå, è â õèìèè, è â áèîëîãèè, è â ýêîíîìèêå è
äðóãèõ íàóêàõ [2]. Òåîðèÿ ïåðêîëÿöèè èìååò ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé [3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèÿ
æåñòêèõ âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäîâ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè. Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ è ñâîéñòâ äèñïåðñíûõ
è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Êðîìå òîãî, äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
îïèñàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà çîëü�ãåëü. Íîâèçíà íàøåãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ìû èññëåäóåì âûòÿíóòûå æåñòêèå ýëëèïñîèäû âðàùåíèÿ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êà-
ìè, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó ýëëèïñîèäàìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå çàâèñèìîñòè ïîðîãà ïåðêîëÿöèè
îò òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè è àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà.

1 àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Àñòðàõàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Àñòðàõàíü; mariya_nazarova@mail.ru.
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Ñîçäàíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèè âûòÿíóòûõ æåñòêèõ ýëëèï-
ñîèäîâ âðàùåíèÿ (äàëåå ýëëèïñîèäîâ) ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè. Ýëëèïñîèäû ñ ðà-
äèóñîì âðàùåíèÿ r , àñïåêòíûì îòíîøåíèåì k è ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êîé d ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ïîìåùàþòñÿ â êóá ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì L . Â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè, äâà ýëëèï-
ñîèäà ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàñòåðó òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èõ ïðîíèöàåìûå îáîëî÷êè
ïåðåñåêàþòñÿ èëè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Äàëåå, â ñèñòåìå èäåò ïîèñê êëàñòåðà, ñîåäèíÿ-
þùåãî âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè êóáà � ïåðêîëÿöèîííîãî. Ïî íàëè÷èþ â ñèñòåìå ïåð-
êîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ìîæíî ãîâîðèòü î íàñòóïëåíèè ïåðêîëÿöèè. Êðîìå íàñòóïëåíèÿ
ïåðêîëÿöèè â ñèñòåìå, èññëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ
ïî ðàçìåðàì, ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà êëàñòåðà è ìîùíîñòè ïåðêîëÿöèîííîãî êëà-
ñòåðà, à òàêæå åãî ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîìèìî ýòîãî, äëÿ ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ
êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, êîòîðûå äîêàçûâàþò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì Ìîíòå�Êàðëî. Ïðè óïàêîâêè ýëåìåíòîâ â ñèñòå-
ìó äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì ≪Âèõðü Ìåðñåííà≫ [4]. Äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ê êëàñòåðó èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Õîøåíà�
Êîïåëüìàíà [5], êîòîðûé áûë ìîäèôèöèðîâàí ïîä êîíòèíóàëüíóþ çàäà÷ó. Èäåíòèôèêà-
öèÿ ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ≪ âîëíîâîãî àëãîðèòìà≫ [6].
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûëè èñïîëüçîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî âñåì òðåì
íàïðàâëåíèÿì.

Âñå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ñèñòåìû êîíå÷íîãî ðàçìåðà (L = 15, 20, 25 ) â ñâÿçè ñî
çíà÷èòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ìîäåëèðóåìîé çàäà÷è. Íî äàæå äëÿ òàêèõ íåáîëüøèõ ñèñòåì
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî òî÷íûå ðåçóëüòàòû (÷åòûðå çíàêà ïîñëå çàïÿòîé).

Äëÿ êàæäûõ çíà÷åíèé k = 1, ..., 5 , h = 0.1, ..., 1 ïðîèçâåäåíî 100 èñïûòàíèé è îïðå-
äåëåíî çíà÷åíèå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè ïî ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêå: îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü
âîçíèêíîâåíèÿ ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà P (p) ; ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî
ýêñïåðèìåíòà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ôóíêöèåé âèäà P (p) = (1 + exp(−(p − pc(L))a))

−1 (íà-
ïðèìåð, ðèñ. 2.1). Çíà÷åíèå äîëè çàïîëíåíèÿ, ïðè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ
ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ðàâíà 0.5 ïðèíèìàåòñÿ çà îöåíêó çíà÷åíèÿ ïîðîãà ïåðêîëÿöèè
äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ äàííîé ïåðêîëÿöèîííîé çàäà÷è ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè
ïàðàìåòðàìè: L = 15 , r = 0.5 , k = 1, 2, 3 , h = 0.1, 0.2, . . . , 1 ; L = 20 , r = 0.5 , k = 4 ,
h = 0.1, 0.2, . . . , 1 è äëÿ L = 25 , r = 0.5 , k = 5 , h = 0.1, 0.2, . . . , 1 .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ïîðî-
ãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîèäà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû
ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè (ðèñ. 3.1).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ôóíêöèÿìè
âèäà pc(k) = A exp(−k/t) + b , êîýôôèöèåíòû A , t , b ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Êðîìå âûÿâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ýëëèïñîè-
äà, áûëî èññëåäîâàíî ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì, ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà
êëàñòåðà è ìîùíîñòè ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàç-
ìåðàì ïîëó÷èëè çàêîíîìåðíîå ïîâåäåíèå: íà ìàëûõ äîëÿõ çàïîëíåíèÿ äî ïîðîãà ïåðêî-
ëÿöèè ñóùåñòâóþ òîëüêî êëàñòåðû ìàëûõ ðàçìåðîâ, íà ïîðîãå ïåðêîëÿöèè ñóùåñòâóþò
êàê áîëüøèå (â 50% ñëó÷àåâ ïåðêîëÿöèîííûå), òàê è ìàëûå êëàñòåðû, è ïîñëå ïîðî-
ãà ïåðêîëÿöèè ïðèñóòñòâóþò îäèí�äâà ìàëûõ êëàñòåðà (ðàçìåðîì íå áîëüøå äâóõ�òðåõ)
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çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè
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Òàáëèöà 2: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A , t , b àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé pc(k) =
A exp(−k/t) + b ïðè ðàçëè÷íûõ h

h A t b
1 0.066± 0.002 1.47± 0.08 0.013± 0.001
0.9 0.082± 0.002 1.38± 0.09 0.014± 0.001
0.8 0.103± 0.006 1.22± 0.08 0.017± 0.001
0.7 0.129± 0.009 1.14± 0.09 0.019± 0.001
0.6 0.166± 0.009 1.06± 0.08 0.021± 0.001
0.5 0.215± 0.009 0.99± 0.04 0.024± 0.001
0.4 0.34± 0.01 0.83± 0.04 0.029± 0.001
0.3 0.47± 0.02 0.77± 0.03 0.037± 0.001
0.2 0.69± 0.04 0.68± 0.03 0.049± 0.001
0.1 1.36± 0.09 0.59± 0.03 0.060± 0.002

è îäèí áîëüøîé êëàñòåð � ïåðêîëÿöèîííûé. Çíà÷åíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà êëàñòåðà ïðè
ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó ïåðêîëÿöèè ñòðåìèòåëüíî âîçðàñòàåò, à ïîñëå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè
ñòðåìèòåëüíî óáûâàåò; çíà÷åíèå ìîùíîñòè ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà ïðè ïðèáëèæåíèè
ê ïîðîãó ïåðêîëÿöèè ñòðåìèòåëüíî âîçðàñòàåò, ïîñëå ïîðîãà ïåðêîëÿöèè âîçðàñòàåò ìå-
íåå èíòåíñèâíî (ðèñ.3.2). Òàêîå ïîâåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàêîíîìåðíûì è ïîäòâåðæäàåò
ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ñëåâà ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðà S(p) , ñïðàâà ìîùíîñòü ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà P∞(p) ïðè

L = 25 , h = 1 , k = 5

Äëÿ äàííîé ïåðêîëÿöèîííîé ìîäåëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè
ïðè L = 20 , k = 4 è h = 0.8 : äëÿ çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ðàçìåðà êëàñòåðà êðèòè÷åñêèé ïî-
êàçàòåëü γ = 1.63± 0.15 ïðè p > pc , γ = 1.97± 0.17 ïðè p < pc , äëÿ çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè
ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü β = 0.445± 0.008 . Íàéäåííûå çíà÷å-
íèÿ êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñîâïàäàþò ñ ðàíåå èçâåñòíûìè â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè äëÿ
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, ðàâíîé òðåì [2], ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ
íàìè ðåçóëüòàòîâ.

Êðîìå îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, äëÿ äàííîé ïåðêîëÿöèîííîé

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



68

ìîäåëè áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïåðêîëÿöèîííî-
ãî êëàñòåðà íà ïîðîãå ïåðêîëÿöèè: ïðè L = 20 , k = 4 è h = 0.8 Df = 2.74 ± 0.05 , ïðè
L = 20 , k = 4 è h = 0.6 Df = 2.79± 0.07 , ïðè L = 25 , k = 5 è h = 1 Df = 2.68± 0.13 ,
ïðè L = 25 , k = 5 è h = 0.6 Df = 2.59±0.17 , êîòîðûå â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ñîâïàäàþò
ìåæäó ñîáîé è ñ ðàíåå èçâåñòíûìè [2], [7]. Ýòî áåçóñëîâíî ìîæåò ñëóæèòü ïîäòâåðæäåíèåì
äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà ìîäåëü êîíòèíóàëüíîé ïåðêîëÿöèè æåñòêèõ âûòÿíóòûõ ýë-
ëèïñîèäîâ ñ ïðîíèöàåìûìè îáîëî÷êàìè, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èçâåñòíûõ òåì, ÷òî âïåðâûå
ðàññìîòðåíû èìåííî âûòÿíóòûå ýëëèïñîèäû âðàùåíèÿ. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
îðèãèíàëüíîé. Âûÿâëåíà çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ ïîðîãà ïåðêîëÿöèè îò àñïåêòíîãî îòíîøå-
íèÿ ýëëèïñîèäà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëåíû
òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êàê ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðà, ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ
ïî ðàçìåðàì, ìîùíîñòü è ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà, êðèòè÷å-
ñêèå ïîêàçàòåëè. Äàííàÿ ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîöåññà ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ êîìïîçèöèîííûõ è äèñïåðñíûõ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå èñ-
ñëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ èõ ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âáëèçè
ïîðîãà ïåðêîëÿöèè. Òàêæå ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà çîëü�ãåëü.
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Modelling of the continuum percolation of the prolate hard

ellipsoids with preamble shells.

c⃝ M. M. Buzmakova2

Abstract. The continuum percolation model of hard prolate ellipsoids of rotation has been
investigated. The model can be used to describe the process of the structure formation of composite
and dispersed materials and the study of their physical and chemical properties. Dependence
of value of the percolation threshold on thickness of permeable shell and aspect ratio has been
obtained.
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