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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçëàãàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè, ê êîòîðûì ïðèâîäÿò çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, à òàêæå ðàçâèâàþòñÿ
ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîîòíîøåíèÿ, îïåðàòîð, ôóíêöèÿ, ñèñòåìà, ðåøåíèå, àðãóìåíò, ïðîèç-
âîäíàÿ, óðàâíåíèå, ôàêò

1. Ââåäåíèå

Èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé ëåã÷å ðåàëèçóþòñÿ â èíæå-
íåðíîì ñìûñëå. Êîíå÷íî, ïîíÿòèå ïðîñòîòû âåñüìà îòíîñèòåëüíî, íî, ñêàæåì, êâàäðàòè÷-
íûå ñèñòåìû âûçîâóò ïðåäïî÷òåíèå ó ëþáîãî êîíñòðóêòîðà ïåðåä ñèñòåìàìè, âêëþ÷àþ-
ùèìè áîëåå ñëîæíûå íåëèíåéíîñòè. Ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóê-
òóðîé, èìåþùèõ íåñêîëüêî íåóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, íî èìåþùèõ çàäàííûì
îáðàçîì ãåîìåòðè÷åñêè ëîêàëèçîâàííîå îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ê òîìó
æå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå, ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü âåñüìà ýôôåêòèâíûå ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïî ñóòè ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëèíåéíûõ è ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì. Íî â äàííîì ñëó÷àå àë-
ãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, áåñïîìîùíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòèõ
ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ñëîæíà. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåîñóùåñòâèìî.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ux = f(x, y, u),
uy = g(x, y, u).

(2.1)

Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå èëè äàæå íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. ßñíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå íå âñåãäà,
òàê êàê íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ u îäíà, à óðàâíåíèÿ äâà. Óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Ïðè÷åì áóäåì èñêàòü ýòè óñëîâèÿ â âèäå íåêîòîðîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè f, g è èõ ïðîèçâîäíûå. Ïóñòü ôóíêöèÿ u - ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.1). Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∂(ux − f)

∂y
=
∂(uy − g)

∂x
,
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îòêóäà ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî uxy =
uyx , êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, èìååì

fy + fug = gx + guf. (2.2)

Âûðàæåíèå (2.2) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè, à âûðàæåíèå fy− fug− gx−
guf - ñêîáêàìè ßêîáè. Åñëè ôóíêöèè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1), íå çàâèñÿò
îò èñêîìîé ôóíêöèè u , òî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïðèíèìàåò âèä

fy = gx. (2.3)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

Aux +Buy = 0,
Cux +Duy = 0.

(2.4)

ßñíî, ÷òî äëÿ ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû, âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàç-
ðåøèìîñòü óðàâíåíèé (2.4), ò.å. âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ AD = BC . Äîïîëíèòåëüíîå
òðåáîâàíèå óñòàíîâèì àíàëîãè÷íûì ñ (2.2) îáðàçîì. Ïóñòü u - ðåøåíèå. Òîãäà âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

A
∂(Cux +Duy)

∂x
+B

∂(Cux +Duy)

∂y
= C

∂(Aux +Buy)

∂x
+D

∂(Aux +Buy)

∂y
,

Îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ uxy = uyx , ïîëó÷àåì

A(Cxux +Dxuy) +B(Cyux +Dyuy) = C(Axux +Bxuy) +D(Ayux +Byuy). (2.5)

Äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (2.4) íåîáõîäèìà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèÿ
(2.5) è óðàâíåíèé (2.4). Èíà÷å ãîâîðÿ, óðàâíåíèå (2.5) äîëæíî áûòü ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé
(2.4). Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

−B(ACxux +Dxuy) +B(Cyux +Dyuy)− C(Axux +Bxuy) +D(Ayux +Byuy) (2.6)

êîòîðîå íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèåì AD = BC è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.4).

Âûðàæåíèå

A(Cxux +Dxuy) + B(Cyux +Dyuy)− C(Axux +Bxuy) +D(Ayux +Byuy)

íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà ñèñòåìû (2.4). Èìåííî Ñ.Ä. Ïóàññîí (1781-1840) ïåðâûì çà-
ìåòèë, ÷òî ïðè ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè, ñîêðàùàþòñÿ. Ýòî ÿâèëîñü âåñüìà íåîæèäàííûì è âàæíûì ôàêòîì.

Â ñëó÷àå ñèñòåì óðàâíåíèé áîëüøåãî ïîðÿäêà ÿâíûå ñîîòíîøåíèÿ âûïèñûâàòü äîñòà-
òî÷íî çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó èçëîæèì âîïðîñ â áîëåå îáùåì âèäå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

L1(u) = 0, L2(u) = 0. (2.7)

Çäåñü è äàëåå Li - ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Li(u) =
n∑
j=1

aijuxj ,
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êîýôôèöèåíòû aij - ñóòü ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn . Åñëè ôóíê-
öèÿ u = u(x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî (2.7) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè è âûïîëíåíî
L1(L2(u)) = L2(L1(u)) = 0 ; ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L1(L2(u))− L2(L1(u)) = 0. (2.8)

Âûðàæåíèå (2.8) íå çàâèñèò îò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òàêæå ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïðåðàòîð

L3(u) = L1(L2(u))− L2(L1(u)) =
n∑
j=1

a3juxj .

Ýòîò ôàêò îòêðûò Ïóàññîíîì. Âûðàæåíèå

[L1, L2] = L1(L2(u))− L2(L1(u))

íîñèò íàçâàíèå ñêîáîê Ïóàññîíà. Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.6), òî îíà óäî-
âëåòâîðÿåò òàêæå óðàâíåíèþ

L3(u) = L1(L2(u))− L2(L1(u)) = 0. (2.9)

Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî óðàâíåíèå (2.9) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñ óðàâíå-
íèÿìè (2.6). Òîãäà ìîæíî, ïðèìåíÿÿ ñêîáêó Ïóàññîíà, ïîëó÷èòü åùå óðàâíåíèÿ

L4(u) = [L1(u), L3(u)] = 0, L5(u) = [L2(u), L3(u) = 0, . . .]

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ñèñòåìà m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

L1(u) = 0, . . . , Lm(u) = 0 (2.10)

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè êàæäàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà [Li, Lj] (i, j = 1, . . . ,m) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ L1, . . . , Lm .

Åñëè ñèñòåìà (2.10) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî ïðèìåíÿÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå m + 1 óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê
çàìêíóòîé, òàê è íåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñíîâà ïðèìåíÿÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, ìîæíî ïîëó÷èòü
íîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîðÿäîê êîòîðîé ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó áîëüøå ïðåäûäó-
ùåé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ n , òî ýòîò ïðîöåññ êîíå÷åí.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé (2.10) íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè èëè íàçûâàåòñÿ ÿêîáèåâîé ñèñòåìîé, åñëè âñå-
âîçìîæíûå ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâíû íóëþ òîæäåñòâåííî:

[Li, Lj] ≡ 0, i, j = 1, . . . ,m.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ëþáàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ Y = Φ(X) , ãäå Y = (y1, . . . , yn) , Φ =
(φ1, . . . , φn) , ñîõðàíÿåò è ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè, è ñâîéñòâî èíâîëþöèîííîñòè ñèñòåìû
(2.10).
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2.1. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñèñòåìû

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé (2.10) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
íîðìàëüíîé ôîðìå

L1(u) = ux1 + a1m+1uxm+1 + . . .+ a1nuxn = 0, (2.11)

L2(u) = ux2 + a2m+1uxm+1 + . . .+ a2nuxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Lm(u) = ux2 + amm+1uxm+1 + . . .+ amnuxn = 0.

Ò å î ð å ì à 2.2. Âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà åñòü ñèñòåìà â èíâî-
ëþöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

2.2. Ðåãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè ó ñèñòåì 3-ãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x, y, z), ẏ = g(x, y, z) ż = h(x, y, z). (2.12)

Èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó ýòîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé èíòåãðàëüíîé
ïîâåðõíîñòè z = v(x, y) . Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðåãóëÿðíûìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè [2].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòüþ Φ íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùååñÿ îáðàçîì ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè G , ãî-
ìåîìîðôíîé êðóãó. Ëîêàëüíî ýëåìåíòàðíàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.

Ïóñòü u, v - äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îáëàñòè G, x, y, z - êîîðäèíà-
òû ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ïîâåðõíîñòè Φ . Óðàâíåíèÿ

x = f1(u, v), y = f2(u, v), z = f3(u, v)

íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.
Åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè Φ äîïóñêàåò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (ò.å. åñëè

ôóíêöèè fi , îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè â îáëàñòè G ), òî ïîâåðõíîñòü Φ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Åñëè k = 1 , òî
ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé.

Íàèáîëüøåé íàãëÿäíîñòüþ îòëè÷àþòñÿ ïîâåðõíîñòè, äîïóñêàþùèå ïàðàìåòðèçàöèþ

x = u, y = v, z = f(u, v).

Óðàâíåíèÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå

z = f(x, y). (2.13)

Ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà è íåÿâíî:

ω(x, y, z) = 0. (2.14)
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Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè ω(x, y, z) - ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî ó
òî÷êè (x0, y0, z0) , óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì

ω(x0, y0, z0) = 0, (∇ω(x0, y0, z0))2 ̸= 0,

åñòü îêðåñòíîñòü òàêàÿ, ÷òî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ
(2.14) è ïðèíàäëåæàùèå ýòîé îêðåñòíîñòè, îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ýëåìåíòàðíóþ ïîâåðõ-
íîñòü, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì (2.13).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé (δ, ε) - îêðåñòíîñòè òî÷êè

(x0, y0, z0) ôóíêöèÿ (2.13) òàêàÿ, ÷òî ω(x, y, f(x, y)) = 0 ïðè |x − x0| < δ , |y − y0| < δ ,
|z−z0| < ε . Ïðè÷åì âñå òî÷êè óêàçàííîãî (δ, ε) - ïàðàëëåïèïåäà, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.14),
èñ÷åðïûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè (x, y, f(x, y)) ïðè |x− x0| < δ , |y − y0| < δ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíóþ çàäà÷ó - çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ñè-
ñòåì - äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ çàäàííûé ÷àñòíûé èíòåãðàë, - ðåøèë Í.Ï.
Åðóãèí [2]. Ïî Åðóãèíó, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà
z = v(x, y) áóäåò ïðåäñòàâèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.12) â âèäåcfg

h

 =

cvxvy
−1

 ⋆ Φ(x, y, z) + b(x, y, z),

ãäå Φ(x, y, v(x, y)) ≡ 0 , âåêòîð b îðòîãîíàëåí âåêòîðó (vx, vy,−1)⋆ .
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ êâàäðà-

òàìè ïðîèçâîäíûõ
vxf + vyg − h = (v2x + v2y + 1) ⋆ Φ(x, y, z),

êîòîðîå ïîêàçûâïàåò, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Φ îò z ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâîé ÷àñòüþ ñèñòåìû (2.12). Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî ôóíêöèþ Φ âñåãäà
ìîæíî èñêàòü â âèäå Φ(x, y, z) = (v2x + v2y + 1)−1Φ1(x, y, z) .

Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé

z = v(x, y) + C, (2.15)

òî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì
óðàâíåíèå

vxf + vyg = h,

äèôôåðåíöèðóÿ êîòîðîå ïî z , ïîëó÷àåì

vxfz + vygz = hz.

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(
ccf g
fz gz

)(
cvx
vy

)
=

(
ch
hz

)
. (2.16)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (2.12) ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé (2.15) íåîá-
õîäèìà, âî-ïåðâûõ, àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (2.16). Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó
èùåì ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü, òðåáóåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè vxy = vyx ,
êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:
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∂

∂y
(∆−1(hgz − ghz)) =

∂

∂x
(∆−1(−hfz − fhz)). (2.17)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Èññëåäîâàòü íà íàëè÷èå ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ñèñòåìó (àòòðàêòîð Ðîññëåðà)

ẋ = −y − z, ẏ = x+ ay, ż = bx+ (x− c)z. (2.18)

Èùåì èíòåãðàë âèäà x = v(y, z) + C . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé(
ccx+ ay bx+ (x− c)z

1 b+ z

)(
cvy
vz

)
=

(
cy + z

0

)
;

ïðèâîäèì åå ê íîðìàëüíîìó âèäó:(
cvy
vz

)
=

(
c (b+z)(y+z)
bay+zay+zc

− y+z
bay+zay+zc

)
.

Ïðîâåðÿåì óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè:

vyz − vzy = z
−ba− az + zc+ c

−2abz + cb− az2 − b2a
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ ïðè a = c , b = 1 .

3. Âûâîäû

Â ñòàòüå èçëàãàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ê
êîòîðûì ïðèâîäÿò çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ, à òàêæå ðàçâèâàþòñÿ ìåòî-
äû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé íà ïîäâèæíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ðàçëè÷íûõ ôîðì.
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