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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çäåñü ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé è
îöåíêè íà ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ê òðàåêòîðèè íåâîç-
ìóùåííîãî
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1. Ââåäåíèå

Èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé ëåã÷å ðåàëèçóþòñÿ â èíæå-
íåðíîì ñìûñëå. Êîíå÷íî, ïîíÿòèå ïðîñòîòû âåñüìà îòíîñèòåëüíî, íî, ñêàæåì, êâàäðàòè÷-
íûå ñèñòåìû âûçîâóò ïðåäïî÷òåíèå ó ëþáîãî êîíñòðóêòîðà ïåðåä ñèñòåìàìè, âêëþ÷àþ-
ùèìè áîëåå ñëîæíûå íåëèíåéíîñòè. Ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóê-
òóðîé, èìåþùèõ íåñêîëüêî íåóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, íî èìåþùèõ çàäàííûì
îáðàçîì ãåîìåòðè÷åñêè ëîêàëèçîâàííîå îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ê òîìó
æå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå, ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü âåñüìà ýôôåêòèâíûå ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïî ñóòè ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëèíåéíûõ è ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì. Íî â äàííîì ñëó÷àå àë-
ãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, áåñïîìîùíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòèõ
ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ñëîæíà. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå îñóùåñòâèìî.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẋ = PX +Q+ µF (X), (2.1)

ãäå X = (x1, . . . , xn)
⋆ - âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, P,Q - ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåð-

íîñòåé n× n è n× 1 ñîîòâåòñòâåííî, F = (f1, . . . , fn)
⋆ - âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, µ - ìàëûé

ïàðàìåòð. Ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (äâèæåíèåì) ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîå ðåøåíèå (äâè-
æåíèå)

x(t,X0) = (x1(t,X0), . . . , xn(t,X0))
⋆

â n - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ó êîòîðîãî îäíà èç êîîðäèíàò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè
t→ ∞ , à îñòàëüíûå ïîñòîÿííû, íàïðèìåð,

xj(t,X0) ≡ x0j , j = 1, . . . , n− 1; xn → ∞ ïðè t→ ∞.
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Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) è î ïîâåäåíèè
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîãî
ðåøåíèÿ. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λn ìàòðèöû P òàêîâû,
÷òî λn = 0, Reλj < 0 äëÿ j = 1, . . . , n − 1 , F (X̄) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà. Ñäåëàåì çàìåíó X = SY , ãäå S - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n×n ,
è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (2.1):

Ẏ = S−1PSY + S−1Q+ µS−1F (SY ). (2.2)

Îòìåòèì, ÷òî xi = (S⋆
i Y ) , ãäå Si − i− ÿ ñòðîêà ìàòðèöû S . Ìàòðèöà S âûáèðàåòñÿ òàê,

÷òîáû ìàòðèöà A = S−1PS èìåëà ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö íóëåâûìè.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöû î÷åâèäíî. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå S ìîæíî âçÿòü õîòÿ áû
ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîðíåâûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû P ; â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A áóäåò
æîðäàíîâîé. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.2) â âèäå

Ẏ = AY +R + µΦ(Y ), (2.3)

ãäå R = S−1Q = (y1, . . . , yn)
⋆ ,

Φ(Y ) = S−1F (SY ) = (φ1(Y ), . . . , φn(Y ))⋆.

Ðàçäåëèì ñèñòåìó (2.3) íà äâå ãðóïïû óðàâíåíèé:

ẏ1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1n−1yn−1 + r1 + µφ1(Y ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẏn−1 = an−1 1y1 + an−1 2y2 + . . .+ an−1nyn−1 + rn−1 + µφn−1(Y ),

ẏn = rn + µφn(Y ). (2.4)

Ïðè µ = 0 ó ñèñòåìû (2.4) ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ Y0 = (Y 0
1 , . . . , Y

0
n−1) â ñèëó

òîãî, ÷òî ìàòðèöà {aij} (i = 1, . . . , n−1, j = 1, . . . , n−1) íåâûðîæäåííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè ó ñèñòåìû (2.4) åñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
Y (µ) è ïðè ëþáîì µ , êîòîðîå ïî ìîäóëþ äîëæíî áûòü ìåíüøå íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî
µ0 . Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
ÿêîáèàí ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû {aij} , i, j = 1, . . . , n− 1 . Îòìåòèì, ÷òî åñëè
ïðàâûå ÷àñòè Φ = (φ1, . . . , φn) íå áóäóò çàâèñåòü îò yn , òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
(2.4) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è yn áóäåò ìåíÿòüñÿ ïî ëèíåéíîìó
çàêîíó

yn = yn0 + (r + µφn(Yµ))t.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3) áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ïîñìîò-
ðèì, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèñòåìó (2.1) íàëîæèò óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè Φ îò yn , ò.å.

∂φi

∂yn
= 0, i = 1, . . . , n. (2.5)

Òàê êàê
∂φi

∂yn
=

n∑
j=1

∂φi

∂xj

∂xj
∂yn

= (∇φi, Sn),

ãäå Sn − n− é ñòîëáåö ìàòðèöû S , òî (2.5) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(∇φi, Sn) = 0. (2.6)
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Âåêòîð Sn îðòîãîíàëåí âñåì ñòðîêàì ìàòðèöû P , ò.å. îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó, íà-
òÿíóòîìó íà ñòðîêè ìàòðèöû P , è òàê êàê

∇φi =
∑

σij∇fi,

ãäå σij - ýëåìåíòû ìàòðèöû S−1 , òî âûïîëíåíî (2.6), à ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñïðàâåäëèâî
è ñîîòíîøåíèå (2.5), åñëè ∇f ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòðîêè ìàòðèöû
P . Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå X(t) . Ïóñòü òî÷êà M ∈ En . Ââåäåì â ðàññìîòðå-
íèå âåëè÷èíó ρ(M,X(t)) - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî òðàåêòîðèè X(t) : ρ(M,X(t)) =
minτ≥t0 ∥M −X(t)∥ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå X(t) íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâûì (îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì), åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîä-
íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ρ(X0, X(t)) < δ áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ

ρ(X(t,X0), X(t)) < ε ïðè t ≥ 0 (ρ(X(t,X0), X(t)) →
t→∞

0).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû P òà-
êîâû, ÷òî Reλj < 0 (j = 1, . . . , n−1) , λn = 0 , âåêòîðû ∇fj(j = 1, . . . , n) ñóùåñòâóþò è
ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòðîêè ìàòðèöû P . Òîãäà ñóùåñòâóåò òà-
êîå µ0 > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî µ , ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäÿùåãî µ0 , ñóùåñòâóåò îðáèòàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå íåîãðàíè÷åííîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1), óñòîé-
÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó âèäà

Ẋ = PX + µF (X, z),
ż = r + µh(X, z),

(2.7)

â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ñèñòåìà âèäà (2.1), åñëè ìàòðèöà P èìååò õîòÿ áû îäíî íóëåâîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Çäåñü X = (x1, . . . , xN)

⋆ , P − N × N− ìàòðèöà, r > 0 , µ - ìà-
ëûé ïàðàìåòð, F = (f1, . . . , fn) - âåêòîðíàÿ, h(X, z) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xN , z . Åñëè F (0, z) ≡ 0 , h(0, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (2.7) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
íåîãðàíè÷åííûõ ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé

x1 = x2 = . . . = xn = 0, z = z0 + rt, (2.8)

ïðåäñòàâëÿþùåå ïëîñêîñòü â (N + 1) -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0 . Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü è
äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé F, h ñëåäóþùåå: 1) ôóíêöèè f1, . . . , fn, h
ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííûõ x1, . . . , xN , ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèìñÿ îòíîñèòåëüíî z , êîãäà âåëè÷èíà ∥X∥ äîñòàòî÷íî ìàëà; 2) ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèé f1, . . . , fN , h íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî x1, . . . , xN ; 3) èìååò
ìåñòî îöåíêà |h| ≤ k0|z|b(

∑N
j=1 |xj|)a , ãäå k0 > 0 , a ≥ 0 , b ≥ 0 . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé

ñëó÷àé.
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2.1. Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé

Ñèñòåìà (2.7) ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ẋs = −λsys + µFs, ẏs = λsxs + µGs, (2.9)

ξ̇j =
n∑

i=1

pjiξi + µgi, ż = r + µh,

s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

Çäåñü N - ìåðíûé (2k+n = N) âåêòîð X ïåðåøåë â âåêòîð (x1, y1, . . . , xk, yk, ξ1, . . . , ξn) .
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû {pij} , i, j = 1, . . . , n , èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå
÷àñòè. À.Ì. Ëÿïóíîâ â ñâîåé çíàìåíèòîé äèññåðòàöèè [1] îòìå÷àë, ÷òî, åñëè âìåñòî âðå-
ìåíè âçÿòü êàêóþ-ëèáî íåïðåðûâíóþ âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ, âìåñòå ñî âðåìåíåì âîç-
ðàñòàþùóþ, òî ïîñëåäíÿÿ ïðè ðåøåíèè âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ìîæåò èãðàòü òàêóþ æå
ðîëü, êàê è âðåìÿ. Èññëåäóåì, êàê âåäóò ñåáÿ ïåðåìåííûå xk, yk, ξj â êà÷åñòâå ôóíêöèè
z . Ðàçäåëèì ïåðâûå 2k + n óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.9) íà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

dxs
dz

= −λ̄sys + µF̄s,
dys
dz

= λ̄sxs + µḠs, (2.10)

fξj
dz

=
n∑

i=1

pjiξi + µḡj.

Î÷åâèäíî, ÷òî λ̄s > 0 . Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû {pji} èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷àñòè, è ó ñèñòåìû (2.10) èìååòñÿ íóëåâîå ðåøåíèå. Ôóíêöèè F̄s , Ḡs , ḡj , óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) îíè ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì
ñòåïåíÿì âåëè÷èí xk, yk, ξj , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî z ïðè äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ |xk| , |yk| , |ξj| ; 2) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé F̄s , Ḡs , ḡs íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ
îòíîñèòåëüíî xk, yk, ξj . Åñëè ìû èìååì äåëî ñ îáùèì ïî êëàññèôèêàöèè À.Ì. Ëÿïóíîâà
ñëó÷àåì [2], òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà

xs = rs cos θs, ys = rs sin θs,

rs = ρs +
m∑
i=z

ris(θ1, . . . , θk, ρ1, . . . , ρk, z),

à çàòåì

ξj =
m∑
i=1

r(i)s (θ1, . . . , θk, ρ1, . . . , ρk, z) + ηi,

íå íàðóøàþùèõ âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè, ãäå r(i)j , ξ(i)j - îäíîðîäíûå ôîðìû îòíîñèòåëü-
íî ρ1, . . . , ρk ñòåïåíè l ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî θ1, . . . , θk,m -
ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ñèñòåìà (2.10) â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèìà ê âèäó

dρs
dz

= µRs,
dθs
dz

= λ̄s + µθs,
dηi
dz

=
m∑
i=1

pjiηi + µpj. (2.11)

Íàïîìíèì, ÷òî m îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèíèçøàÿ ñòåïåíü ôîðì îòíîñèòåëüíî ρ1, . . . , ρk , îá-
ëàäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî θ1, . . . , θk êîýôôèöèåíòàìè, âû÷ìñëÿåìûìè ïîäñòàíîâêîé
â ñèñòåìó (2.10) âûðàæåíèé

rs = ρs +
∞∑
i=z

r(i)s (θ1, . . . , θk, ρ1, . . . , ρk, z)
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è ïðèðàâíèâàíèåì ÷ëåíîâ îäíîãî ïîðÿäêà â ïîëó÷èâøèõñÿ âûðàæåíèÿõ [3]. Ðàçëîæåíèå
ôóíêöèé Rs â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ρ1, . . . , ρk ïðè η1 = 0, . . . , ηn = 0 íà÷èíàåòñÿ ñ ôîðì ñòå-
ïåíè m , êîòîðûå îáëàäàþò íå çàâèñÿùèìè îò θk êîýôôèöèåíòàìè. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé
pj ïî ñòåïåíÿì ρ1, . . . , ρk ïðè η1 = 0 , . . . , ηn = 0 íà÷èíàþòñÿ ñ ôîðì ñòåïåíè v ≥ m+1 .
Ðÿäû, â êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ ôóíêöèè Rs, θs, pj , ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî z .
Îáîçíà÷èì R(0) ôîðìó ïîðÿäêà m , ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Rs ïðè
η1 = 0, . . . , ηn = 0 .

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

dρs
dz

= µR(0), s = 1, . . . , k, (2.12)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.10) òàêæå àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî îöåíêè ïðè z ≥ 0

|ρs| ≤ ψ(z), |ηj| ≤ ψ(z), (2.13)

ãäå

ψ(z) = c1(
k∑

s=1

ρ(0)s +
n∑

j=1

|η(0)j |)× (1 + c2(
k∑

s=1

|ρ(0)s |+
n∑

j=1

|η(0)j |)m−1z)−1/m−1.

Çäåñü c1, c2 - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ρ
(0)
s , η

(0)
j - çíà÷åíèÿ ρs, ηj ïðè z = 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (2.12) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè V è W , îáëàäàþùèå
ñâîéñòâàìè: 1) ôóíêöèÿ V èìååò ïîðÿäîê l + 1 − m , ôóíêöèÿ W èìååò ïîðÿäîê l ; 2)
∂V
∂z

+
∑k

s=1
∂V
∂ρs

−R(0)
s = −W . Ïîñòðîèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

V1 , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

n∑
j=1

∂V1
∂ηj

n∑
i=1

p̄jiηi = −
m∑
i=1

η2i .

Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè U = V + V1 â ñèëó ñèñòåìû (2.12):

dU

dz
=
dV

dz
+
dV1
dz

= −W −
n∑

i=1

η2i +
k∑

s=1

∂V

∂ρs
× (Rs −R(0)

s ) +
n∑

j=1

∂V1
∂ηj

pj.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâû îöåíêè [1]

|
k∑

s=1

∂V

∂ρs
(Rs −R(0)

s )| ≤ a[
k∑

s=1

|ρs|]i+1,

|
n∑

j=1

∂V1
∂nj

| ≤ a[
k∑

s=1

|ps|]m+1

k∑
s=1

|ηj|+ b
n∑

j=1

|ηj|2
k∑

s=1

|ρs|,

ãäå a > 0, b > 0 . Ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, à åå ïðîèçâîäíàÿ
dU/dz , âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòåìû (2.12), ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíê-
öèåé ïðè l = m+ 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå

ρ1 = . . . ρk = 0, η1 = . . . = ηm = 0,
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θ1 = λ1z, θ2 = λ2z, . . . , θk = λkz

ñèñòåìû (2.12) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè l = m+1 , è U óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

a1(
k∑

j=1

|ρs|2 +
n∑

j=1

|ηj|2) ≤ U ≤ a2(
k∑

s=1

|ρs|2 +
n∑

j=1

|ηj|2), (2.14)

ãäå a1 > 0 , a2 > 0 . Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

−b1U ≤ dU

dz
≤ −b2U (m+1)/2, (2.15)

ãäå b1 > 0 , b2 > 0 . Îòñþäà ñëåäóåò

U ≤ U0(1 +
m− 1

2
b2U

(m−1)/2
0 z)−2/(m−1). (2.16)

Èç (2.14), (2.16) ñëåäóåò

U ≤ a2(
k∑

j=1

|ρ(0)s |2 +
n∑

j=1

|η(0)j |2)× (1 +
m+ 1

2
b2a1 × (

k∑
s=1

|ρ(0)s |2 +
n∑

j=1

|η(0)j |2)(m−1)/2z)−2/(m−1).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (2.16) è ñëåäóþò äîêàçûâàåìûå îöåíêè (2.13).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Èç òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ρs , ηj ñëåäóåò, ÷òî ïðè
z ≥ 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|xs| ≤ ψ̄(z), |ys| ≤ ψ̄(z), (2.17)

|ξj| ≤ ψ̄(z), s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k,

ãäå

ψ̄(z) = c1(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)× (1 + c2(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)m−1z)−1/(m−1);

ïàðàìåòðû c1, c2 â ôóíêöèè ψ̄(z) áóäóò çàâèñåòü îò êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèÿõ rs ,
ξ̄j [3]. Ïîëó÷èâ îöåíêè äëÿ |xs| , |ys| , |ξj| , âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ ż = r + µh . Îöåíèì
âåëè÷èíó h :

h ≤ k0z
bc1(

k∑
s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)× (1 + c2(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)m−1z)−a/(m−1).

Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ z → ∞ ïðè t → ∞ . Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: 1) D =

b− a/(m− 1) = 0 ; 2) D < 0 ; 3) D > 0 . Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ çà ñ÷åò âûáîðà x
(0)
s , y(0)s ,

ξ
(0)
j , µ ìîæíî ñäåëàòü |µh| < r/2 . Òîãäà z → ∞ ïðè t → ∞ . Â òðåòüåì ñëó÷àå ìîæíî
ïîêàçàòü [3], ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî z̄ íàéäåòñÿ òàêîå µ0 , ÷òî ïðè |µ| ≤ µ0 íà ëþáîì
äâèæåíèè, íà÷èíàþùåìñÿ â îáëàñòè |x(0)s | < δ , |y(0)s | < δ , |ξ(0)j | < δ , áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâà (2.17), à z áóäåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü îò 0 äî z̄ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. è D ≤ 0 , òî ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.7) îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Ò å î ð å ì à 2.4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. è D > 0 , òî äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî z̄ çà ñ÷åò âûáîðà x0s , y

0
s , ξj , µ âåëè÷èíû |xs| , |ys| , |ξj| ñòàíîâÿòñÿ ñêîëü

óãîäíî ìàëûìè ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè [4].

Èññëåäóåì òåïåðü ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå íà óñòîé÷èâîñòü. Îáîçíà÷èì ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå
Z(t) , à ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó Z(t) ïðè ôèêñèðîâàííîì t ïåðïåíäè-
êóëÿðíî îñè z , −P (t) . Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

(X − Z(t), Ż(t)) = 0.

Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ X(t,X0) äîñòèãàåò P (t) çà âðåìÿ τ = τ(t,X0) , ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîð Y = X(τ,X0) − Z(t) ëåæèò â P (t) . òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ (Y, Ż(t)) = 0 .
Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

τ̇ =
r

r + µh
, ẋs = (−λsys + µFs)

r

r + µh
,

ẏs = (λsxs + µGs)
r

r + µh
, ξ̇j = (

n∑
i=1

pjiξi + µgi)
r

r + µh
, (2.18)

s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

Ñäåëàåì çàìåíó τ = tθ . Ïåðâîå óðàâíåíèå (2.18) ïðèìåò âèä

θ̇ = − µh

r + µh
. (2.19)

Ê ñèñòåìå (2.18) ïðèìåíèì òåîðåìó 2.2.. Ïîëó÷èì îöåíêè

|xs| ≤ ψ(t), |ys| ≤ ψ(t), |ξj| ≤ ψ(t),

ãäå

ψ(t) = c1(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)× (1 + c2(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)m−1t)−1/(m−1).

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.19), ïîëó÷èì

θ − θ0 =

∫ t

0

− µh

r + µh
dτ.

Âåëè÷èíà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îãðàíè÷åíà:

| µh

r + µh
| ≤ c0(

k∑
s=1

|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |tD,

ãäå c0 > 0 . Ïðè D < −1 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà x0s , y
0
s , ξ

0
j , µ ; âåëè÷èíà θ−θ0

ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëà, ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [5].

Ò å î ð å ì à 2.5. åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. è D < −1 , òî ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.7) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
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3. Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, îòíîñÿòñÿ ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ïàðàìåòð
µ ìàë. Íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì
ïàðàìåòðà, ðåçóëüòàòû áóäóò îñòàâàòüñÿ âåðíûìè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
ñóùåñòâóåò (ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ), îòðèöàòåëüíà è z → ∞ è ïðè t→ ∞ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-000624).
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