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ýêðàíà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñî ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì

ãàçà

c⃝ Ï. À. Âåëüìèñîâ1, Â. À. Ñóäàêîâ2, À. Â. Àíêèëîâ3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó óïðóãîé ñòåí-
êè (çàùèòíîãî ýêðàíà) ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ, ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñòåíêè
ñî ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ìåòîäå
Áóáíîâà-Ãàë¼ðêèíà, ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ õàðàê-
òåðà êîëåáàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, óïðóãàÿ ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, äèíàìèêà, óñòîé-
÷èâîñòü, ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê ãàçà, æèäêîñòü, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè, ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ìåòîä Áóáíîâà-Ãàë¼ðêèíà

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé, óñòðîéñòâ, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, ñèñòåì
è ò. ä., íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé (îáòåêàåìûõ ïîòîêîì
æèäêîñòè èëè ãàçà), íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè è
óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé äëÿ èõ êà÷åñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è
íàä¼æíîñòè ýêñïëóàòàöèè [2] - [21]. Âîçäåéñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýôôåêòàì,
ÿâëÿþùèìñÿ ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ, âïëîòü äî èõ ðàç-
ðóøåíèÿ (íàïðèìåð, ïðèâîäèòü ê ñîñòîÿíèþ íåóñòîé÷èâîñòè âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ àì-
ïëèòóäû èëè óñêîðåíèÿ êîëåáàíèé äî êðèòè÷åñêè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé). Òàêàÿ ïðîáëåìà,
êîãäà íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì ÿâëåíèåì, âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ëåòàòåëüíûõ è ïîäâîäíûõ àïïàðàòîâ: ýëåðîíà � ñîñòàâíîé ÷àñòè
êðûëà; ðóëÿ âûñîòû � ñîñòàâíîé ÷àñòè ñòàáèëèçàòîðà, ðóëÿ íàïðàâëåíèÿ � ñîñòàâíîé ÷à-
ñòè êèëÿ; ïàíåëè � ñîñòàâíîé ÷àñòè ôþçåëÿæà èëè êðûëà [2], [5], [6], [8], [9], [12], [13], [14],
[17]. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè òå÷åíèé â ïðîòî÷íûõ êàíàëàõ,
òðóáîïðîâîäàõ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèõ óïðóãèå ýëåìåíòû [7], [10], [11], [14],
[15], [18].

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷å-
ñòâå íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ
ê âèáðàöèîííîé òåõíèêå è èñïîëüçóåìûõ äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è ýìóëüñèé, â ÷àñòíîñòè,
óñòðîéñòâà äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó îáðàáîòêè (ñì., íàïðèìåð
[20]). Äðóãèì ïðèìåðîì, êîãäà äåôîðìàöèÿ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîì âîçäåéñòâèè íåîáõîäèìà äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðîâ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé èõ
ðàáîòû, ÿâëÿþòñÿ äàò÷èêè äàâëåíèÿ [3], [4], [16], [19].

1 Äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, çàâ. êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè-
÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; sseevvaa@inbox.ru.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìèêå óïðó-
ãîé ñòåíêè (çàùèòíîãî ýêðàíà) ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ (íåñæèìàåìàÿ ñðå-
äà), ïðè îáòåêàíèè ñòåíêè ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà (ñæèìàåìàÿ ñðåäà). Èññëåäîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðîì íåèçâåñò-
íîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè ñòåíêè ðåçåðâóàðà. Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåí-
òà, îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Áóáíîâà-Ãàë¼ðêèíà, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç çàâèñèìîñòè
õàðàêòåðà êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, â ò.÷. îò çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè
íàáåãàþùåãî ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà. Ýòîò àíàëèç ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè èëè
íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î äèíàìèêå óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà G− = {(x, y) ∈
R2 : 0 < x < l,−h < y < 0} , çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ. Óïðóãîé ÿâëÿåòñÿ ñòåíêà, çàíè-
ìàþùàÿ ïîëîæåíèå y = 0 , 0 < x < l è ìîäåëèðóåìàÿ óïðóãîé ïëàñòèíîé. Îñòàëüíûå
ñòåíêè ( x = 0 , x = l è y = −h ) ñ÷èòàþòñÿ íåäåôîðìèðóåìûìè (ðèñ. 2.1). Â îáëàñòè
G+ = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0,+∞)} ïðîòåêàåò ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê ãàçà â
íàïðàâëåíèè îñè Ox ñî ñêîðîñòüþ V0 > a0 , ãäå a0 � ñêîðîñòü çâóêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

÷èñëî Ìàõà M0 =
V0
a0

>
√
2 .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðåçåðâóàð ñ äåôîðìèðóåìîé ñòåíêîé, îáòåêàåìîé ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: w(x, t) � ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè (ïðîãèá) ïëàñòèíû; φ−(x, y, t)
� ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè â îáëàñòè G− , φ+(x, y, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ãàçà â
îáëàñòè G+ . Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä:

φ+
tt + 2V0φ

+
xt + V 2

0 φ
+
xx = a20(φ

+
xx + φ+

yy), (x, y) ∈ G+; (2.1)

φ+
y (x, 0, t) =

{
wt + V0wx, x ∈ (0, l), t ≥ 0,

0, x ∈ (l,+∞) t ≥ 0;
(2.2)

φ+(0, y, t) = 0, φ+
x (0, y, t) = 0, y ∈ (0,∞), t ≥ 0; (2.3)

φ+(x, y, 0) = 0, φ+
t (x, y, 0) = 0, x ∈ (0,∞), y ∈ (0,∞); (2.4)

φ−
xx + φ−

yy = 0, (x, y) ∈ G−; (2.5)
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φ−
y (x,−h, t) = 0, φ−

y (x, 0, t) = wt(x, t), x ∈ (0, l), t ≥ 0; (2.6)

φ−
x (0, y, t) = 0, φ−

x (l, y, t) = 0, y ∈ (−h, 0), t ≥ 0; (2.7)

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) =

= (p− − ρ−φ−
t (x, 0, t))− (p+ − ρ(φ+

t (x, 0, t) + V0φ
+
x (x, 0, t))); (2.8)

w(0, t) = wxx(0, t) = w(l, t) = wxx(l, t) = 0, t ≥ 0; (2.9)

w(x, 0) = f1(x), wt(x, 0) = f2(x), x ∈ (x, l). (2.10)

Çäåñü èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî x, y è t ; D è m � èçãèáíàÿ
æåñòêîñòü è ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû; V0 , ρ+ , p+ � ñêîðîñòü ãàçà, ïëîòíîñòü è äàâëåíèå
â íàáåãàþùåì îäíîðîäíîì ïîòîêå â îáëàñòè G+ ; ρ− , p− � ïëîòíîñòü è äàâëåíèå æèäêîñòè
â îáëàñòè G− â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.

Óðàâíåíèå (2.1) îïèñûâàåò òå÷åíèå ãàçà â îáëàñòè G+ â ìîäåëè èäåàëüíîé ñæèìàåìîé
ñðåäû; (2.2), (2.6), (2.7) � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ; (2.3) � óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé
ïåðåä ïëàñòèíîé â îáëàñòè G+ ; (2.4) � óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè â îáëàñòè G+ ; óðàâíåíèå Ëàïëàñà (2.5) îïèñûâàåò äèíàìèêó æèäêîñòè â
îáëàñòè G− â ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû; (2.8) � óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå
äèíàìèêó óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ íà íå¼ ñâåðõçâóêîâîãî ïîòî-
êà ãàçà ñâåðõó è æèäêîñòè ñíèçó; óñëîâèÿ (2.9) ñîîòâåòñòâóþò øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ
êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà ðåçåðâóàðà; (2.10) � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü
ñîãëàñîâàíû ñ (2.9). Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé íèæå ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèãîäåí è
äëÿ ëþáûõ äðóãèõ çàêðåïëåíèé êîíöîâ, íàïðèìåð äëÿ æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ (2.1) - (2.10) îáðàçóþò íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òðåõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé w(x, t) , φ+(x, y, t) , φ−(x, y, t) .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â âåðõíåé îáëàñòè G+ ïðèìåíèì îïåðàöèîííûé ìåòîä. Ïåðåéäåì
â óðàâíåíèè (2.1) è óñëîâèè (2.2) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì φ∗(x∗, y∗, t∗) , w∗(x∗, t∗) ,
x∗ , y∗ , t∗ :

φ∗(x∗, y∗, t∗) =
φ+(x, y, t)

V0l
, w∗(x∗, t∗) =

w(x, t)

l
, x∗ =

x

l
, y∗ =

y

l
, t∗ =

V0t

l
. (2.11)

Òîãäà óðàâíåíèå (2.1) è óñëîâèå (2.2) ïðèìóò âèä:

φ∗
t∗t∗ + 2φ∗

x∗t∗ + φ∗
x∗x∗ =M−2

0

(
φ∗
x∗x∗ + φ∗

y∗y∗

)
, (2.12)

φ∗
y∗(x

∗, 0, t∗) =

{
w∗

t + w∗
x, x

∗ ∈ (0, 1), t∗ ≥ 0,

0, x∗ ∈ (1,+∞) t∗ ≥ 0.
(2.13)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (2.12) ïî ïåðåìåííûì x∗ è t∗ , ñ ó÷å-
òîì óñëîâèé (2.3), (2.4), äëÿ äâîéíîãî èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó ˜̄φ∗(p, y∗, q) ïîëó÷èì îáûê-
íîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

[(p+ q)2 −M−2
0 p2] ¯̃φ∗(p, y∗, q)) =M−2

0
¯̃φ∗
y∗y∗(p, y

∗, q). (2.14)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x∗ è t∗ ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
íåïðîòåêàíèÿ (2.13), áóäåì èìåòü

¯̃φ∗
y(p, 0, q) = (q + p) ¯̃w(p, q). (2.15)
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Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.14), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàòóõàíèÿ ïðè y∗ → ∞ è
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ (2.15), èìååò âèä

¯̃φ∗(p, y∗, q) = − (p+ q) ¯̃w(p, q)

M0

√
(p+ q)2 −M−2

0 p2
e−M0

√
(p+q)2−M−2

0 p2y∗ . (2.16)

Èç âûðàæåíèÿ (2.16) ïðè y = 0 íàõîäèì èçîáðàæåíèå ñëàãàåìîãî èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (2.8)

−ρ(φ+
t (x, 0, t) + V0φ

+
x (x, 0, t)) = −æp+M2

0 (φ
∗
t∗ + φ∗

x∗), (2.17)

à èìåííî

−æM2
0 (φ

∗
t∗ + φ∗

x∗)y=0 ⇐ −æM2
0 (p+ q) ¯̃φ∗(p, 0, q) =

æM0(p+ q)2 ¯̃w(p, q)√
((p+ q)2 −M−2

0 p2)
. (2.18)

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îðèãèíàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî èçîáðà-
æåíèþ

æM0(p+ q)2 ¯̃w(p, q)√
((p+ q)2 −M−2

0 p2)
. (2.19)

Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå îðèãèíàëà, ñîîòâåòñòâóþùåå èçîáðàæåíèþ (2.19), ïîëó÷åííîå
íà îñíîâå êâàçèñòàòè÷åñêîé òåîðèè, â êîòîðîé ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ ïîëó÷å-
íà ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ïðèâåäåííîé ÷àñòîòå òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ äâóìåð-
íîãî íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ [1], [21], èìååò âèä (â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ)

ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
(2.20)

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà (2.8) ïðèíèìàåò âèä

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) =

= (p− − ρ−φ−
t (x, 0, t))− p+ − ρ+V0√

M2
0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
. (2.21)

Ñëàãàåìîå

−p+ − ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
(2.22)

â óðàâíåíèè (2.21) îïèñûâàåò âîçäåéñòâèå íà ïëàñòèíó ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà.
Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå îïèñûâàåò

äèíàìèêó óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ñ ó÷åòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà
íå¼, ñîäåðæàùeå ëèøü w(x, t) , ñîãëàñíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å (2.5) - (2.10).

Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë ñêîðîñòè φ−(x, y, t) , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
(2.5), â âèäå

φ−(x, y, t) = α(t) +
∞∑
n=1

bn(t) cos(λnx)(e
λny + e−λnye−2λnh), (2.23)

ãäå α(t) è bn(t) - íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, à λn =
nπ

l
.

Óñëîâèÿ (2.7) è ïåðâîå óñëîâèå (2.6) âûïîëíåíû. Óäîâëåòâîðÿÿ âòîðîìó óñëîâèþ (2.6),
ïîëó÷èì

bm(t) =
2

lλm(1− e−2λmh)

l∫
0

wt(x, t) cos(λmx)dx. (2.24)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.24) â (2.23), ñîãëàñíî (2.8), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè óïðóãîé ïëà-
ñòèíû

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) =

= (p− − p+)− ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
−

−ρ−
αt(t) +

2

l

∞∑
n=1

cos(λnx)(1 + e−2λnh)

λn(1− e−2λnh)

l∫
0

wt(x, t) cos(λnx)dx

 . (2.25)

Îñòàâøóþñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèþ αt(t) îïðåäåëèì, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ (2.25)
â ñðåäíåì, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ñðåäû

αt(t) =

−D
l∫

0

wxxxx(x, t)dx+ (p− − p+)l

 1

lρ−
. (2.26)

3. ×èñëåííî - àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðèìåíèì ìåòîä Ãàë¼ðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.25), (2.9), (2.10).
Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (2.25) ê âèäó

wtt(x, t) =
1

m
(−Dwxxxx(x, t) + p− θV0wx − θγwt)−

− 1

m
ρ−

αt(t) +
2

l

∞∑
n=1

cos(λnx)Kn

l∫
0

wt(x, t) cos(λnx)dx

 , (3.1)

ãäå p = (p− − p+) , θ =
ρ+V0√
M2

0 − 1
, Kn =

(1 + e−2λnh)

λn(1− e−2λnh)
, γ =

M2
0 − 2

M2
0 − 1

.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàë¼ðêèíà ïðîáíîå ðåøåíèå w(x, t) áóäåì èñêàòü â âèäå

w(x, t) =
N∑
k=1

wk(t) sin(λkx), (3.2)

ãäå {sin(λkx)}∞k=1 � ïîëíàÿ ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, l] , ïîäîáðàííûõ òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü çàäàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ (2.9).

Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (3.1) ñ ó÷åòîì (3.2) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ wk(t)

ẅk =
2

lm

(
−D l

2
λ4kwk − θV0

N∑
k=1

λkwkH
1
k,m − θγ

l

2
ẇk +H2

m(p− ρ−αt(t))

)
−

− 4

l2m

(
∞∑
n=1

Kn

N∑
k=1

wkH
3
k,nH

4
m,n

)
, (3.3)

ãäå H1
k,m =

l∫
0

cos(λkx) sin(λmx)dx , H2
m =

l∫
0

sin(λmx)dx , H3
k,n =

l∫
0

sin(λkx) cos(λnx) , H4
m,n =

l∫
0

sin(λmx) cos(λnx) .
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ wk(t) â (3.2) ïîëó÷èì ñîãëàñíî (2.10)

wk(0) =
2

l

l∫
0

f1(x)sin(λkx)dx, ẇk(0) =
2

l

l∫
0

f2(x)sin(λkx)dx. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (3.3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.4).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3), (3.4). Íèæå íà ãðàôèêàõ ïðåä-
ñòàâëåíû äåôîðìàöèè óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ïðè îáòåêàíèè ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì
ãàçà ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïî ýòèì ãðàôèêàì ìîæíî ñóäèòü
îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ñòåíêè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèé ýëåìåíò èçãîòîâëåí èç àëþìèíèÿ (E = 7 ∗ 1010 � ìîäóëü
óïðóãîñòè, ρpl = 2699 � ïëîòíîñòü), îáòåêàåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì âîçäóõà ( ρ+ =
1.3 ), ïðè ýòîì ðåçåðâóàð çàïîëíåí âîäîé ( ρ− = 998.2 ). Äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû: l = 100 ; h = 100 ;hpl = 0.5 (òîëùèíà ïëàñòèíû); m = 269.9 (ïîãîííàÿ ìàññà);

ν = 0.34 (êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà); D =
Eh3pl

12(1− ν2)
= 6.5958 · 108 (èçãèáíàÿ æåñòêîñòü).

Âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàäèì â âèäå: w(x, 0) =

−0.0015 sin(
2πx

l
) , ẇ(x, 0) = 0 .

Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì MATLAB ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè (3.3), (3.4)

(ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ N=15) è ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t) â òî÷êå x∗ =
l

4
ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà V .

1. V = 600

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàêîí êîëåáàíèé w(x∗, t) óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà â ñå÷åíèè x∗ = l
4

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïðîãèá óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà w(x, t) â ìîìåíòû âðåìåíè t = 1 , t = 80

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 3



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè çàùèòíîãî ýêðàíà ïðè . . . 55

Ñîãëàñíî ãðàôèêàì íà ðèñ. 3.1 è ðèñ. 3.2 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
(3.3), (3.4) ïðè ñêîðîñòè V = 600 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

2. V = 1070

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Çàêîí êîëåáàíèé w(x∗, t) óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà â ñå÷åíèè x∗ = l
4

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ïðîãèá óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà w(x, t) â ìîìåíòû âðåìåíè t = 1 , t = 80

Ñîãëàñíî ãðàôèêàì íà ðèñ. 3.3 è ðèñ. 3.4 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
(3.3), (3.4) ïðè ñêîðîñòè V = 1070 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
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Mathematical modeling of the dynamics of the shield in

the supersonic gas �ow.

c⃝ P. A. Velmisov4, V. A. Sudakov5, A. V. Ankilov6

Abstract. The solution of the initial-boundary value problem for a coupled system of di�erential
equations describing the dynamics of the elastic wall (shield) tank �lled with liquid, the interaction
of the wall with a supersonic �ow of gas. Numerical-analytical solution based on the method of
Bubnov-Galerkin, allows a numerical experiment to determine the nature of the oscillations.

KeyWords: aerohydroelasticity, elastic plate, deformation, dynamics, stability, supersonic �ow of
gas, liquid, di�erential equations with partial derivatives, the numerical solution, Bubnov-Galerkin
method
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