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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåì è õàðàêòåð ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèé.
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Ïóñòü èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé f(p, t) â îãðàíè÷åí-
íîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå R åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ìíîæåñòâî M ⊂ R íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî îò-
íîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå f(p, t) , åñëè îíî ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ýòîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, ò.å. èç p ∈M ñëåäóåò f(p, I) ⊂M .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî M ⊂ R äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû f(p, t) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ρ(p,M) < δ
⇒ ρ(f(p, t),M) < ε ∀t > 0 .

Åñëè δ ê òîìó æå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ρ(f(p, t),M) →
t→∞

0,

òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè À.Ì. Ëÿïóíîâà, óñòîé÷èâîñòü èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà M
îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü âñåõ äâèæåíèé f(p, t) , ãäå p ∈ M , ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíå
ρ(p,M) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Àâòîêîëåáàíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(p, t) íàçû-
âàåòñÿ èíâàðèàíòíîå óñòîé÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ìíîæå-
ñòâî M , íå èìåþùåå ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè [1].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Òî÷êà q ∈ R íàçûâàåòñÿ ω - ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâè-
æåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(p, t) , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà {tk} : tk →

k→∞
∞ òàêàÿ, ÷òî

f(p, tk) →
k→∞

q.

Ìíîæåñòâî ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê èíäèâèäóàëüíîãî äâèæåíèÿ f(p, t) îáîçíà÷èì Ωp .
Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì è ñâÿçíûì [2]. Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèè
âñåõ äâèæåíèé ïðèíàäëåæàò îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó R , ìíîæåñòâî Ωp íå ïóñòî äëÿ
ëþáîé òî÷êè p ∈ R [3]. Îáîçíà÷èì Ωf ñîâîêóïíîñòü âñåõ ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ
f(p, t) ïðè p ∈ R : Ωf =

∪
p∈R

Ωp .
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Ò å î ð å ì à 1.3. Ìíîæåñòâî Ωf ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, óñòîé÷èâûì ïî Ëÿ-
ïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(p, t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî Ωf ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Ωp , ãäå òî÷êè p ïðèíàäëåæàò çàìêíóòîìó
ìíîæåñòâó R . Äîêàæåì ñâîéñòâî åãî óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî
f(p, t) →

t→∞
M ∀p ∈ R . Äåéñòâèòåëüíî [4], äëÿ êàæäîãî èíäèâèäóàëüíîãî äâèæåíèÿ f(p, t)

âûïîëíåíî

ρ(f(p, t),Ωp) →
t→∞

0.

Íî ïî ñâîéñòâó ìåòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâî

ρ(f(p, t),Ωf ) ≤ ρ(f(p, t),Ωp).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî ëþáîìó ε > 0 ìîæíî óêàçàòü T òàêîå, ÷òî ïðè t > T áóäåò âûïîë-
íåíî ρ(f(p, t),Ωf ) < ε ∀p ∈ R . Ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè f(p, t) ïî ñâîèì àðãóìåíòàì
ïî âåëè÷èíàì T , ε ìîæíî óêàçàòü âåëè÷èíó δ > 0 òàêóþ, ÷òî ïðè ρ(p,Ωf ) < δ áóäåò
âûïîëíåíî ρ(f(p, t),Ωf ) < ε ïðè 0 ≤ t ≤ T .

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííàÿ âåëè÷èíà δ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-
ïóíîâó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ρ(p,Ωf ) < δ âåëè÷èíà ρ(f(p, t),Ωf ) îñòà-
åòñÿ ìåíüøå âåëè÷èíû ε íà èíòåðâàëå [0, T ] ïî ñâîéñòâó èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè è
íà èíòåðâàëå (T,+∞) ïî äîêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó, èç êîòîðîãî ñëåäóåò òàêæå àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà Ωf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 1.4. Ìíîæåñòâî Ωf ñîäåðæèò àâòîêîëåáàíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó Ωf íåò ñîáñòâåííîãî ïîäìíî-
æåñòâà ñ óñòàíîâëåííûìè ñâîéñòâàìè, òî îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ àâòîêîëåáàíèåì, åñëè åñòü,
òî âîçüìåì ýòî ïîäìíîæåñòâî â êà÷åñòâå "ïîäîçðèòåëüíîãî"íà àâòîêîëåáàíèå. Ïðîäîëæàÿ
äàííûé ïðîöåññ, ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå óñòàíîâëåííûìè â òåîðåìå 1 ñâîé-
ñòâàìè è íå èìåþùåå ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðîå è
áóäåò ÿâëÿòüñÿ àâòîêîëåáàíèåì.

Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî ðåæèìà ó áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ñîâîêóïíîñòü äâèæåíèé â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå èìååò ïðå-
äåëüíûé ðåæèì, îäíàêî ñòðóêòóðà ýòîãî ïðåäåëüíîãî ðåæèìà ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæ-
íîé. Èìåþùèåñÿ ïðèìåðû ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ äîêàçûâàþò ýòî.

Íàëè÷èå òîëüêî íåóñòîé÷èâûõ ïî îòíîøåíèþ ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè äâèæåíèé,
ïðèíàäëåæàùèõ ïðåäåëüíîìó ðåæèìó, ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè ïðå-
äåëüíîãî ðåæèìà Ωf áóäóò ïëîòíûìè [4].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè è àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ïîäðàçóìåâàåò åãî èçîëèðîâàí-
íîñòü, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèå èíâàðèàíòíîìó
ìíîæåñòâó è íàõîäÿùèåñÿ â åãî äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè. Åñëè òàêèõ òî÷åê
íåò, òî è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ñòàíîâèòñÿ áåññìûñ-
ëåííûì. Âîçìîæíî, ÷òî óñëîâèå ñëåäîâàëî áû âêëþ÷èòü

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ 10-08-000624).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 3



168

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. È. Â. Çóáîâ, Í. Â. Çóáîâ, Ì. Â. Ñòðåêîïûòîâà, Àíàëèç óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ðàâ-
íîâåñíûõ äâèæåíèé, ÎÎÏ ÍÈÈ Õèìèè, ÑÏá., 2012, 322 ñ.

2. À. Ô. Çóáîâà, Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîìûøëåííûõ ïðîöåññîâ è
òåõíîëîãèé, ÑÏáÃÓ, ÑÏá., 2004, 472 ñ.

3. Ñ. Â. Çóáîâ, Ì. Â. Ñòðåêîïûòîâà,Àíàëèç ðàâíîâåñíûõ äâèæåíèé è ðàñ÷åòíàÿ óñòîé-
÷èâîñòü, ÑÏáÃÓ, ÑÏá., 2010, 446 ñ.

4. À. Â. Çóáîâ, Ñ. Â. Çóáîâ, Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ðàñ÷åòíûõ äâèæåíèé, ÂÂÌ, ÑÏá., 2011, 323 ñ.

The existing auto oscillations in dynamics systems is

stabilizes on Lagransh

c⃝ V.I. Zubov5, I.V. Zubov6, A.F. Zubova7, O.S. Strecopitova8

Abstract. In giving article is learning dynamics of systems and character of limiting behavior
solutions.
Key Words: dynamical system, multitude, asymptotical stability, auto oscillation, parameter

5 Post-graduate, SPbGU faculty of AM-PC, Saint-Petersburg; ddemidova@mail.ru
6 Lecturer, SPbGU faculty of AM-PC, Saint-Petersburg; ddemidova@mail.ru
7 Professor, SPbGU faculty of AM-PC, Saint-Petersburg; ddemidova@mail.ru
8 Post-graduate, SPbGU faculty of AM-PC, Saint-Petersburg; ddemidova@mail.ru

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 3


