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ÓÄÊ 534.11

Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè ïðè

ïîìîùè ìåòîäà çàìåíû ïåðåìåííûõ â ôóíêöèîíàëüíîì

óðàâíåíèè

c⃝ Â. Ë. Ëèòâèíîâ1

Àííîòàöèÿ. Îïèñàí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿìè, çàäàí-
íûìè íà äâèæóùèõñÿ ãðàíèöàõ. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ â ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíå-
íèè èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ ñ îäíèì ïîñòîÿííûì ñìåùå-
íèåì, êîòîðîå ðåøåíî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîëó÷åíî âûðàæå-
íèå äëÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ n-îé äèíàìè÷åñêîé ìîäå â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíû êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ áàëêè ïåðå-
ìåííîé äëèíû. Èññëåäîâàíèÿ ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ äîâåäåíû äî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå, êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè, çà-
êîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö, ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà

Ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ãðàíèöû êîòîðûõ äâèæóòñÿ, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â òåõíèêå
(êàíàòû ãðóçîïîäúåìíûõ óñòàíîâîê [1], ãèáêèå çâåíüÿ ïåðåäà÷ [2] è ò.ä.). Íàëè÷èå äâèæó-
ùèõñÿ ãðàíèö âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå çàòðóäíåíèÿ ïðè îïèñàíèè òàêèõ ñèñòåì, ïîýòîìó
çäåñü â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ [3], [4]. Èç àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [5], êîòîðûé çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïîäáîðå íîâûõ ïåðåìåííûõ, îñòàíàâëèâàþùèõ ãðàíèöû è îñòàâëÿþùèõ óðàâíåíèå
èíâàðèàíòíûì. Â [6] ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ âîëí, áåãóùèõ íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî àâòîðó óäàëîñü ðåøèòü âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà, çàäàííûìè íà îäíîé äâèæóùåéñÿ è îäíîé íåïîäâèæíîé ãðàíè-
öàõ. Ìåòîä, èñïîëüçóåìûé â [7], çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé íà ÷èñòî
ìíèìóþ ïåðåìåííóþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè âîëíîâîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è
ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ ìåòîäèêó òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ýôôåê-
òèâåí òàêæå ìåòîä, èñïîëüçóåìûé â [8], çàêëþ÷àþùèéñÿ â çàìåíå ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçëè÷íîãî âèäà óñëîâèÿìè íà ïîäâèæíûõ ãðàíèöàõ.

Â ðàçâèâàåìîì â äàííîé ñòàòüå ìåòîäå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ óäà÷íî ñî÷åòàåòñÿ ìåòî-
äèêà, èñïîëüçóåìàÿ â [5], [8].

Ïóñòü äâèæåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì

Uττ (ξ, τ)− Uξξ(ξ, τ) = 0 (1.1)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðâîãî ðîäà

U(ℓ1(τ), τ) = F1(τ); ℓ1(0) = 0;
U(ℓ2(τ), τ) = F2(τ); ℓ2(0) = 1; ℓ2(τ) > ℓ1(τ)

(1.2)

è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

U(ξ, 0) = Φ0(ξ); Uτ (ξ, 0) = Φ1(ξ). (1.3)

Çäåñü τ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ (τ ≥ 0); ξ áåçðàçìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà
(ℓ1(τ) ≤ ξ ≤ ℓ2(τ)); ℓ1(τ), ℓ2(τ) çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö;Φ0(ξ),Φ1(ξ), F1(τ), F2(τ) çàäàí-
íûå ôóíêöèè, äîïóñêàþùèå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

1 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåòåîðåòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, Ñûçðàíñêèé ôèëèàë Ñàìàðñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñûçðàíü, vladlitvinov@rambler.ru.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) èùåì â âèäå

U(ξ, τ) = U(τ − ξ).

Èç (1.3) íàéäåì ôóíêöèþ U(ξ; 0) :

U(ξ) =
1

2
[Φ0(−ξ) +

∫ ξ

0

Φ1(−ζ)dζ], −1 ≤ ξ ≤ 0. (1.4)

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

U(τ − ξ) = r(φ(τ − ξ)). (1.5)

Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2) ïðèìóò âèä{
r(φ(τ − ℓ1(τ))) = F1(τ);
r(φ(τ − ℓ2(τ))) = F2(τ).

(1.6)

Îáîçíà÷àÿ â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (1.6)

φ(τ − ℓ1(τ)) = z

è âî âòîðîì óðàâíåíèè ýòîé ñèñòåìû

φ(τ − ℓ2(τ)) = z − 1

2
,

ïîëó÷èì

φ(τ − ℓ1(τ)) = φ(τ − ℓ2(τ)) +
1

2
. (1.7)

Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1.6) ïðèìåò âèä{
r(z) = θ1(z);
r(z − 1

2
) = θ2(z),

(1.8)

ãäå θ1(z) = F1(τ); θ1(z) = F1(τ)
Çàìåòèì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (1.7) ôóíêöèÿ φ(z) îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàí-

òû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè φ(z) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7), òî φ(z) + C òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì (çäåñüC− ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ). Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíî âû-
áðàòü òàêóþ ôóíêöèþ φ(z) , ÷òî φ(−1) = −1

2
Ïðè ýòîì, ïðè τ = 0 ñëåäóåò, ÷òî φ(0) = 0 .

Ñ ó÷åòîì çàìåíû (1.5) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.3) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

r(z) = U(φ̄(z)); −1

2
≤ z ≤ 0, (1.9)

ãäå ôóíêöèÿ U(z) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.4). Çäåñü φ̄(z) ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê
φ(z)

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.1)-(1.3) ñâåäåíà ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
(1.8) ñ îäíèì ïîñòîÿííûì ñìåùåíèåì ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (1.9). Èç ñèñòåìû (1.8) ïî-
ëó÷èì

r(z)− r(z − 1

2
) = θ(z), (1.10)

ãäå
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θ(z) = θ1(z)− θ2(z).

Èñïîëüçóåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.10), (1.9) èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

r̄(p) =

∫ ∞

0

r(z)e−pzdz.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì:

r̄(p) = θ̄(p)/(1− e−0,5p) + e−0,5p

∫ 0

− 1
2

r(z)e−pzdz/(1− e−0,5p),

ãäå θ̄(p) èçîáðàæåíèå ôóíêöèè θ(z) Îðèãèíàë äàííîãî èçîáðàæåíèÿ èìååò âèä

r(z) = 2

∫ z

0

θ(ζ)
∞∑

n−∞

e2πni(z−ζ)dζ + 2
∞∑

n−∞

e2πniz
∫ 0

− 1
2

r(ζ)e−2πniζdζ.

Îáúåäèíÿÿ ÷ëåíû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ áóäåì èìåòü:

r(z) = 2

∫ z

0

θ(ζ)dζ + 4
∞∑
n=1

∫ z

0

θ(ζ)cos[2πn(z − ζ)]dζ+

+2

∫ 0

− 1
2

r(ζ)dζ + 4
∞∑
n=1

∫ 0

− 1
2

r(ζ)cos[2πn(z − ζ)]dζ (1.11)

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (θ(z) = 0). Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.5) ñ ó÷åòîì
(11.11) ñëåäóåò, ÷òî

U(ξ, τ) = 2

∫ 0

− 1
2

r(ζ)dζ +
∞∑
n=1

V ∗
n (ξ, τ), (1.12)

ãäå

V ∗
n (ξ, τ) = A∗

ncos(2πnφ(τ − ξ)) + B∗
nsin(2πnφ(τ − ξ)); (1.13)

A∗
n = 4

∫ 0

− 1
2

r(ζ)cos(2πnζ)dζ;B∗
n = 4

∫ 0

− 1
2

r(ζ)sin(2πnζ)dζ. (1.14)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. Ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ èç (1.5) ñ ó÷åòîì (1.11) ïîëó÷èì:

U(ξ, τ) =
∞∑
n=1

Vn(ξ, τ) +D(ξ, τ), (1.15)

ãäå

Vn(ξ, τ) = Ancos(2πnφ(τ − ξ)) +Bnsin(2πnφ(τ − ξ)); (1.16)

An = 4

∫ φ(τ−ξ)

0

θ(ζ)cos(2πnζ)dζ;Bn = 4

∫ φ(τ−ξ)

0

θ(ζ)sin(2πnζ)dζ; (1.17)

D(ξ, τ) = 2

∫ φ(τ−ξ)

0

θ(ζ)dζ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 3



Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè ïðè ïîìîùè ìåòîäà . . . 115

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, ðå-
çîíàíñíûå ÿâëåíèÿ â ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòàõ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè, êîãäà àìïëèòóäà
êîëåáàíèé âî ìíîãî ðàç ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäó âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó â
ðàâåíñòâå (1.15) ôóíêöèåé D(ξ, τ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êàê ôóíêöèåé îäíîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ñ ôóíêöèÿìè F1(τ);F2(τ) , õàðàêòåðèçóþùèìè âîçìóùàþùèå âîçäåéñòâèÿ.

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (1.12) è (1.15), (1.13) è (1.16), íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âûíóæ-
äåííûå êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ èçìåíÿþ-
ùèìèñÿ âî âðåìåíè àìïëèòóäàìè An èBn

Çàìåòèì, ÷òî èç âñåõ âèäîâ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå íàãðóçêè. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà θ(z) èìååò
âèä

θ(z) = cosW (z), (1.18)

ãäå W (z)− ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (1.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

An = 2

∫ φ(τ−ξ)

0

cosΦn1(ζ)dζ + 2

∫ φ(τ−ξ)

0

cosΦn2(ζ)dζ;

Bn = 2

∫ φ(τ−ξ)

0

sinΦn1(ζ)dζ + 2

∫ φ(τ−ξ)

0

sinΦn2(ζ)dζ,

ãäåΦn1(ζ) = 2πnζ −W (ζ); Φn2(ζ) = 2πnζ +W (ζ).
Òàê êàê ôóíêöèè 2πnζ è W (ζ) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, ôàçà Φn2(ζ) áûñòðî èçìåíÿåò-

ñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê îñöèëëèðîâàíèþ ñ íåáîëüøîé àìïëèòóäîé ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðà-
ëîâ. Ôàçà æå Φn1(ζ) ìîæåò èçìåíÿòüñÿ î÷åíü ìåäëåííî. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ðåçîíàíñ-
íîå ÿâëåíèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðîñòîì èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ ôàçó Φn1(ζ) . Èç
èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè âîçíèêíîâåíèè ðåçîíàíñà ðîñò àìïëèòóäû ñâÿçàí ñ âîçðàñ-
òàíèåì èíòåãðàëîâ ñ ôàçîé Φn1(ζ) , èíòåãðàëàìè æå ñ ôàçîéΦn2(ζ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Òîãäà ïîëíàÿ àìïëèòóäà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå A2

n = A2
n + B2

n â òî÷êå ξ = ξn(τ)
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîìó ðàçìàõó êîëåáàíèé, áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

A2
n(τ) = 4


[∫ b(r)

0

cosΦn(ζ)dζ

]2
+

[∫ b(r)

0

sinΦn(ζ)dζ

]2 , (1.19)

ãäå b(τ) = φ(τ − ξn(τ)),Φn(ζ) = 2πnζ −W (ζ).
Â ñëó÷àå, êîãäà ëåâàÿ ãðàíèöà íåïîäâèæíà, à çàêîí äâèæåíèÿ ïðàâîé ãðàíèöû èìååò

âèä l(τ) = 1 + ετ (ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå), ôóíêöèè φ,Φn îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

φ(z) =
ln[(1 + εz)/(1− ε)]

2 ln[1/(1− ε)]
− 1

2
;

Φn(ζ) = 2πnζ −W

(
1

ε

(
1

1− ε

)2ζ

− 1

ε

)
. (1.20)

Ïðè âûâîäå (1.20) áûëî ó÷òåíî, ÷òî

ζ =
ln(1 + ετ)

2 ln[1/(1− ε)]
. (1.21)
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Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà è ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ðåçîíàíñ äëÿ
êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé áàëêè ïåðåìåííîé äëèíû. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñû-
âàþùåå êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ áàëêè, èìååò âèä:

Qn(x, t)− a2Qxx(x, t) = 0. (1.22)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(0, t) = 0; (1.23)

Q(l0(t), t) = BcosW0(ω0t). (1.24)

Â çàäà÷å (1.22) - (1.24) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Q(x, t)− óãîë ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ áàëêè ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò âðåìåíè t , a2 =

GJ/K,G− ìîäóëü ñäâèãà, J− ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè,K− ìîìåíò èíåðöèè åäèíèöû
äëèíû áàëêè; l0(t) = L0 − v0t− çàêîí äâèæåíèÿ ïðàâîé ãðàíèöû, L0− íà÷àëüíàÿ äëèíà
áàëêè; W0(ω0t) - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,B,ω0 - ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ â äàííîì ñëó÷àå íà ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà âëèÿíèÿ íå îêàçûâàþò, ïîýòîìó
çäåñü îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ââåäåì â ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â äàííîì ñëó÷àå íà ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà âëèÿíèÿ íå îêàçûâà-
þò, ïîýòîìó çäåñü îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ââåäåì â ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áåçðàçìåðíûå
ïåðåìåííûå:

ξ =
ω0

a
x; τ = ω0t−

ω0L0 − a

v0
;Q(x, t) = BΘ(ξ, τ). (1.25)

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïðèìåò âèä

Θττ (ξ, τ)−Θξξ(ξ, τ) = 0; (1.26)

Θ(0, τ) = 0; (1.27)

Θ(l(τ), τ) = cosW (τ), (1.28)

ãäå

l(τ) = 1 + ετ ; ε = −v0/a;

W (τ) = W0(τ − γ0); γ0 = (a− ω0L0)/v0.

Äëÿ çàäà÷è âèäà (1.26)-(1.28) âûðàæåíèå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîëåáàíèÿì íà n− íîé äèíàìè÷åñêîé ìîäå èìååò âèä (1.19).

Â ñèñòåìàõ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè âîçìîæíû äâà âèäà ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé: óñòà-
íîâèâøèéñÿ ðåçîíàíñ è ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ðåçîíàíñ.

Óñòàíîâèâøèéñÿ ðåçîíàíñ � ýòî ÿâëåíèå ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé â
ñëó÷àå, êîãäà èçìåíåíèå ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû è îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñîãëàñî-
âàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîçäàþòñÿ íàèëó÷øèå óñëîâèÿ äëÿ óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû.

Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ðåçîíàíñ � ýòî ÿâëåíèå ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû â òå÷åíèå
êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, êîãäà ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà îäíîãî èç ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé ïðîõîäèò ÷åðåç çíà÷åíèå âîçìóùàþùåé ÷àñòîòû.
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ßâëåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà áóäåò íàáëþäàòüñÿ, åñëè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
ôóíêöèè Φn(ζ) ðàâíà íóëþ, ò.å.

Φn(ζ) = γ, (1.29)

ãäå γ− ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Â ýòîì ñëó÷àå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì âûðàæåíèåì:

An =
ln(1 + ετ)

ln[1/(1− ε)]
. (1.30)

Èññëåäóåì êîëåáàíèÿ áàëêè ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû W (τ) = τ
ßâëåíèå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ âî âðåìåííîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé

òî÷êó ζ0 , ãäå

Φ
′

n(ζ0) = 0.

Â ýòîé òî÷êå ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà n− íîãî ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç çíà-
÷åíèå âîçìóùàþùåé ÷àñòîòû. Òî÷êà ζ0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ζ0 =
ln
{

πnε
ln[1/(1−ε)]

}
2 ln[1/(1− ε)]

.

Åñëè àìïëèòóäà â íà÷àëå ðåçîíàíñíîé îáëàñòè (òî÷êà ζ1 = φ(τ1 − ξn(τ1)) ) ðàâíà
íóëþ, òî àìïëèòóäà â êîíöå ðåçîíàíñíîé îáëàñòè (òî÷êà ζ2 = φ(τ2− ξn(τ2)) ) îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì

A2
n(ζ1, ζ2) = 4

{[∫ ζ2

ζ1

cosΦn(ζ)dζ

]2
+

[∫ ζ2

ζ1

sinΦn(ζ)dζ

]2}
, (1.31)

Ó÷èòûâàÿ (1.21), òî÷êè τ0, τ1, τ2, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ζ0, ζ1, ζ2, îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

τi =
1

ε
exp {2ζi ln[1/(1− ε)]} − 1

3
; i = 0, 1, 2.

Â ýòîì ñëó÷àå íà èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó τ0 , áóäåò íàáëþäàòüñÿ ÿâëåíèå ïðî-
õîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ. Ôîðìóëà äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé àìïëèòóäû çäåñü èìååò
âèä

A2
n(τ1, τ2) =

{[∫ τ2

τ1

cosΦn(τ)dτ

]2
+

[∫ τ2

τ1

sinΦn(τ)dτ

]2}
, (1.32)

ãäå

Fn(τ) =
ε

(1 + ετ) ln[1/(1− ε)]
; Φn(τ) = πn

ln(1 + ετ)

ln[1/(1− ε)]
−W (τ).

Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ðåçîíàíñ íà÷èíàåòñÿ íå äîõîäÿ äî òî÷êè τ0(τ1 < τ0) è çàêàí÷èâà-
åòñÿ çà ýòîé òî÷êîé (τ2 > τ0) . Ñàìà òî÷êà τ0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

τ0 =
πn

ln[1/(1− ε)]
− 1

ε
.
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Èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ãðàíèö ðåçî-
íàíñíîé îáëàñòè τ1 è τ2 , ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìóìó âûðàæåíèÿ (1.32). Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé ðàâåíñòâà (1.32) íà ìàêñèìóì ÷èñëåííî ïðèâåäåíû â òàáëèöå, îòîáðàæàþ-
ùåé çàâèñèìîñòü âåëè÷èí An, τ1, τ2 îò ñêîðîñòè ε ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ðåçîíàíñ íà
ïåðâîé è âòîðîé äèíàìè÷åñêèõ ìîäàõ.

Òàáëèöà 1: ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàâåíñòâà (1.32) íà ìàêñèìóì
ε -0,40 -0,30 -0,20 -0,10 -0,01 0 0,01 0,10 0,20 0,30 0,40

1 A1 3,3 3,7 4,5 6,2 19,0 ∞ 19,0 5,9 4,0 3,2 2,7
ìîäà τ1 -15,1 -17,7 -22,8 -36,9 -255,4 τ0 176,2 9,6 2,5 0,5 0,0

τ2 -1,7 -2,6 -4,8 -12,1 -179,1 τ0 252,1 33,1 18,8 13,5 10,6
2 A2 2,3 2,6 3,2 4,4 13,4 ∞ 13,4 4,1 2,9 2,3 1,9

ìîäà τ1 -27,1 -32,7 -43,6 -74,9 -586,9 τ0 473,1 34,6 13,2 6,7 3,7
τ2 -8,3 -11,6 -18,3 -40,6 -479,1 τ0 580,3 67,8 36,1 24,9 19,0

Èç àíàëèçà äàííîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ÷åì ìåäëåííåå ïðîèñõîäèò ïðîõîæäåíèå ÷åðåç
ðåçîíàíñ, òåì áîëüøåé âåëè÷èíû äîñòèãàåò àìïëèòóäà êîëåáàíèé. Â çàêëþ÷åíèè îòìå-
òèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ çäåñü ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ
ÿâëåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåçîíàíñà è ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðåçîíàíñ, à òàêæå âû÷èñëèòü
àìïëèòóäó âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì êîëåáàíèé.
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Solving boundary value problems with moving boundaries

using the method of change of variables in the functional

equation

c⃝ V. L. Litvinov2

Abstract. The method of analytical solution of wave equation with the conditions, assigned on
the moving boundaries, is described. With the aid of the change of variables in the functional
equation the original boundary-value problem is brought to the di�erence equation with one �xed
bias, which can be solved using the Laplace integral transform. The expression for amplitude of
oscillation corresponding to n-th dynamic mode is obtained for the �rst kind boundary conditions.
As an example, the torsional vibrations of a beam of variable length considered. Study the resonance
properties brought to the numerical solution.

Key Words: wave equation, variations of systems with moving boundaries, laws of boundary
moving
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