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Î êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñðåäñòâîì

àâòîìîðôèçìîâ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, C. Õ. Êàïêàåâà2

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [6], â êîòîðîé íàéäåíû óñëî-
âèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò ëèøü èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïåðèîäà
áîëüøåãî åäèíèöû. Êàæäîìó äèôôåîìîðôèçìó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òðåõöâåòíûé ãðàô,
íà âåðøèíàõ êîòîðîãî ýòîò äèôôåîìîðôèçì èíäóöèðóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
íàçûâàåìîå íàìè àâòîìîðôèçìîì ãðàôà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà èìåþò
îäèí è òîò æå ïåðèîä îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìà. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
òðåõöâåòíûé ãðàô, ñíàáæåííûé àâòîìîðôèçìîì, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðè-
àíòîì â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå äèôôåîìîðôèçìîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû, òðåõöâåòíûé ãðàô

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G̃ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíóòîì äâóìåðíîì îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè M2 .

Ïðåäñòàâèì íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî â âèäå: Ωf = Ω0(f)∪Ω1(f)∪Ω2(f) , ãäå Ω0(f) ,
Ω1(f) , Ω2(f) - ìíîæåñòâà ñòîêîâûõ, ñåäëîâûõ, èñòî÷íèêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèô-
ôåîìîðôèçìà f ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå Op ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p äèôôåîìîðôèçìà f ñî-
îòâåòñòâóåò òðîéêà ÷èñåë (mOp , qOp , νOp) (ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå îðáèòû Op ), ãäå mOp

- ïåðèîä Op , qOp = dim W u
O , à νOp � òèï îðèåíòàöèè òî÷êè p (ðàâíûé +1(−1) , åñëè

fm|Wu
p
ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç mf - íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî Ωf
mf íåïîäâèæ-

íî è ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà fmf èìååò òèï îðèåíòàöèè +1 . Ïî
ïîñòðîåíèþ mOp � äåëèòåëü ÷èñëà mf .

Òàê êàê áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G̃ íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
òî÷åê, òî äëÿ luσ(l

s
σ) íåóñòîé÷èâîé (óñòîé÷èâîé) ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ ∈ Ω1 ñóùåñòâóåò

ñòîê ω ∈ Ω0 (èñòî÷íèê α ∈ Ω2 ) òàêîé, ÷òî cl(luσ) = luσ ∪ σ ∪ ω (cl(lsσ) = lsσ ∪ σ ∪ α) (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2.1.3 [2]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω(Lα) - ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ñòîê ω ∈ Ω0 (èñòî÷íèê
α ∈ Ω2 ) â ñâîåì çàìûêàíèè. Ïîëîæèì Lf =

∪
ω∈Ω0,α∈Ω2

Lω ∪ Lα ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ

äèôôåîìîðôèçìà f

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru

2 Ñòóäåíòêà, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
kapkaevasvetlana@yandex.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåïàðàòðèñû l ∈ Lf íàèìåíüøåå èç
âîçìîæíûõ ÷èñåë k ∈ N òàêèõ, ÷òî fk(l) = l íàçîâåì ïåðèîäîì ñåïàðàòðèñû l , îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç ml .

Â ðàçäåëå 2. íàñòîÿùåé ñòàòüè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âñå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G̃ èìåþò ïåðèîä mf .

Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ãðàô T íàçûâàåòñÿ òðåõöâåòíûì ãðàôîì, åñëè âñå åãî
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, à ðåáðà ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â
êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ ðåáðà òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ. Öâåòà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè
s , t , u . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ýòè ðåáðà s -ðåáðàìè, t -ðåáðàìè è u -ðåáðàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Äâà òðåõöâåòíûõ ãðàôà T è T ′ íàçîâåì èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè èõ âåð-
øèí, ñîõðàíÿåùåå îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè è öâåòíîñòè ( s , t , u -ðåáðà ïåðåõîäÿò â
ðåáðà òîãî æå öâåòà).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Sf ãðàôà T (f) íà
ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíó â âåðøèíó, ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè è öâåò-
íîñòè, áóäåì íàçûâàòü àâòîìîðôèçìîì ãðàôà T (f) .

Ïðîâåäÿ ïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿì, âûïîëíåííûì â ðàáîòå [6], êàæäîìó
äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G íà ïîâåðõíîñòè M2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðåõöâåòíûé ãðàô
T (f) .

Ïóñòü f , èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ îñîáóþ òî÷êó. Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè M2

çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî-
÷åê äèôôåîìîðôèçìà f è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç M̃ , òî åñòü M̃ =
M2\

∪
p∈Ω1

(W u
p ∪W s

p ) . Òîãäà ìíîæåñòâî M̃ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðû-

òûõ îáëàñòåé (ÿ÷ååê), ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòîìó ñòàíäàðòíîìó äèñêó, òî åñòü ìíîæåñòâó
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} . Äëÿ ïîòîêîâ ýòîò ôàêò áûë äîêàçàí Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé,
äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ À. Í. Áåçäåíåæíûõ è Â. Ç. Ãðèíåñîì. Ïðè ýòîì ãðàíè-
öà êàæäîé îáëàñòè èç ìíîæåñòâà M̃ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê, îäíó
èëè äâå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ñåïàðàòðèñû
äèôôåîìîðôèçìà f èìåþò èìåþò ïåðèîä mf , òî âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
M̃ òàêæå èìåþò ïåðèîä mf

3.
Ïóñòü A - ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà M̃ , α è ω - èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â åå

ãðàíèöó, ïðîèçâåäåì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå.
Àíàëîãè÷íî [6] ïîñòðîèì t -êðèâóþ, ðàçáèâàþùóþ ÿ÷åéêó A íà äâå òðåóãîëüíûå îáëà-

ñòè, â ãðàíèöó êàæäîé èç êîòîðûõ âõîäÿò: òðè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè - èñòî÷íèê α , ñåäëî
σ , ñòîê ω , à òàêæå óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà lsσ (áóäåì íàçûâàòü åå s -êðèâîé) ñ ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè α è σ , íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà luσ (u -êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
ω è σ è êðèâàÿ I ( t - êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è σ . Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàíèöà-
ìè òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàòðèñû luσ , l

s
σ , t -êðèâàÿ è äèôôåîìîðôèçì f

ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî ïåðèîä òðåóãîëüíîé îáëàñòè ðàâåí mf
4.

3 Ïåðèîäîì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè A ∈ M̃ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N , òàêîå
÷òî fk(A) = A

4 Ïåðèîäîì òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N , òàêîå ÷òî
fk(δ) = δ
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî t -êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ìíîæåñòâà
M̃ . Ïîëîæèì M1 = M̃\T , òîãäà M1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé.

Ñòîðîíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íàçîâåì çàìûêàíèå îäíîé èç s , u èëè t êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàíèöû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè îíà ïðè-
íàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô T (f) , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ M1 íà
òðåóãîëüíèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. âåðøèíû ãðàôà T âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíèêàì ðàçáèåíèÿ
M1 ;

2. äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t èëè u , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s , t èëè u êðèâóþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Òðåõöâåòíûé ãðàô íå çàâèñèò îò âûáîðà t -êðèâîé.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1. òðåõöâåòíûå ãðàôû T1(f) è T2(f) , ïîëó÷åííûå ïî ðàçëè÷íûì
ðàçáèåíèÿì íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé äèôôåîìîðôèçìà f , Γ - ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) è π : ∆ → Γ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f âåðøèíó ãðàôà T (f) .

Äèôôåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà T (f) àâòîìîðôèçì Sf =
πfπ−1 .

Òàê êàê âñå òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò ïåðèîä mf , òî âñå âåðøèíû òðåõöâåòíîãî
ãðàôà èìåþò ïåðèîä mf (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f ∈ G̃ è f ′ ∈ G̃ áûëè òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë èçîìîðôèçì η
ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçìû ãðàôîâ, òî åñòü S ′

f ′ = ηSfη
−1 .

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ñîäåðæàòñÿ ðÿä ïðåäëîæåíèé, ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà êîòî-
ðûõ èìåþòñÿ â êíèãå [2] è ðàáîòå [1].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êîìïàêòíîå f− èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2

íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîì-
ïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA : f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥ 0

fk(UA). Îêðåñòíîñòü UA ïðè

ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé.

Ðåïåëëåð R îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
Â ñèëó ïóíêòà 1 òåîðåìû 2.2.2 [2] ìíîæåñòâî A = W u

Ω0∪Ω1
=

∪
σ∈Ω1

luσ ∪ Ω0 ÿâëÿåòñÿ

àòòðàêòîðîì, à ìíîæåñòâî R =W s
Ω2

= Ω2 ðåïåëëåðîì. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ
ðàçìåðíîñòü ðåïåëëåðà R ðàâíà 0 , à ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà ðàâíà åäèíèöå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Àòòðàêòîð A ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü ω - ñòîê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G . Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ñåïàðàòðèñ l′, l′′ ⊂ Lω âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ml′ = ml′′ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Ïóñòü σ - ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G .
Òîãäà ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå îðáèòû Oσ èìåþò â òî÷íîñòè îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

(mf , 1,+1) èëè (
mf

2
, 1,−1) .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.4. Ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà l ∈ Lf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G
èìååò ïåðèîä mf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3. ñåäëîâûå òî÷êè ìîãóò èìåòü
ïåðèîä mf èëè mf/2 . Èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ: 1 ñëó÷àé - ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò
ïåðèîä mf è òèï îðèåíòàöèè +1 , òîãäà è ïåðèîä ñåïàðàòðèñ òî÷êè σ ðàâåí mf ; 2 ñëó÷àé -
ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò ïåðèîä mf/2 è òèï îðèåíòàöèè −1 , òîãäà ïåðèîä ñåäëîâîé òî÷êè
σ äèôôåîìîðôèçìà f 2 èìååò ïåðèîä mf è òèï îðèåíòàöèè +1 è ïåðèîä ñåïàðàòðèñ òî÷êè
σ ðàâåí mf ; ïåðèîä ñåïàðàòðèñ ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ëèáî mf/2 , ëèáî
mf , íî mf/2 áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îíà íå íåïîäâèæíà. Òî åñòü ïåðèîä ñåïàðàòðèñ òî÷êè
σ ïðè òèïå îðèåíòàöèè −1 òàêæå ðàâåí mf .

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñåïàðàòðèñû l ∈ Lf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G èìåþò ïåðèîä mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ëþáàÿ òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü δ ∈ ∆f äèôôåîìîðôèçìà f
èìååò ïåðèîä mf .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.5. Àâòîìîðôèçì Sf îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
âñå âåðøèíû òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) èìåþò ïåðèîä mf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1. âñå òðåóãîëüíûå îáëàñòè èç ìíîæåñòâà
∆f èìååò ïåðèîä mf , òî åñòü äëÿ ëþáîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ ∈ ∆ âåðíî, ÷òî fmf (δ) = δ
è fk(δ) ̸= δ äëÿ ëþáîãî k < mf , ãäå k ∈ N . Ïîëîæèì γ = π(δ) âåðøèíà òðåõöâåòíîãî
ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ . Òîãäà S

mf

f (γ) = πfmfπ−1(γ) = πfmf (δ) =

π(δ) = γ . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî fk(δ) ̸= δ äëÿ k < mf , ãäå k ∈ N
Òàêèì îáðàçîì âåðøèíà γ ∈ Γ èìååò ïåðèîä mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü a è b èíâàðèàíòíûå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f , èìåþùèå íåïîäâèæíûé
ñòîê ω ñâîåé ãðàíè÷íîé òî÷êîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêèé äèñê Bω òàêîé, ÷òî ω ∈ Bω

è Bω ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç ñåïàðàòðèñ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà Bω \ (a ∪ b) , íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ ñåïàðàòðèñ l ∈ Lω îáîçíà÷èì J∗ . Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü J , îãðàíè÷åííóþ ñåïàðàòðèñàìè a è b òàêóþ, ÷òî J ∩ J∗ ̸= ∅ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.6. Âîçìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ êðèâóþ γ ∈ J , ÷òî îíà
ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ a è b â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ïðè÷åì f(γ)
òàêæå ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç êðèâûõ a è b â åäèíñòâåííîé òî÷êå è γ ∩ f(γ) = ∅ .

3. Íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G̃ , òðåõöâåòíûå ãðàôû êîòîðûõ èçîìîðôíû,
òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : T (f) → T (f ′) .

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òðåóãîëüíóþ îáëàñòü δ äèôôåîìîðôèçìà f , â ãðàíèöó
ýòîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè âõîäèò ñòîêîâàÿ òî÷êà ω . Ïîëîæèì h∆ = π′−1ηπ , ïîä äåéñòâèåì
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ýòîãî îòîáðàæåíèÿ δ ïåðåéäåò â òðåóãîëüíóþ îáëàñòü δ′ = h∆(δ) = π′−1ηπ(δ) äèôôåîìîð-
ôèçìà f ′ . Â ãðàíèöó òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ′ âõîäèò ñòîêîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà
f ′ , êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ω′ . Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå h∆ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
hΩ0 : Ω0 → Ω′

0 , äåéñòâóþùåå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó hΩ0(ω) = ω′ äëÿ êàæäîé ñòîêîâîé
òî÷êè ω ∈ Ω0 .

Äëÿ ñòîêîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ω äèôôåîìîðôèçìà f îáîçíà÷èì ÷åðåç L̃ω ìíîæå-
ñòâî âñåõ t è u êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ω ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé è ÷åðåç nω - ÷èñëî
êðèâûõ ïðèíàäëåæàùèõ L̃ω

5.
Àíàëîãè÷íî ëåììå 3.2.1 êíèãè [2], óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêèé çàìêíó-

òûé äèñê Bω ⊂ W s
ω , òàêîé ÷òî ω ∈ intBω , f(Bω) ⊂ Bω è ëþáàÿ êðèâàÿ τ νω ∈ L̃ω (ãäå

ν - öâåò ðåáðà, ν ∈ {u, t} ) ïåðåñåêàåò êðèâóþ cω = ∂Bω â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çàäàäèì

â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé cω ïàðó âåêòîðîâ (
−→
θ ;−→n ) òàêóþ, ÷òî âåêòîð −→n íàïðàâëåí

âíóòðü äèñêà Bω , âåêòîð
−→
θ êàñàåòñÿ êðèâîé cω è çàäàåò íà íåé íàïðàâëåíèå îáõîäà,

ïðè êîòîðîì äèñê Bω îñòàåòñÿ ñëåâà (íàçîâåì òàêîé îáõîä ïîëîæèòåëüíûì). Çàíóìåðó-
åì êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå cω : τ

ν1
ω , τ ν2ω ,... τ

νnω
ω â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, â êîòîðîì îíè

âñòðå÷àþòñÿ ïðè âûáðàííîì îáõîäå âäîëü cω , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé êðèâîé èç ìíîæåñòâà
L̃ω . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî τ ν1ω èìååò öâåò t . Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ2k−1 òðå-
óãîëüíóþ îáëàñòü, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò êðèâûå τ

ν2k−1
ω è τ ν2kω . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

îáîçíà÷èì ÷åðåç δ2k òðåóãîëüíóþ îáëàñòü, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò êðèâûå τ ν2kω è τ
ν2k+1
ω .

Îáëàñòü ñî ñòîðîíàìè τ ν1ω è τ
νnω
ω îáîçíà÷èì δnω (ðèñ. 3.1). Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå τ

ν2k−1
ω

è τ ν2kω k = 1, nω/2 èìåþò ðàçíûé öâåò, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè îäíîé òðåóãîëü-
íîé îáëàñòè. Èç íàøèõ îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå τ

ν2k−1
ω ÿâëÿþòñÿ t -êðèâûìè, τ ν2kω -

u -êðèâûìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γω ⊂ Γ ìíîæåñòâî âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) , êîòîðûì ñîîò-

âåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f , ñîäåðæàùèå ω â ñâîèõ çàìûêàíèÿõ
è ïîëîæèì γi = π(δi) , ãäå i = 1, nω .

5 Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî nω ÷åòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêà-
íèè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , òàêæå ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè. Â êàæäîé òàêîé
ÿ÷åéêå áûëà âûáðàíà â òî÷íîñòè îäíà t -êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî nω ñîâïàäàåò ñ óäâîåííûì ÷èñëîì
ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Òðåóãîëüíûå îáëàñòè â îêðåñòíîñòè ñòîêà

Ïðèìåíèì îòîáðàæåíèå h∆ ê òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì δ2k−1 è δ2k . Îòîáðàæåíèå π
ïåðåâîäèò òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ2k−1 è δ2k , èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó τ ν2kω , â âåðøèíû
γ2k−1 = π(δ2k−1) è γ2k = π(δ2k) òðåõöâåòíîãî ãðàôà, êîòîðûå èíöèäåíòíû íåêîòîðîìó
ðåáðó, êîòîðîå îáîçíà÷èì ψν2k . Â ñèëó èçîìîðôèçìà ãðàôîâ âåðøèíû γ2k−1 è γ2k ãðàôà
T (f) ïåðåéäóò â âåðøèíû γ′2k−1 = η(γ2k−1) è γ′2k = η(γ2k) ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå
ðåáðó ψ′ν2k = η1(ψ

ν2k) 6. Âåðøèíàì γ′2k−1 è γ′2k òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f ′) ñîîòâåòñòâóþò
òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ′2k−1 = π′−1(γ′2k−1) è δ′2k = π′−1(γ′2k) â ãðàíèöó êîòîðûõ âõîäèò ñòîê
ω′ äèôôåîìîðôèçìà f ′ . Îáùóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé δ′2k−1 è δ′2k îáîçíà÷èì
÷åðåç τ ′ν2kω′ .

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Lω ìû îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ñòîê
ω ∈ Ω0 â ñâîåì çàìûêàíèè. Ñòîðîíû òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé âèäà τ ν2kω ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè, òî åñòü τ ν2kω ∈ Lω , ãäå k = 1;nω \ 2 . Ïî îïèñàí-
íîìó âûøå ïðàâèëó êàæäîé ñåïàðàòðèñå τ ν2kω ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ñåïàðàòðèñó
τ ′ν2kω′ , òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå h∆ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå hLω : Lω → Lω′ , ãäå
ω′ = hΩ0(ω) , òàêîå ÷òî hLω(τ

ν2k
ω ) = τ ′ν2kω′

Òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì δ2k è δ2k+1 , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ
ν2k+1
ω , ñòàâÿòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèå òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ′2k = h∆(δ2k) è δ′2k+1 = h∆(δ2k+1) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå

τ
′ν2k+1

ω′ , ãäå k = 1, nω/2 .
Òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì δnω è δ1 , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ ν1ω , ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ′nω′ = h∆(δnω) è δ′1 = h∆(δ1) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå τ
′ν1
ω′ .

6 Îòîáðàæåíèå η , îñóùåñòâëÿþùåå èçîìîðôèçì ãðàôîâ, èíäóöèðóåò îòáðàæåíèå η1 , êîòîðîå ïåðåâî-
äèò ðåáðî ãðàôà T (f) â ðåáðî ãðàôà T (f ′) ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí Γω òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) ïîä äåéñòâèåì η
ïåðåõîäèò íà ìíîæåñòâî Γω′ òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f ′) , ãäå ω′ = hΩ0(ω) .

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Íåîáõîäèìîñòü

Íåîáõîäèìîñòü òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò èç ëåììû 4.1., äîêàçàííîé íèæå.

Ë å ì ì à 4.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f ∈ G̃ è f ′ ∈ G̃ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæå-
íû, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçìû
ãðàôîâ, òî åñòü S ′

f ′ = ηSfη
−1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f è f ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû,
òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h òàêîé, ÷òî f ′ = hfh−1 .

Ïîëîæèì ∆̃′ ðàçáèåíèå M ′
1 íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè, ãäå â êà÷åñòâå t -êðèâûõ èñïîëü-

çóþòñÿ êðèâûå h(t) . Ïî ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô T̃ (f ′) .
Äîêàæåì, ÷òî T (f) è T̃ (f ′) èçîìîðôíû.
Ãîìåîìîðôèçì h èíäóöèðóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå h∆ : ∆ → ∆̃′ , äåé-

ñòâóþùåå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó h∆(δ) = δ̃′ , ãäå δ ∈ ∆(δ̃′ ∈ ∆̃′) .
Îòîáðàæåíèå η = π′h∆π

−1 ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíî-
æåñòâàìè Γ è Γ′ . Ïîêàæåì, ÷òî η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ, äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû a , b èíöèäåíòíû ðåáðó ψν (îïðåäå-
ëåííîãî öâåòà ν ∈ {s, t, u} ), òî âåðøèíû a′ = π′h∆π

−1(a) è b′ = π′h∆π
−1(b) èíöèäåíòíû

íåêîòîðîìó ðåáðó ψ′ν òîãî æå öâåòà.
Âåðøèíàì a è b èíöèäåíòíûì ðåáðó ψν ñîîòâåòñòâóþò äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè δa =

π−1(a) è δb = π−1(b) , èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó τ ν ( τ òîãî æå öâåòà, ÷òî è ψν ). Îáëàñòè
δa è δb ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà h∆ â òðåóãîëüíûå îáëàñòè h∆(δa)
è h∆(δb) ñ îáùåé ñòîðîíîé τ ′ν . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû a è b , èíöèäåíòíûå ðåáðó ψν ,
ïîä äåéñòâèåì η = π′h∆π

−1 ïðåîáðàçóþòñÿ â âåðøèíû a′ = π′(h∆(δa)) è b′ = π′(h∆(δb))
ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå ðåáðó ψ′ν .

Òàêèì îáðàçîì T (f) è T̃ (f ′) èçîìîðôíû. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1. òðåõöâåòíûå ãðàôû
T̃ (f ′) è T (f ′) ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî T (f) è T (f ′) èçîìîðôíû.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ ðàñ-
ïèøåì S ′

f ′ = π′ f ′π′−1 = π′ hfh−1π′−1 = π′ hπ−1π fπ−1π h−1π′−1 = η Sfη
−1 . Òàêèì îáðàçîì

èçîìîðôèçì η ñîïðÿãàåò àâòîìîðôèçìû Sf è S ′
f ′ ãðàôîâ T (f) è T (f ′) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîñòàòî÷íîñòü

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G , òðåõöâåòíûå ãðàôû êîòîðûõ èçîìîðôíû, òî
åñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : T (f) → T (f ′) .

Äîñòàòî÷íîñòü òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò èç ëåìì 4.4., 4.5., äîêàçàííûõ íèæå.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñåïàðàòðèñó l ∈ Lω . Äëÿ êðèâûõ cω = ∂Bω è c̃ω =

∂fmf (Bω) ïîëîæèì, ÷òî y = cω ∩ l è fmf (y) = c̃ω ∩ l . Ïîëîæèì Llω =
mf∪
k=1

fk(l) ∩ W s
ω

(òî åñòü ìíîæåñòâî Llω - ñîñòîèò èç ñåïàðàòðèñ îðáèòû l , ëåæàùèõ â îáëàñòè ïðèòÿæå-
íèÿ ñòîêà ω ).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà íà ãðàíèöå ãðåóãîëüíîé îáëàñòè

Êàæäîé ñòîêîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå ω ïåðèîäà mω îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ãðàô Tω ãðàôà T (f) , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæ-
íîñòè è îáðàçîâàííóþ ÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð, òàêèõ, ÷òî ðåáðà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó
èìåþò ðàçíûé öâåò îäíîãî èç òèïîâ u èëè t .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T iω ïîäãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè âåðøèí ïîäãðàôà

Tω ïîä äåéñòâèåì àâòîìîðôèçìà Sif , à ðåáðà èìåþò òèï u èëè t . Ïîëîæèì Tω =
mω−1∪
i=0

T iω .

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì Sω ìíîæåñòâà Tω íà ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé
âåðøèíû γ ∈ Tω ïîëîæèì: S̃ω(γ) = Sf (γ) . Ïóñòü γ1 è γ2 âåðøèíû èíöèäåíòíûå ðåáðó
ψν öâåòà ν ∈ {s, t} . Èç ñâîéñòâ àâòîìîðôèçìà Sf ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåðøèí Sif (γ1) è

Sif (γ2) íàéäåòñÿ â òî÷íîñòè îäíî ðåáðî ψ̃
ν öâåòà ν , êîòîðîìó îíè èíöèäåíòíû. Îïðåäåëèì

Sω : ψ → ψ̃ , ïîëàãàÿ åãî ïðîèçâîëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì íà âíóòðåííîñòè ðåáðà ψ è
ðàâíûì S̃ω íà ãðàíèöå.

Èçîìîðôèçì ãðàôîâ η : T (f) → T (f ′) , ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçìû Sf è Sf ′ , èíäó-
öèðóåò ãîìåîìîðôèçì η̃ : Sω → Sω′ , òàêîé ÷òî Sω′ = η̃Sωη̃

−1 .
Ïîëîæèì γ ∈ Tω è q ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë qf ∈ {1, · · · ,mf−1} òàêîå, ÷òî γ∗ = S

qf
ω (γ)

è õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Kω , ìíîæåñòâà Tω \ (γ ∪ γ∗)
íå ñîäåðæèò îáðàçîâ âåðøèíû γ ïîä äåéñòâèåì Siω äëÿ âñåõ i ∈ {1, · · · ,mf − 1} .

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Kω , ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé îáëàñòüþ äëÿ äåéñòâèÿ ãîìåîìîð-

ôèçìà Sω íà ìíîæåñòâå Tω , òî åñòü
mf∪
i=0

Siω(Kω) = Tω .

Ïîëîæèì K ′
ω′ = η̃(Kω) , ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ãîìåîìîðôèçìà S ′

ω .
Â ñèëó òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè Sω è Sω′ ñîïðÿæåíû è ñòåïåíè ãîìåîìîðôèçìîâ
η̃S

qf
ω = S

qf
ω′ η̃ . Ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè îáëàñòè K ′

ω′ áóäóò òî÷êè γ′ = η̃(γ) è γ′∗ = S
qf
ω′ (γ′) =

η̃−1S
qf
ω η̃(γ′) .

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî qf áóäåò ìèíèìàëüíûì èç ÷èñåë qf ∈ {1, · · · ,mf−1} òàêèì, ÷òî
γ′∗ = Sqω(γ

′) è õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ìíîæåñòâà Tω′ \(γ′∪γ′∗) íå ñîäåðæèò
îáðàçîâ âåðøèíû γ′ ïîä äåéñòâèåì Siω′ äëÿ âñåõ i ∈ {1, · · · ,mf − 1} .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ë å ì ì à 4.2. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãàþ-
ùèé àâòîìîðôèçìû Sf è S ′

f ′ , òî ÷èñëà qf è qf ′ ðàâíû.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âåðøèíàì òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûå
îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f , òî ÷èñëî qf áóäåò ìèíèìàëüíûì èç âîçìîæíûõ qf ∈
{1, · · · ,mf − 1} òàêèõ, ÷òî ñåïàðàòðèñà l∗ = f qf (l) è õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà Bω \ (l ∪ l∗) íå ñîäåðæèò îáðàçîâ ñåïàðàòðèñû l ∈ Llω ïîä äåéñòâèåì
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f i äëÿ âñåõ i ∈ {1, · · · ,mf − 1} . Èç ëåììû 4.2. ñëåäóåò, ÷òî qf = qf ′ äëÿ ñåïàðàòðèñ èç
ìíîæåñòâ Lω è Lω′

Ïîëîæèì M2 =M2 \
∪

σ∈Ω1

W s
σ , M

′
2 =M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ .

Ë å ì ì à 4.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãà-
þùèé àâòîìîðôèçìû Sf è S ′

f ′ , òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ :M2 →M ′
2 , òàêîé

÷òî h̃f = f ′h̃ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G , òðåõöâåòíûå
ãðàôû êîòîðûõ èçîìîðôíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : T (f) → T (f ′) .

Ïîëîæèì b(b′) çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé ñåïàðàòðèñå l(l′) , ñ ãðàíè÷íû-
ìè òî÷êàìè y è fmf (y) (y′ è f ′mf (y′)) . Ïóñòü hb : b → b′ , ïðîèçâîëüíûé ñîõðàíÿþ-
ùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1. hb(y) = y′ ;
2. hb(f

mf (y)) = f ′mf (y′) . Ïðîäîëæèì hb äî ãîìåîìîðôèçìà hl : l → l′ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: hl(x) = f ′p·mfhbf

−p·mf (x) , ãäå x ∈ l , p ∈ Z òàêîå, ÷òî f−p·mf (x) ∈ b .
Íàïîìíèì, ÷òî l∗ = f q(l) è çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì hl∗ : l

∗ → l′∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
hl∗ = f ′q·mfhlf

−q·mf , ãäå q ∈ {1, · · · ,mf − 1} òàêîå, ÷òî f−q·mf (l∗) = l . Ïîêàæåì, ÷òî hl∗
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ hl∗f

mf = f ′mfhl∗ . Òàê êàê hlf
mf = f ′mfhl , òî ðàñïèøåì hl∗f

mf =
f ′mf ·qhlf

−mf ·qfmf = f ′mf ·qhlf
mff−mf ·q = f ′mf ·qf ′mfhlf

−mf ·q = f ′mff ′mf ·qhlf
−mf ·q = f ′mfhl∗ .

Ïîëîæèì b∗ çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé ñåïàðàòðèñå l∗ , ñ ãðàíè÷íûìè òî÷-
êàìè y∗ = cω ∩ l∗ è fmf (y∗) = c̃ω ∩ l∗ . Îòîáðàæåíèå hb∗ - ýòî îãðàíè÷åíèå hl∗ íà b∗ , òî
åñòü hb∗ = hl∗|b∗ .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé ãëàäêèé äèñê Bω′ , ñîäåðæàùèé ω′ , ñ ãðàíèöåé
cω′ = ∂Bω′ , òàêîé ÷òî cω′ ∩ l′ = y′ è cω′ ∩ l′∗ = y′∗ . Ñîãëàñíî ëåììå 2 ìîæíî òàêèì îáðàçîì
ïîïðàâèòü cω′ , ÷òî f ′(Bω′) ⊂ Bω′ è f ′(Bω′) ∩Bω′ = ∅ .

Ïîëîæèì a - çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé êðèâîé cω ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

y è y∗ òàêîé, ÷òî a∩
mf∪
k=1

fk(l) = {l, l∗} . Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ââåäåì äëÿ äèôôåîìîð-

ôèçìà f ′ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ha ïðîèçâîëüíûé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì
ha : a→ a′ òàêîé, ÷òî ha(y) = y′ è ha(y

∗) = y′∗ .
Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî ã - ýòî çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé êðèâîé c̃ω ñ ãðà-

íè÷íûìè òî÷êàìè fmf (y) è fmf (y∗) òàêîé, ÷òî ã ∩
mf∪
k=1

fk(l) = {l, l∗} . Îïðåäåëèì îòîáðà-

æåíèå hã : ã → ã ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì hã(f
mf (y)) = f ′mf (y′) è ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå ξ ∈ ã ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ξ′ ∈ ã′ , ãäå ξ′ = f ′mfhãf
−mf (ξ) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ∂Q = a∪ ã∪b∪b∗
(ðèñ. 3.1). Ïóñòü hQ : ∂Q→ ∂Q′ ãîìåîìîðôèçì, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

hQ(x) =


ha(x), åñëè x ∈ a;

hã(x), åñëè x ∈ ã;

hb(x), åñëè x ∈ b;

hb∗(x), åñëè x ∈ b∗.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì HQ : Q→ Q′ òàêîé, ÷òî HQ|∂Q = hQ|∂Q .
Ïîëîæèì Q̃ - îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñåïàðàòðèñàìè l è l∗ è íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ñå-

ïàðàòðèñ èç ìíîæåñòâà Llω . Ïðîäîëæèì HQ , çàäàííûé íà Q íà Q̃ , ñëåäóþùèì îáðàçîì:
HQ̃(x) = f ′p·mfHQf

−p·mf (x) , ãäå x ∈ Q̃ , p ∈ Z òàêîå, ÷òî f−p·mf (x) ∈ Q .

Íà îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ Q̃k , â ãðàíèöó êàæäîé èç êîòîðûõ âõîäÿò äâå ñåïàðàòðèñû èç
ìíîæåñòâà Llω è íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ ñåïàðàòðèñ èç ìíîæåñòâà Llω , çàäàäèì ãîìåîìîð-
ôèçì HQ̃k

: Q̃k → Q̃′
k . Ïîëîæèì HQ̃k

= f ′p·mfHQ̃f
−p·mf , p ∈ Z òàêîå, ÷òî f−p·mf (Q̃k) = Q̃ .
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Ïîêàæåì, ÷òî HÕk
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ HÕk

fmf = f ′mfHÕk
. Òàê êàê HÕf

mf =
f ′mfHÕ , òî ðàñïèøåì HÕk∗

fmf = f ′p·mfHÕk
f−p·mff = f ′p·mfHÕk

fmff−p·mf =
f ′p·mff ′mfHÕk

f−p·mf = f ′mff ′p·mfHÕk
f−p·mf = f ′mfHÕk

.

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h̃ : M2 \
∩

σ∈Ω1

W s
σ → M2 \

∩
σ′∈Ω1

W s
σ′ , òàê ÷òî h̃ ñîâïàäàåò ñ

hω äëÿ âñåõ ω ∈ Ω0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñõåìû äèôôåîìîðôèçìà, ââå-
äåííîå â [2].

Ïîëîæèì Vf = W s
Ω0

\ Ω0 - ïðîñòðàíñòâî îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f , íàçâàííîå â [2]

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è V̂f = Vf/f - õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
îðáèò äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f . Â ñèëó [2] (ïðåäëîæåíèå 2.1.5, òåîðåìà 2.1.3) ìíîãîîáðà-
çèå V̂f ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pV̂f : Vf → V̂f åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóùèì îòîáðàæåíèå ζf : π1(V̂f ) → Z , êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ â ãðóïïó Z íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
êàæäîãî òîðà èç ìíîæåñòâà V̂f .

Äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ïîëîæèì Ŵ u
σ = pV̂f (W

u
σ \ σ) è Wu

f =
∪
σ∈LΩ1

W u
σ è

ââåäåì àâòîìîðôèçì φf = pV̂ffp
−1

V̂f
: V̂f → V̂f .

Íàáîð Sf = (V̂f ,Wu
f , ζf , φf ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ íàçîâåì ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ , òàêîé ÷òî:

1. ζf ([c]) = ζf ′([φ̂(c)]) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé c ⊂ V̂f

2. äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ñóùåñòâóåò σ′ ∈ Ω′
1 , òàêàÿ ÷òî φ̂(Ŵ u

σ ) = Ŵ u
σ′ ;

3. φ̂φ̂f = φ̂f ′φ̂

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò âçàèìîñâÿçü ñõåìû è òðåõöâåòíîãî ãðàôà:

Ë å ì ì à 4.4. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f , f ′ èìåþò èçîìîðôíûå òðåõöâåòíûå
ãðàôû Tf , T

′
f , òî èõ ñõåìû Sf , Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 4.3. ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ :
M2 \

∪
σ∈Ω1

W s
σ → M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ , ñîïðÿãàþùèé îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ýòèõ

ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå φ̂ = p′
V̂f ′
h̃p−1

V̂f
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, îñóùåñòâëÿþùèì ýê-

âèâàëåíòíîñòü ñõåì V̂f è V̂f ′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îáðàòèìñÿ ê ëåììå 4.5., äîêàçàííîé â êíèãå [2].

Ë å ì ì à 4.5. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïpÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñõåìû Sf è Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò èç ëåìì 4.4., 4.5.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



22

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áåçäåíåæíûõ À.Í., Ãðèíåñ Â. Ç., �Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�,
Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ìåæâóç. òåìàòè÷.
ñá. íàó÷. òð.. Ò.×. 2, ðåä. Å. À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâà, ÃÃÓ, Ãîðüêèé, 1987, 24�32.

2. Ãðèíåñ Â. Ç., Ïî÷èíêà Î.Â, Ââåäåíèå â òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ êàñêàäîâ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè äâà è òðè, ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà,
Èæåâñêèé èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, Èæåâñê, 2011, 424 ñ.

3. Ëåîíòîâè÷ Å., Ìàéåð À.Î, �Î ñõåìå, îïðåäåëÿþùåé òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàç-
áèåíèÿ íà òðàåêòîðèè�, Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, 4, 103 (1955), 557�560.

4. Îøåìêîâ À.À., Øàðêî Â.Â., �Î êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 8, 189 (1998), 93-140.

5. Peixoto Ì.Ì., �On the classi�cation of �ows on 2-manifolds�, Dynamical systems, 1973,
389-419.

6. Êàïêàåâà Ñ.Õ., �Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñðåäñòâîì òðåõöâåòíîãî ãðàôà�, Æóðíàë ÑÂÌÎ, 4, 14
(2012), 34-43.

On classi�cation of gradient-like di�eomorphisms on

surfaces by means automorphisms of three-color graphs.

c⃝ V. Z. Grines7, S. H. Kapkaeva8

Abstract. This article is a continuation of the paper [6], in which the conditions of topological
conjugacy of gradient-like di�eomorphisms are found, under suggestion that wandering set consists
of only �xed points. In this paper we consider the class of orientation preserving gradient-like
di�eomorphisms whose nonwandering set admits an existence of periodic orbits of period greater
than one. To each di�eomorphism we appreciate three-color graph equipped by an automorphism
given on the set of vertices of the graph. It is stated that all vertices of the graph have the same
period under action of the automorphism. It is proved that the three-color graph equipped with
the automorphism, is a complete topological invariant in the considered class of di�eomorphisms

Key Words: Morse-Smale di�eomorphisms, gradient-like di�eomorphisms, topological conjugate
di�eomorphisms, three-color graph.
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