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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ïëàíîâûõ öèôð ïðèåìà â ÂÓÇ íà îñíîâå
êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ðåãðåññèè, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ìíîæåñòâåííîé
ðåãðåññèè, êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè

Íà ëþáîé ýêîíîìè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ÷àùå âñåãî îêàçûâàåò âëèÿíèå íå îäèí, à íåñêîëü-
êî ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, ïëàí ïðèåìà â ÂÓÇ ñâÿçàí ñ êîëè÷åñòâîì âûïóñêíèêîâ â äàííîì
ðåãèîíå, ñ óðîâíåì äîõîäîâ íàñåëåíèÿ, âîñòðåáîâàííîñòüþ âûïóñêíèêîâ, ñ êîëè÷åñòâîì âû-
ïóñêíèêîâ ÑÏÎ, ÍÏÎ, ñ ëèöåíçèîííûìè ïîêàçàòåëÿìè ïî ôîðìèðîâàíèþ ïëàíà ïðèåìà.
Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ïàðíîé ðåãðåññèè M(y/x) = f(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâåííàÿ
ðåãðåññèÿ

M(y/x1, x2, . . . , xm) = f(x1, x2, . . . , xm).

Çàäà÷à îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè ïåðåìåííûõ Y è X1, X2, . . . , Xm ôîðìè-
ðóåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïàðíîé ðåãðåññèè. Óðàâíåíèå ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Y = f(β,X) + ε,

ãäå X = (X1, X2, . . . , Xm) � âåêòîð íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ; β � âåêòîð ïàðàìåòðîâ; ε �
ñëó÷àéíàÿ îøèáêà; Y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ äàííîé ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè èìåííî ôóíêöèÿ f ñâÿçûâàåò èññëåäóåìóþ ïåðåìåííóþ Y ñ âåêòîðîì
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ X .

Ðàññìîòðèì ñàìóþ óïîòðåáëÿåìóþ è íàèáîëåå ïðîñòóþ èç ìîäåëåé ìíîæåñòâåííîé ðå-
ãðåññèè � ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Òåîðåòè÷åñêîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå
ðåãðåññèè èìååò âèä:

Y = β0 + β1x1 + β2x2 + . . .+ βmxm + ε

èëè äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ íàáëþäåíèé i , i = 1, 2, . . . , n ,

yi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + . . .+ βmXim + εi

Çäåñü β = (β0, β1, . . . , βm) âåêòîð ðàçìåðíîñòè (m + 1) íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. βi ,
i = 1, 2, . . . , n , íàçûâàåòñÿ i -ì òåîðåòè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè. Îí õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ âåëè÷èíû Y ê èçìåíåíèþ Xj è îòðàæàåò âëèÿíèå íà óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(Y |x1, x2, . . . , xm) çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y îáúÿñíÿþùåé
ïåðåìåííîé Xj , ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå äðóãèå îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå ìîäåëè îñòàþò-
ñÿ ïîñòîÿííûìè. β0 � ñâîáîäíûé ÷ëåí, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå Y â ñëó÷àå, êîãäà âñå
îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå Xi = 0 . Ïîñëå âûáîðà ëèíåéíîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå ìîäåëè
çàâèñèìîñòè íåîáõîäèìî îöåíèòü ïàðàìåòðû ðåãðåññèè.

Ïóñòü èìååòñÿ n íàáëþäåíèé âåêòîðà îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, . . . , xm)
è çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y :

(Xi1, Xi2, . . . , Xim, yi), i = 1, 2, . . . , n.

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ôèçèêè, Ñàðàíñêèé êîîïåðàòèâíûé èíñòèòóò, ã. Ñàðàíñê;
elen.chernoivanova@yandex.ru
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ïàðàìåòðîâ
β0, β1, . . . , βm , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî n ≥ m + 1 . Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî íå áó-
äåò âûïîëíÿòüñÿ, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ, ïðè
êîòîðûõ ëèíåéíàÿ ôîðìóëà ñâÿçè ìåæäó x è y áóäåò àáñîëþòíî òî÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü
èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì. Ïðè ýòîì åñëè n = m + 1 , òî îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà
β ðàññ÷èòûâàþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì � ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû m + 1 ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ:

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βmxim, i = 1, 2, . . . ,m+ 1.

×èñëî k = n−m− 1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì îöåíêè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâåííîé ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).
Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîñûëîê ÌÍÊ îòíîñèòåëüíî îøèáîê εi îöåíêè b0, b1, . . . , bm ïà-

ðàìåòðîâ β, β2, . . . , βm ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïî ÌÍÊ ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåí-
íûìè, ýôôåêòèâíûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè. Îòêëîíåíèå ei çíà÷åíèÿ yi çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé Y îò ìîäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ỹi , ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ ðåãðåññèè â i -ì íàáëþ-
äåíèè (i = 1, 2, . . . , n) , ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå:

ei = yi − b0 − b1xi1 − . . .− bmxim

Òîãäà ïî ÌÍÊ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê b0, b1, . . . , bm ìèíèìèçèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíê-
öèÿ:

Q =
n∑
i=1

e2i =
n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))
2 (9)

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí bj , j =
0, 1, . . . ,m . Îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìèíèìóì, Íåîáõîäèìûì óñëîâèå
ìèíèìóìà ôóíêöèè Q ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0 âñåõ å¼ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî bj . ×àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ýòîé êâàäðàòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

∂Q

∂b0
= −2

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))

∂Q

∂bj
= −2

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))xij, j = 1, 2, . . . ,m

(10)

Ïðèðàâíèâàÿ èõ ê 0, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó m+1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ m+1 íåèçâåñò-
íûìè: 

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij)) = 0

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))xij = 0, j = 1, 2, . . . ,m

(11)

Òàêàÿ ñèñòåìà èìååò îáû÷íî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäñòàâèì äàííûå íàáëþäåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû â ìàòðè÷íîé ôîð-
ìå.

Y =


y1
y2
· · ·
yn

 , X =


1 x11 x12 . . . x1m
1 x21 x22 . . . x2m
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn1 xn2 . . . xnm

 , B =


b0
b1
. . .
bm

 , e =


e0
e1
. . .
en
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Çäåñü Y � n -ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö íàáëþäåíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y ; � ìàòðè-
öà ðàçìåðíîñòè n×(m+1) , â êîòîðîé i ñòðîêà (i = 1, 2, . . . , n) ïðåäñòàâëÿåò íàáëþäåíèÿ
âåêòîðà çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xm ; � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè
(m + 1) ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè; � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè n îòêëîíåíèé
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé yi çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y îò çíà÷åíèé ỹi , ïîëó÷àåìûõ ïî óðàâ-
íåíèþ ðåãðåññèè

ỹi = b0 + b1xi1 + b2xi2 + . . .+ bmxim.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Q ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0 å¼ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ∂Q

∂bj
ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì bj , j = 0, 1, . . . ,m .

Ïðèðàâíèâàÿ ∂Q/∂B ê 0, ïîëó÷èì

B = (XTX)−1XTY.

Ïîëó÷åííûå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ óðàâíåíèé ðåãðåññèè ñ ïðîèçâîëü-
íûì êîëè÷åñòâîì m îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ.

Çíàíèå äèñïåðñèé è ñòàíäàðòíûõ îøèáîê ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü òî÷íîñòü îöåíîê,
ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðîâåðÿòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãèïîòåçû.

Îáùåå êà÷åñòâî óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ìîæíî ïðîâåðèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöè-
åíòà äåòåðìèíàöèè R2 , êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

R2 = 1−
∑
e2i∑

(yi − y)2
.

Åñëè 0.75 ≤ R2 ≤ 1 , òî óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñîñòàâëåíî âåðíî.
Ïóñòü íàì äàí âðåìåííîé ðÿä, õàðàêòåðèçóþùèé çàâèñèìîñòü ïëàíà ïðèåìà â íåêîòî-

ðûé ÂÓÇ îò ãîäà. Ýòîò ðÿä çàäàí â âèäå òàáëèöû.

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
Âðåìÿ t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ïëàí
ïðèåìà 97 105 135 152 160 195 223 297 310 318 326

â ÂÓÇ (y)

Ê ôîðìèðîâàíèþ ëèíåéíîãî òðåíäà ïðèâëåêàþò âñå òîò æå ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ, ïîëàãàÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âðåìÿ t , à ðåçóëüòèðóþùåé ïåðåìåííîé
� âåëè÷èíó y . Òîãäà îöåíêà ïàðàìåòðîâ òðåíäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Á =

(
a0
a1

)
= (T ′ · T )−1 · T · Y, ãäå Y =


y1
y2
...
yn

 , T =


1t1
1t2
. . .
1tn

 .

Ïî ýòîé ôîðìóëå âû÷èñëèì çíà÷åíèå ìàòðèöû

A =

(
n

∑
ti∑

ti
∑
t2i

)
·
( ∑

yi∑
ti · yi

)
=

=
1

n
∑
t2i − (

∑
ti)

( ∑
t2i −

∑
ti

−
∑
ti n

)
·
( ∑

yi∑
ti · yi

)
=
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=
1

5566− 4356

(
506 −66
−66 11

)
·
(
2318
16783

)
=

(
53, 914
26, 136

)
.

Çàïèøåì óðàâíåíèå òðåíäà yt = a0 + a1t = 53, 914 + 26, 136t . Ïðè t = 12 çíà÷åíèå
y12 = 367, 55 , òî åñòü ïëàí ïðèåìà â ÂÓÇ â 2012 ãîäó áûë ðàâåí 367.
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