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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ñòðîèòñÿ äèôôåîìîðôèçì, èìåþùèé ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ è ñî-
õðàíÿþùèé îáúåì, òðåõìåðíîé ñôåðû. Ïðè ýòîì, â ïðîñòðàíñòâå êîíñåðâàòèâíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, êîíñåðâàòèâíûé äèôôåîìîðôèçì, êèíåìàòè-
÷åñêîå äèíàìî, äèíàìèêà ìàãíèòíûõ ïîëåé

Ïðåäìåòîì òåîðèè êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîèñõîæäåíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé
â ýëåêòðîïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ, êîòîðûå èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â äèíàìèêå àñòðîôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ [3]. Îäíèì èç àñïåêòîâ áûñòðîãî êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
äâèæåíèé æèäêîñòè, êîòîðûå âûçûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè
ìàëîé ìàãíèòíîé äèôôóçèè [2]. Â óïðîùåííîé ôîðìå âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ
êîíñåðâàòèâíîãî äèôôåîìîðôèçìà f : M → M ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M òàêîãî, ÷òî
ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ , çàäàííîãî íà M , ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïîä äåéñòâèåì èòå-
ðàöèé äèôôåîìîðôèçìà f . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, âõîäÿùàÿ
â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äèôôóçèè, äîñòàòî÷íî áëèçêà ê íóëþ, è ìû òàêæå äîëæíû
ó÷èòûâàòü ïðîöåññ ðàññåèâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Äëÿ òèïè÷íûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèÿ,
ñâÿçàííûå ñ äèôôóçèåé (ïðè ìàëîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòè) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè äèôôåîìîð-
ôèçì f äîñòàòî÷íî õàîòè÷åí (íàïðèìåð, èìååò íåíóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ) [7].

Â ñòàòüå ñòðîèòñÿ äèôôåîìîðôèçì, èìåþùèé ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ è ñîõðàíÿþ-
ùèé îáúåì, òðåõìåðíîé ñôåðû. Ïðè ýòîì, â ïðîñòðàíñòâå êîíñåðâàòèâíûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Ðàññìîòðèì íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè R2 êðóã D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ 1} , è îòîá-
ðàæåíèå w : D2 → R2 , îáðàçóþùåå ïîäêîâó Ñìåéëà [10]. Èìåííî, îòîáðàæåíèå w åñòü
êîìïîçèöèÿ ñæàòèÿ âäîëü îñè Ox , ðàñòÿæåíèÿ âäîëü îñè Oy , ñãèáàíèÿ (íåïðèíöèïèàëü-
íî, â êàêóþ ñòîðîíó) ïîëó÷åííîãî ýëëèïñà è ñäâèãà òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ w(D2)
ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy .

Èçâåñòíî [1], [9], ÷òî w ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ïëîñêîñòè R2 òàê,
÷òîáû ýòî ïðîäîëæåíèå áûëî òîæäåñòâåííûì âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðóãà D2 . ßñíî,
÷òî çà ñ÷åò ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÿêîáèàí J(w) îòîáðàæå-
íèÿì w íà D2 ðàâíÿëñÿ 1

2
. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sh0 : R2 → R2 ñäâèã (x; y) −→ (x + 1
2
; y) âäîëü îñè Ox , è ÷å-

ðåç S0 : R2 → R2 � öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (0; 0) ,
S0(x; y) = (−x;−y) . Ñíîâà çà ñ÷åò ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ è ñãèáà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîë-
íåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È.
Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; medvedev@unn.ac.ru
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1. ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ sh0 ◦ w(D2) ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ;

2. w(D2) ∩ (S0 ◦ w(D2)) = ∅ .

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå sh0◦w = w0 îáðàçóåò ïîäêîâó Ñìåéëà. Âòî-
ðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäêîâà w(D2) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè S0 . Îòìåòèì, ÷òî S0 ◦w(D2) òàêæå îáðàçóåò êîíôèãóðàöèþ ïîä-
êîâû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rt : R2 → R2 âðàùåíèå{
x̄ = x cosπt− y sin πt
ȳ = x sin πt+ y cos πt

ïëîñêîñòè R2 íà óãîë πt ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïîëîæèì

wt = R2t ◦ w0 ◦R−t : D
2 → R2.

Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàçîâàíèå ïîäêîâû â íàïðàâëåíèè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì ïðÿìîé y = tanπt · x , ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì Rt íà óãîë πt ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ïóñòü S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � îêðóæíîñòü, íàäåëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé
[0; 1] → [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 . Îòîáðàæåíèå E2 : S

1 → S1 âèäà t → 2t mod, 1 ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
òÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà [8]. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå
R3 âëîæåííûé ïîëíîòîðèé S1 ×D2 ⊂ R3 , è îòîáðàæåíèå F : S1 ×D2 → R3 âèäà

(t; (x; y)) 7−→ (E2(t);wt(x; y)) , t ∈ S1, (x; y) ∈ D2.

Ïîëîæèì Dt = {t} ×D2 ⊂ S1 ×D2 , R2
t = {t} ×R2 . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F ,

F (Dt) ⊂ R2
E2(t)

= R2
2tmod 1.

Ë å ì ì à 1.6. Îòîáðàæåíèå F : S1 ×D2 → F (S1 ×D2) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìîì íà ñâîé îáðàç.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (t1; z1) ∩ F (t2; z2) ̸= ∅ . Òîãäà F (Dt1) ∩
F (Dt2) ̸= ∅ . Èç îïðåäåëåíèÿ F âûòåêàåò ðàâåíñòâî E2(t2) = E2(t1) , òî åñòü, 2t1 mod 1 =
2t2 . Òàê êàê îòîáðàæåíèå wt ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî t1 ̸= t2 .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà t2 = t1 +

1
2
. Èìååì, F (Dt1) = R2t1 ◦ w0 ◦

R−t1(Dt1) ,

F (Dt2) = F (Dt1+
1
2
) = R2t1+1 ◦ w0 ◦R−t1− 1

2
(Dt1) = R1 ◦R2t1 ◦ w0 ◦R−t1− 1

2
(Dt1).

Ïîñêîëüêó R1 åñòü ïîâîðîò íà óãîë π , òî ïîäêîâû F (Dt1) è S0 ◦F (Dt1) äîëæíû ïåðåñå-
êàòüñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ÿêîáèàí J(w) îòîáðàæåíèÿì w íà D2 ðàâåí 1
2
, òî ÿêîáèàí

îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí J(F ) = J(w) · DE2 = 1
2
· 2 = 1 . Ïîýòîìó F ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâà-

òèâíûì äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîïîëíèì ïðîñòðàíñòâî
R3 áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé {∞} òàê, ÷òî îáúåäèíåíèå R3 ∪ {∞} îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ 3-ìåðíîé ñôåðîé S3 .
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Èç òåõíèêè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [4], [5], âûòåêàåò, ÷òî f ïðîäîëæàåòñÿ äî äèôôåî-
ìîðôèçìà ñôåðû f : S3 → S3 , ïðè÷åì ìîæíî ïðîäîëæåíèå îñóùåñòâèòü òàê, ÷òîáû
ñîõðàíÿëîñü ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè.

Ïîëíîòîðèé S1 × D2 , âëîæåííûé â S3 , áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì, è îáîçíà÷èì ÷åðåç
B . Ïîëîæèì

Ω =
∞∩

n=−∞

f(B).

Ìíîæåñòâî Ω èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f [1] è íå ïóñòî, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò â D0 =
{0} ×D2 ⊂ B èíâàðèàíòíîå íåòðèâèàëüíîå (íóëüìåðíîå) ìíîæåñòâî Ω0 ïîäêîâû Ñìåéëà
[??]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff 1(S3) ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ 3-ñôåðû S3 , íàäåëåí-
íîå C1 òîïîëîãèåé.

Ë å ì ì à 1.7. Ìíîæåñòâî Ω ãèïåðáîëè÷åñêîå, è îãðàíè÷åíèå f |Ω äèôôåîìîðôèç-
ìà f íà Ω èìååò ïîëîæèòåëüíóþ (òîïîëîãè÷åñêóþ) ýíòðîïèþ. Áîëåå òîãî, â ïðî-
ñòðàíñòâå Diff 1(S3) èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U(f) äèôôåîìîðôèçìà f òàêàÿ, ÷òî ëþ-
áîé äèôôåîìîðôèçì g ∈ U(f) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Ωg ⊂ B ,
ïðè÷åì äèôôåîìîðôèçìû f |Ω , g|Ωg ñîïðÿæåíû è îãðàíè÷åíèå g|Ωg èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ ýíòðîïèþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïîñòðîåíèþ, ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f |B : S1×D2 → R3 ðàâåí

J(f) =

(
1
2

0
0 2

)
. Ïîýòîìó f èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (íå òîëüêî íà Ω ) íà B .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ãèïåðáîëè÷åñêîå. Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Ω0 :
Ω0 → Ω0 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ [1]. Îòñþäà è [6] âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Ω
òàêæå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ. Ïîñêîëüêó ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà îáëàäàþò
óñòîé÷èâîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ C1 âîçìóùåíèé, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(f) ñ
òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, òàê êàê ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íà S1 ×D2 ìàãíèòíîå ïîëå B⃗ , îáðàçîâàííîå åäèíè÷íûìè
âåêòîðàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê êðèâûì S1×{z} , z ∈ D2 . Êðè-
âûå S1×{z} ñ÷èòàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà. ßñíî,

÷òî B⃗ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñþ ñôåðó S3 äî åäèíè÷íîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, áåçäèâåð-

ãåíòíîãî) âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî B⃗ èìååò íóëåâóþ äèôôóçèþ (òî åñòü,
ðàññåèâàíèå ìàãíèòíîé ýíåðãèè íå ïðîèñõîäèò). Òàê êàê ýòè êðèâûå S1 × {z} ïîä äåé-

ñòâèåì f ðàñòÿãèâàþòñÿ â äâà ðàçà, òî ïîä äåéñòâèåì f ïîëå B⃗ ïåðåõîäèò â ïîëå f∗(B⃗)

ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ λ > 1 òàêàÿ, ÷òî âåêòîðû ïîëÿ f∗(B⃗)

èìåþò äëèíó íå ìåíåå, ÷åì â λ ðàç áîëüøóþ íåæåëè äëèíà âåêòîðîâ ïîëÿ B⃗ . Àíàëî-
ãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ äëèí âåêòîðîâ ïîëÿ fn+1

∗ (B⃗) îòíîñèòåëüíî ïîëÿ fn∗ (B⃗) .
Åñëè íå ó÷èòûâàòü äèññèïàöèþ ýíåðãèè, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
fn∗ (B⃗) ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîêàçàòåëåì lnλ > 0 . Òàêèì îáðàçîì, äèôôåîìîðôèçì
f : S3 → S3 ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì íåäèññèïàòèâíûì êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî îòíîñèòåëüíî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òèïè÷íûõ ìàãíèò-
íûõ ïîëåé ñ íåíóëåâîé (òîïîëîãè÷åñêîé) ýíòðîïèåé ýíåðãèÿ òàêæå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî
ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè ýíåðãèè ïðè íåîãðàíè÷åííî áîëüøîì ìàãíèòíîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà
(ò.å., ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòè). Îòñþäà è ëåììû 1.7. ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò áëèçêèé ê f (â C1 òîïîëîãèè) äèôôåîìîðôèçì f0 : S

3 → S3 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

áûñòðûì (äèññèïàòèâíûì) êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî îòíîñèòåëüíî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ .
Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíò 12-01-00672-à, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



26

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àíîñîâ Ä.Â., Ñîëîäîâ Â.Â., �Ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà. Â ñá. ñåðèè ¾Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè¿�,Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ (Èòîãè íàóêè è òåõíèêè),
66 (1991), 12�99.

2. Àðíîëüä Â.È., Õåñèí Á.À., Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â ãèäðîäèíàìèêå, ÌÖÍÌÎ, M.,
2007.

3. Âàéíøòåéí Ñ.È., Çåëüäîâè÷ ß.Á., �Î ïðîèñõîæäåíèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â àñòðîôè-
çèêå (Òóðáóëåíòíûå ìåõàíèçìû "äèíàìî")�, Óñïåõè ôèç. íàóê, 106 (1972), 431�457.

4. Æóæîìà Å.Â., Èñàåíêîâà Í.Â., �Î íóëüìåðíûõ ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæå-
ñòâàõ�, Ìàòåì. ñá., 202 3 (2011), 47�68.

5. Bothe H., �The ambient structure of expanding attractors, II. Solenoids in 3-manifolds�,
Math. Nachr., 112 (1983), 69�102.

6. Bowen R., �Topological entropy and Axiom A.�, Global Analysis, Proc. Sympos. Pure
Math., Amer. Math. Soc., 14 (1970), 23�42.

7. Klapper I., Young L.-S., �Rigorous bounds of the fast dynamo growth rate involving
topological entropy�, Comm. Math. Phys., 173 (1975), 623�646.

8. Shub M., �Endomorphisms of compact di�erentiable manifolds�, Amer. Journ. Math., 91
(1969), 175�199.

9. Smale S., �Di�eomorphisms with many periodic points�, Di�erential and Combinatorial
Topology, 1965, 63�80.

10. Smale S., �Di�erentiable dynamical systems�, Bull. Amer. Math. Soc., 73 (1967), 741�817.

A model of fast kinematic dynamo

c⃝ E.V. Zhuzhoma4, V.S. Medvedev5, A. E. Shishenkova6

Abstract.We construct a di�eomorphism having a positive entropy, and the stored volume, three-
dimensional sphere. Thus, in the space conservative di�eomorphisms of a neighborhood in which
the di�eomorphisms have positive topological entropy.
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