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Î íåêîòîðûõ êëàññàõ êîïóë
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîïóëû n ïåðåìåííûõ òàêèå, ÷òî âñÿêîå ñåìåéñòâî
èç n− 1 ìàðãèíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì â ñîâîêóïíîñòè. Îïèñàíî
äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ïîäîáíûõ êîïóë. Äåòàëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 2 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîïóëû, íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîìîíîòîííîñòü, êîíòðìî-
íîòîííîñòü.

1. Ââåäåíèå

Êîïóëû (êîïóëà ôóíêöèè), àêòèâíî èññëåäóåìûå è ïðèìåíÿåìûå â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ çíàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ñêëÿðà [1], õàðàêòåðèçóþò â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ñòåïåíü
çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáçîð òåîðèè êîïóë ñì. [2].

Êîïóëîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ÑÂ),
ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1] . Àíà-
ëèòè÷åñêè êîïóëà � ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ C(x1, . . . , xn) , îïðåäåëåííàÿ íà êóáå
[0, 1]n , ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• C(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0 ïðè ëþáûõ i, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ;

• C(1, . . . , 1, xi, 1, . . . , 1) = xi ïðè ëþáûõ i, xi ;

• îáîáùåííàÿ ìîíîòîííîñòü: åñëè x1 ≤ y1, . . . , xn ≤ yn , òî∑
t1,...,tn

±C(t1, . . . , tn) ≥ 0,

ãäå ñóììèðóþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ êîïóëû ïðè ti , ðàâíûõ ëèáî xi , ëèáî yi , ïðè÷åì çíàê
ðàâåí (−1)k ( k ðàâíî ÷èñëó çíà÷åíèé xi â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ).

Îáîáùåííàÿ ìîíîòîííîñòü êîïóëû äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

C(y1, y2) + C(x1, x2) − C(y1, x2) − C(x1, y2) ≥ 0.

Åñëè FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X1, . . . , Xn)
c ôóíêöèÿìè ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé FX1(x1), . . . , FXn(xn) , òî ñóùåñòâóåò êîïóëà
C , äëÿ êîòîðîé

FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) = C (FX1(x1), . . . , FXn(xn)) ,

ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ, åñëè ôóíêöèè ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíû (òåîðåìà
Ñêëÿðà).

Âûäåëåíèå êîïóëû èç îáùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âûÿâèòü òîëüêî ñâîé-
ñòâà, ñóùåñòâåííûå äëÿ õàðàêòåðèçàöèè çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè,

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèà-
öèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; bro-e�m@yandex.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöè-
îííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; preliv@mail.ru.
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ïðè ïðîèçâîëüíîì (â òîì ÷èñëå, íåëèíåéíîì) èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ ìàðãèíàëüíûõ ÑÂ
êîïóëà íå èçìåíÿåòñÿ.

ÑÂ íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, åñëè èõ êîïóëà ðàâíà C⊥(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn.
Ìíîæåñòâî êîïóë ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé: ìàêñèìóì è ìèíè-

ìóì êîïóë ìîãóò òàêîâûìè íå ÿâëÿòüñÿ. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ êîïóëà
C+(x1, . . . , xn) = min{x1, . . . , xn} , êîòîðàÿ ðàâíà ïîòî÷å÷íîìó ñóïðåìóìó âñåõ êîïóë. C+

ÿâëÿåòñÿ êîïóëîé êîìîíîòîííîé ìíîãîìåðíîé ÑÂ, ò.å òàêîé, ÷òî ñ ðîñòîì ëþáîé èç ìàð-
ãèíàëüíûõ ÑÂ íå óìåíüøàþòñÿ è âñå îñòàëüíûå.

Èíôèìóìîì âñåõ êîïóë ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

C−(x1, . . . , xn) = max{0, x1 + . . .+ xn − n+ 1},

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîïóëîé òîëüêî ïðè n = 2 . Êîïóëà äâóìåðíîé ÑÂ ðàâíà C− , åñëè åå
ìàðãèíàëüíûå ÑÂ êîíòðìîíîòîííû, ò.å. ñ ðîñòîì îäíîé âòîðàÿ íå âîçðàñòàåò.

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ï.Ýìáðåõòñà è äð. [3] êîïóëû (÷àùå âñåãî äâóõ ïåðåìåííûõ) ïðè-
ìåíÿþòñÿ â ôèíàíñîâîì àíàëèçå. Îáçîð ñì. [4]. Â ÷àñòíîñòè â [5] ê àíàëèçó ñîñòîÿíèÿ
ôèíàíñîâîãî ðûíêà ïðèìåíåíû ýêñòðåìàëüíûå êîïóëû C+, C− è íåçàâèñèìàÿ êîïóëà C⊥

. Ïîñòðîåíû øèðîêèå êëàññû êîïóë (îáçîðû ñì. [6], [7]). Èññëåäîâàòåëè ïîñòîÿííî ðàáîòà-
þò íàä ïîñòðîåíèåì íîâûõ êîïóë ñ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè (ïðèìåð - íåäàâíÿÿ ðàáîòà
[8]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäÿòñÿ êîïóëû, îïèñûâàþùèå â íåêîòîðîì ñìûñëå îñëàáëåííóþ
íåçàâèñèìîñòü ÑÂ, äàþòñÿ ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû êîïóëû
äâóõ ïåðåìåííûõ.

2. (n− 1) -íåçàâèñèìûå êîïóëû

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êîïóëó n ïåðåìåííûõ ïðè n > 2 íàçîâåì (n − 1) -
íåçàâèñèìîé, åñëè âñå ïîäìíîæåñòâà èç n−1 ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîïóëû íåçà-
âèñèìûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòî ñåìåéñòâî âõîäèò è íåçàâèñèìàÿ êîïóëà C⊥ .
Äëÿ êîïóë, èìåþùèõ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(x1, . . . , xn) (äàëåå â îñíîâíîì áóäóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ èìåííî òàêèå êîïóëû), êðèòåðèé (n− 1) -íåçàâèñèìîñòè î÷åíü ïðîñò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) ÿâëÿëàñü
ïëîòíîñòüþ (n − 1) -íåçàâèñèìîé êîïóëû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâ ∫ 1

0

g(x1, . . . , xn)dxi = 1

äëÿ ëþáûõ i, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ðàâíîïðàâíû, ïîëîæèì i = n .

Îáîçíà÷èì G(t1, . . . , tn−1) =
∫ 1

0
g(t1, . . . , tn)dtn.

Åñëè G(t1, . . . , tn−1) ≡ 1 , òî∫ x1

0

dt1 . . .

∫ xn−1

0

dtn−1

∫ 1

0

g(t1, . . . , tn)dtn = x1 · . . . · xn−1,

ò.å. ÑÂ X1, . . . , Xn−1 íåçàâèñèìûå.
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Îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∫ x1

0

dt1 . . .

∫ xn−2

0

dtn−2

∫ xn−1

0

G(t1, . . . , tn−1)dtn−1 ≡ x1 · . . . · xn−1,

òî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî ïî âñåì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì:
G(x1, . . . , xn−1) ≡ 1 , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íåçàâèñèìûì â ñîâîêóïíîñòè ÑÂ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) ≡ 1 . Â ñëå-
äóþùèõ ïàðàãðàôàõ îïèñàíû äîñòàòî÷íî îáùèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ôóíêöèé
g(x1, . . . , xn) .

3. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

• ßâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 1.

•
∫ 1

0
g(t)dt = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ïðîèçâîëüíûé n -ìåðíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè 1 è −1 . Êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü, ôóíêöèÿ g((σ ,x))(x = (x1, . . . , xn)) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîïóëû, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ g ≡ 1 .

Âåêòîðà σ è −σ ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå êëàññ ôóíêöèé (äîñòàòî÷íî ôóíêöèþ
g(t) çàìåíèòü íà g(−t) ), â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòè êëàññû ðàçíûå, êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Åñëè g1 è g2 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñ îïèñàííûìè
ñâîéñòâàìè, σ1 è σ2 � äâà âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè 1 è −1 , σ1 ̸= ± σ2 è êîïóëû ñ
ïëîòíîñòÿìè g1((σ1 ,x)), g2((σ2 ,x)) ðàâíû, òî g1 = g2 ≡ 1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó σ1 ̸= ± σ2 , òî ó âåêòîðîâ σ1 è σ2 ñóùåñòâóþò
ñîâïàäàþùèå (ïóñòü ïåðâûå, ðàâíûå 1) è ïðîòèâîïîëîæíûå (ïóñòü âòîðûå) êîìïîíåíòû.
Ïîñêîëüêó ñîâïàäàþò êîïóëû è ïëîòíîñòè íåïðåðûâíû, òî ïëîòíîñòè òàêæå ñîâïàäàþò.
Òîãäà g1(x1 + x2 + A) = g2(x1 − x2 + B) , ãäå â A è B âõîäÿò âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíàêàìè. Ïîëîæèâ x1 = x2 , èìååì g1(2x1 + A) = g2(B) , ò.å. g1 , à
òîãäà è g2 , ïîñòîÿííûå. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé g , g1 ≡ g2 ≡ 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííûå êëàññû êîïóë èìåþò â ïåðåñå÷åíèè òîëüêî C⊥ .

4. Êóñî÷íî ïîñòîÿííûå ïëîòíîñòè

(n− 1) -íåçàâèñèìûå êîïóëû ìîãóò ïîðîæäàòüñÿ ìíîãèìè ïëîòíîñòÿìè, ïîñòîÿííûìè
íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ðàçáèåíèÿ êóáà [0, 1]n .

Îïèøåì äâå òàêèå îáùèå êîíñòðóêöèè.

1. Ïóñòü α, β � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ñ ñóììîé 2. Ðàçîáüåì êóá [0, 1]n ïðè k ≥ 1
íà (2k)n êóáèêîâ ãèïåðïëîñêîñòÿìè xi = s/(2k)(i = 1, . . . , n; s = 0, . . . , 2k) . Âûáåðåì
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ïîäìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ êóáèêîâ òàêîå, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ êàêîìó-
íèáóäü ðåáðó êóáà, ïåðåñåêàåò k êóáèêîâ. Ôóíêöèÿ g , ðàâíàÿ α íà âûáðàííûõ
êóáèêàõ è β íà âñåõ îñòàëüíûõ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 2.1
è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (n− 1) -íåçàâèñèìîé êîïóëû.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê ïîñòðîåíèþ ïîäîáíûõ ôóíêöèé íà êîìáèíà-
òîðíîé îñíîâå.

Îïèøåì îäíó èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé, ïîçâîëÿþùèõ âûäåëèòü ïîäîáíîå ñåìåé-
ñòâî êóáèêîâ. Çàäàäèì ïîëîæåíèå êóáèêà n -ìåðíûì âåêòîðîì (a1, . . . , an) ñ íà-
òóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè îò 1 äî 2k . Ïóñòü φi : {1, . . . , k} → {k + 1, . . . , 2k}
(i = 1, . . . , n) � áèåêöèè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî êóáèêîâ â êóáå [0, 1/2]n .
Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ S êîìïîíåíòû âåêòîðà (a1, . . . , an) áîëüøå k , äëÿ
îñòàëüíûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì êóáèê ñ êîîðäè-
íàòàìè φ−1

i (ai) ïðè i ∈ S , ai ïðè i /∈ S . Ýòîò êóáèê ðàñïîëîæåí â êóáå [0, 1/2]n ,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ âûáðàííûì èëè íåò. Åñëè îí âûáðàííûé, òî êóáèê, ïîëîæåíèå êîòîðî-
ãî çàäàåòñÿ âåêòîðîì (a1, . . . , an) , ïîïàäåò â âûáðàííûå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìîùíîñòü |S| ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, åñëè æå íåò, òî êóáèê ñ êîîðäèíàòàìè (a1, . . . , an)
ïîïàäåò â âûáðàííûå â ïðîòèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè.

Åñëè ðàññìîòðåòü òîëüêî 2n êóáèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè (y1, . . . , yn) , ãäå êàæäàÿ èç
êîîðäèíàò ðàâíà ai èëè φi(ai) , òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ðåáðó êóáà, ëèáî
íå ïåðåñåêàåò íè îäíîãî èç ýòèõ êóáèêîâ, ëèáî ïåðåñåêàåò ðîâíî äâà êóáèêà, îäèí èç
êîòîðûõ ïîïàë â âûáðàííûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðèâîäèò ê ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Èç ïðèâåäåííîãî ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé âåñüìà îáøèðíî:
ïðè çàäàííûõ k, α, β èõ ÷èñëî ðàâíî 2kn · (k!)n.

2. Ïóñòü k ≥ 2 è α0, . . . , αk−1 � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî∑k−1
i=0 αi = k. Ðàçîáüåì, êàê è âûøå, êóá [0, 1]n íà êóáèêè ãèïåðïëîñêîñòÿìè

xi = s/k (i = 1, . . . , n; s = 0, . . . , k).

Íà êàæäîì èç êóáèêîâ ðàçáèåíèÿ ïîëîæèì ïëîòíîñòü ðàâíîé îäíîìó èç çíà÷åèé
α0, . . . , αk−1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì ðÿäó ëþáîãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ âñòðå÷àëîñü êàæäîå èç ýòèõ çíà÷åíèé (åñòåñòâåííî ïî îäíîìó ðàçó). Î÷å-
âèäíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ïëîòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 2.1.
Îáåñïå÷èòü òàêîå ïîñòðîåíèå ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ðàñïîëîæèâ çíà÷åíèÿ â ìíîãîìåð-
íîì

”
øàõìàòíîì“ ïîðÿäêå: ïóñòü, êàê è âûøå, êóáèê çàäàåòñÿ n -ìåðíûì âåêòîðîì

(a1, . . . , an) . Çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â êóáèêå ïðèìåì ðàâíûì αi , åñëè

n∑
j=1

aj ≡ i(mod k).

Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíûå ôóíêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü è ïðè ðàçáèåíèè êóáà íà ïàðàëëåëå-
ïèïåäû. Íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêîãî âèäà ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

5. Ñëó÷àé n = 2
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Ðàçóìååòñÿ, ïðè n = 2 ïîíÿòèå (n− 1) -íåçàâèñèìîñòè íå èìååò ñìûñëà. Òåì íå ìåíåå,
ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ.

Ïðè n = 2 ïîñòðîåíèå èç ï. 3 ïðèâîäèò ê äâóì êëàññàì êîïóë:

C+
g (x, y) =

∫ x

0

du

∫ y

0

g(u− v)dv, C−
g (x, y) =

∫ x

0

du

∫ y

0

g(u+ v)dv.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè g ìîæíî èñïîëüçîâàòü è îáîáùåííóþ, â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷åñêè
ïðîäîëæåííóþ δ - ôóíêöèþ Õåâèñàéäà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ôóíêöèè C+

δ

è C−
δ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî êîìîíîòîííîé è êîíòðìîíîòîííîé êîïóëàì C+ è C− , îòñþäà

è îáîçíà÷åíèÿ.
Ââåäåì áîëåå øèðîêèå êëàññû êîïóë, ïîðîæäåííûå ñìåùåííûìè δ -ôóíêöèÿìè

δ(a)(0 ≤ a ≤ 1) , ñîñðåäîòî÷åííûìè â òî÷êàõ a+ k , ãäå k � öåëîå ÷èñëî.
Â [9] ôóíêöèè C+

δ(a), C
−
δ(a) íàçâàíû ñîîòâåòñòâåííî êîïóëàìè êî- è êîíòðìîíîòîííîãî

òèïà.
Ýòè êîïóëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

6

-

�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�a

1 − a

1

1

v

u

u

v − a u+ v − 1

0

u+ a− 1

v

Êîïóëà êîìîíîòîííîãî òèïà

6

-

@
@

@
@
@
@

@
@
@
@

@
@a

a

1

1

v

u
0

u

u+ v − a

a

u+ v − 1

Êîïóëà êîíòðìîíîòîííîãî òèïà

v

Â [9] òàê îïðåäåëåííûå êîïóëû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè ïåðñïåêòèâ ðîññèéñêîãî
ôèíàíñîâîãî ðûíêà, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ìíåíèåì ýêñïåðòîâ.

Ïðèâåäåì òàêæå êîíñòðóêöèþ êîïóëû äâóõ ïåðåìåííûõ ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ïëîòíî-
ñòüþ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëåòñÿ êîïóëà, ïîñòðîåííàÿ â ï. 4.

Ïóñòü p, q ∈ (0, 1) . Ïðÿìûìè u = p, v = q êâàäðàò [0, 1]2 ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå
ïðÿìîóãîëüíèêà (ñì. ðèñóíîê).
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6

-

q

p

1

1

v

u

A C

B D

Åñëè ïëîòíîñòü â îáëàñòè A ðàâíà a , òî â îáëàñòÿõ B,C,D ïëîòíîñòü ðàâíà

b =
1 − aq

1 − q
, c =

1 − ap

1 − p
, d =

1 − p− q + apq

(1 − p)(1 − q)
.

Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ïëîòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå a äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

a ≤ 1

p
, a ≤ 1

q
, a ≥ 0, a ≥ 1

p
+

1

q
− 1

pq
.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a âñåãäà íåïóñòîå. Â ÷àñòíîñòè,
îíî ñîäåæèò 1 , ýòî ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìîé êîïóëå C⊥ .

Çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîïóëû â îáëàñòÿõ A,B,C,D ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

auv; aqu+ b(v − q)u; apv + c(u− p)v; apq + b(v − q)p+ cq(u− p) + d(u− p)(v − q).

Ïðè p = q = 0, 5 ïîëó÷àåì êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â ï. 4. Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ a �
îòðåçîê [0, 2] .

Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ êîïóëû â îáëàñòÿõ A,B,C,D ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

auv; 0, 5au+ bu(v − 0, 5); 0, 5av + bv(u− 0, 5); 0, 25a+ 0, 5b(u+ v − 1) + a(u− 0, 5)(v − 0, 5).

Çäåñü b = 2 − a .
Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ïðè a = 1 ïîëó÷àåì íåçàâèñèìóþ êîïóëó. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü,

÷òî ïðè a > 1 êîïóëà èìååò ñäâèã ê êîìîíîòîííîé, à ïðè a < 1 � ê êîíòðìîíîòîííîé
êîïóëàì.

Ïðèâåäåì òàêæå ïðèìåð êîïóëû ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà, êóñî÷íî ïîñòîÿííîé íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàõ.

Ðàçîáüåì êâàäðàò íà øåñòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðÿìûìè u = 1/3, u = 2/3, v = 1/2 . Îäíà
èç ïëîòíîñòåé êîïóë ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå.

6

-

1/2

1/3 2/3

1

1

v

u
0 2

2 0

1

1
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6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû êîïóëû n ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ëþáûå n − 1 ìàðãèíàëüíûõ
ÑÂ íåçàâèñèìû, à âñå îíè òàêîâûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ. Ïðèâåäåíû ñïîñîáû
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êîïóë è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Áûëî áû èíòåðåñíî ïîñòðîèòü êîïóëû n ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ïðè çàäàííîì k ëþ-
áûå k ìàðãèíàëüíûõ ÑÂ íåçàâèñèìû â òî âðåìÿ, êàê íèêàêèå k+1 òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ.
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On some classes of copulas.
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Abstract. Copulas of n variables such that any family of n − 1 marginal random values is
independent are considered. Two approaches to the construction of such copulas are described.
The case n = 2 is considered in detail.
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