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Ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìíîãîìåðíûõ âîçìóùåíèé
îäíîìåðíûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â êëåòî÷íûõ
ñåòÿõ
c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â êëåòî÷íûõ ñå-
òÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äèñêðåòíûå ìîäåëè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ äèôôóçèîííîãî òèïà. Äëÿ ýòîé öåëè ïðèìåíåí ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â [1], [2] è çàêëþ-
÷àþùèéñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïîäêîâ âáëèçè
âûðîæäåííîãî õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, êëåòî÷íûå
ñåòè, äèñêðåòíûå ìîäåëè óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà

1. Ââåäåíèå

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, èìåþ-
ùèõ öåëüþ óñòàíîâèòü íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé. Íàèáîëåå òèïè÷íîé
ìåòîäèêîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê è êàê ñëåäñòâèå, îáíàðó-
æåíèå (ïðè ïðîâåðêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé) ñòðóêòóðû ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè òîïîëîãè÷å-
ñêîé ïîäêîâû (ñì. ðàáîòû [3], [8], [9]). Îòìåòèì, ÷òî óñòàíîâèòü õàîòè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ
èëè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ìàëîé ðàçìåðíîñòè ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
áëàãîäàðÿ õîðîøî ðàçâèòûì àíàëèòè÷åñêèì è âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì ïîäñ÷åòà õàîòè-
÷åñêèõ (â îñíîâíîì, ýíòðîïèéíûõ) õàðàêòåðèñòèê äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ñ ïîìîùüþ
òåõíèêè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [1], [2] óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííûõ
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé õàîòè÷íîñòü ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ìàëîé ðàçìåðíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ
è íà ìíîãîìåðíóþ îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé. Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû
äàííîé ñòàòüè, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ êëåòî÷íûõ ñåòåé (ðåøåòîê), ÿâëÿþùèõñÿ ðàçëè÷-
íûìè äèñêðåòíûìè ìîäåëÿìè óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà, ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðî-
âåðèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ õàîòè÷íîñòè ïðè ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà
(êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè) è òåì ñàìûì, óêàçàííàÿ òåõíèêà ìíîãîìåðíûõ âîçìóùåíèé
ïðèìåíèìà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî íàëè÷èå õàîñà â êëåòî÷íûõ ñåòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ äèñ-
êðåòíûìè ìîäåëÿìè êîíêðåòíûõ ñèñòåì äèôôóçèîííîãî òèïà (óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-
Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà, óðàâíåíèå Õàêñëè, ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé è äð.).

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [1], êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü â ñëåäóþùåé ãëàâå â ïðèìåíåíèè ê êëåòî÷íûì ìîäåëÿì. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå âèäà

Φλ(yn, yn+1, . . . , yn+m) = 0, (1.1)

çäåñü ïàðàìåòð λ � ýëåìåíò íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E , à ôóíêöèÿ Φλ

îïðåäåëåíà íà çàìêíóòîì ïàðàëëåëåïèïåäå Qm+1 ⊂ Rm+1 , ãäå Q = [s1, s2]\V äëÿ íåêî-
òîðûõ ÷èñåë s1 < s2 è îòêðûòîãî (âîçìîæíî, ïóñòîãî) ìíîæåñòâà V ⊂ R . Ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ E ôóíêöèÿ Φλ : Qm+1 → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 è
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ íà E . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, malkin@mm.unn.ru
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∂iΦλ(x1, . . . , xm+1) , i = 1, . . . ,m + 1 , (x1, . . . , xm+1) ∈ Qm+1 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò λ íà
E , ãäå ∂iΦλ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Φλ ïî i -îé êîîðäèíàòå.

Äëÿ äàííîãî λ ∈ E îáîçíà÷èì ÷åðåç Yλ ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ (1.1), ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y = (yn) =
(. . . , y−1, y0, y1, . . . ) , êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ïðè âñåõ n ∈ Z :

1. yn ∈ Q ; and

2. (m + 1) ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîîðäèíàò yn, yn+1, . . . , yn+m òî÷êè y óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ (1.1).

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü Φλ(yn, yn+1, . . . , yn+m) = 0 � ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïà-
ðàìåòðîì λ ∈ E è ïóñòü ôóíêöèÿ Φλ : Qm+1 → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 äëÿ
êàæäîãî λ è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ ∈ E , è êðîìå òîãî, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂iΦλ , i = 1, . . . ,m + 1 òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ . Ïóñòü ïðè ñèíãóëÿðíîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ = λ0 ôóíêöèÿ Φλ0 çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé, ò.å.:
Φλ0(x1, x2, . . . , xm+1) = φ(xN) , ãäå N � öåëîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà 1 ≤ N ≤ m + 1 , à
ôóíêöèÿ φ : Q→ R ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 è èìååò k ïðîñòûõ êîðíåé âíóòðè Q .

Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü E0 ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ λ0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈
E0 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãà σ ïîäìíîæåñòâî Γλ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé Yλ (ðàññìàòðèâàåìîãî â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(i) îãðàíè÷åíèå σ|Γλ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñî ñõåìîé Áåðíóëëè σ|Σk èç k ñèìâî-
ëîâ; â ÷àñòíîñòè, htop(σ|Yλ) ≥ log k ;

(ii) ñîïðÿæåíèå ψ̄λ : Σλ → Γλ åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðè λ = λ0 è íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò λ ∈ E0 ; áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå λ 7→ ψ̄λ(x) èç E0 â ℓ∞ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíî;

(iii) åñëè ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.1) äëÿ äàííîãî λ ïîðîæäåíî îòîáðàæåíèåì fλ : Pλ →
Rm , òî htop(fλ) ≥ log k è èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Σk
ψ̄λ−→ Yλ

Tλ−→ P̃λ
π0−→ Kλ

σ ↓ σ ↓ σm ↓ fλ ↓
Σk −→̄

ψλ

Yλ −→
Tλ

P̃λ −→
π0

Kλ

ãäå îòîáðàæåíèå ψ̄λ èíúåêòèâíî, Tλ áèåêòèâíî, à π0 åñòü (ñþðúåêòèâíàÿ) ïðîåê-
öèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå òîïîëîãè÷åñêóþ ýí-
òðîïèþ è âçâèìíî îäíîçíà÷íî íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. (Íà äèàãðàììå
P̃λ = {p = (pn)

∞
n=−∞ ∈ P Z

λ : pn+1 = fλ(pn)} and Kλ =
∩∞
i=0 f

i
λ(
∩∞
n=0 f

−n
λ (Pλ)) ).

2. Òîïîëîãè÷åñêèå ïîäêîâû â êëåòî÷íûõ ñåòÿõ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé â âèäå êëåòî÷-
íûõ ñåòåé, ìîäåëèðóþùèõ íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äèôôóçèîííîãî
òèïà (êëåòî÷íûå ñåòè, èõ ðåãóëÿðíîå è õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äëÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé èçó-
÷àëèñü â ðàáîòàõ [4], [5], [6], [7] è äð.). Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ â
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÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ðàçíîñòíûìè ÷ëåíàìè (ñì. [7]). Â ñàìîì îáùåì âèäå, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ
ìîäåëü ïîäîáíîé äèñêðåòèçàöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

ut+1
n = f(utn) + εg(utn−s, u

t
n−s+1, . . . , u

t
n+s), (2.1)

ãäå t ∈ Z èãðàåò ðîëü âðåìåííîé ïåðåìåííîé, à n ∈ Z � ïðîñòðàíñòâåííîé. Â ýòîì
óðàâíåíèè f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ôóíêöèåé, à g � ôóíêöèåé âçàèìîäåéñòâèÿ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà s .

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ utn óðàâíåíèÿ (2.1) äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû îò âðåìåíí�îé
êîîðäèíàòû t , ò.å. utn := xn äëÿ âñåõ t ∈ Z . Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.1) ñâîäèòñÿ ê
ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

xn = f(xn) + εg(xn−s, xn−s+1, . . . , xn+s), n ∈ Z. (2.2)

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.1., ìû ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò î õàîòè÷åñêîì ïîâåäå-
íèè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé:

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ x 7→ x − f(x) èìååò k > 1 ïðîñòûõ êîðíåé è
ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ýòèõ êîðíåé îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà C1 . Åñëè
ôóíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ g ÿâëÿåòñÿ C1 -ãëàäêîé íà U2s+1 , òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ε ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå (â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè) σ -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî
Λε â ïðîñòðàíñòâå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1), òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå σ|Λε
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñî ñõåìîé Áåðíóëëè σ|Σk èç k ñèìâîëîâ, ïðè÷åì îòîáðàæå-
íèå,ðåàëèçóþùåå ñîïðÿæåííîñòü, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ε íå òîëüêî â òèõîíîâñêîé,
íî è â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ åñòåñòâåííûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òåîðåìû 2.1.,
â ïðîñòðàíñâå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2.1 èìååòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîäêîâà èç k
ñèìâîëîâ, è ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ýòà ïîäêîâà èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, ò.å. ïîäêîâà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà, è ïðè áëèçêèõ êîýôôèöèåíòàõ
äèôôóçèè âñå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû (îò −∞ äî +∞ , à íå òîëüêî îò −N äî N
ïðè ôèêñèðîâàííîì N ) ðàâíîìåðíî áëèçêè. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàáîò [4], [5],
[7], ìû íàêëàäûâàåì ìåíåå îáðåìåíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè f è g , à èìåííî,
ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû òè ôóíêöèè áûëè îïðåäåëåíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R è R2s+1 ,
ñîîòâåòñòâåííî, è èìåëè îãàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Äèñêðåòíûå ìîäåëè äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ìîãóò ìîãóò áûòü çàäàíû â âèäå êëåòî÷íûõ ñåòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
òèïà (2.1). Â ÷àñòíîñòè, ê òàêîìó êëàññó îòíîñèòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ðåàêöèè äèô-
ôóçèè

ut = h(u) + εuxx, (2.3)

ãäå ε � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Äèñêðåòíûé âàðèàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé
âèä

ut+1
n = utn + δh(utn) + δη−2ε(utn+1 − 2utn + utn−1),

ãäå δ è η � øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó, ñîîòâåòñòâåííî, h � íåëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ, t è n � âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòû. Òàêèì îáðàçîì,
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ � ýòî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

h(un) + η−2ε(un+1 − 2un + un−1) = 0. (2.4)

×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ðåàêöèè äèôôóçèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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1. Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà ñ ôóíêöèåé h(u) = αu(1 − u) è
ïàðàìåòðîì α > 0 ;

2. Óðàâíåíèå Õàêñëè ñ ôóíêöèåé h(u) = αu(1− u)(u− a) è ïàðàìåòðàìè 0 < a < 1 è
α > 0 ;

3. Ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé ñ ôóíêöèåé h(u) = sin(u) .

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà

ut = h(u) + (ε+ iδ)uxx,

âåùåñòâåííûé âàðèàíò êîòîðîãî èìååò âèä (2.3) ñ ôóíêöèåé h(u) = u(α − βu2) è âåùå-
ñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè ε, α, β . Â óðàâíåíèè Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà ôóíê-
öèÿ h èìååò äâà ïðîñòûõ êîðíÿ (à èìååíî, 0 è 1 ), à â óðàâíåíèè Õàêñëè è â óðàâíåíèè
Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ó ôóíêöèè h � òðè ïðîñòûõ êîðíÿ, â ìîäåëè Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé �
íå ìåíåå äâóõ ïðîñòûõ êîðíåé íà èíòåðâàëå äëèíû áîëåå π . Ïîýòîìó òåîðåìà 2.1. ïðè-
ìåíèìà äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ε . Òàêèì
îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îáëàäàþò õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñ íà-
ëè÷èåì òîïîëîãè÷åñêèõ ïîäêîâ èç äâóõ èëè òðåõ ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàòû ðàáîò [1], [2] ïðèìåíèìû è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
êëåòî÷íîé ñåòè (ðåøåòêè) ìíîãîìåðíî. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü â äàííîì êîíòåêñòå
ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå ðåàêöèè äèôôóçèè

∂u⃗

∂t
= h(u⃗) + εA∆u⃗,

ãäå A � ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ôèòö Õüþ-
Íàãóìî ôóíêöèÿ h èìååò âèä

h(u1, u2) = (du1(u1 − θ)(1− u1)− au2, bu1 − cu2),

ãäå 0 < θ < 1 è a, b, c, d > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû 2.1. ïðè-
ìåíèìî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h èìååò (äëÿ íåâûðîæäåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ) òðè
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, à èìåííî

(0, 0) è (u±,
b

c
u±), ãäå u± =

1

2

(
1 + θ ±

√
(1− θ)2 − 4ab

cd

)
,

ñ íåíóëåâûì çíà÷åíèåì ÿêîáèàíà â ýòèõ êîðíÿõ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì, è

Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, ãðàíò 11.G34.31.0039.
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Applying the method of one-dimensional perturbations
chaotic maps in cellular networks
c⃝ M.I. Malkin2

Abstract. In the paper, the presence of chaotic behavior has been shown for some classes of
cellular networks which are discrete models of di�usion type equations. To this aim, the author's
method for proving the existence and stability of topological horseshoes near degenerate chaotic
low dimensional map has been applied.

Key Words: Di�erence equations, chaotic behavior of trajectories, cell network, discrete models
of di�usion
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