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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âïåðâûå èññëåäóåòñÿ ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé äâóõ-
ýòàïíûé ìåòîä (ÏÎÄÌ) ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå (ÏÎÄÌÏÌ) äëÿ ðåøå-
íèÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è äðóãèõ çàäà÷. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà
äîêàçàíà äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ Ëèïøèöåâûìè ãðàäèåíòàìè. Ïîëó÷åíû îöåíêè
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè: ëèíåéíîé - äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, ñâåðõëèíåéíîé è êâàäðà-
òè÷íîé - äëÿ äâàæäû ãëàäêèõ ôóíêöèé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÏÎÄÌÏÌ, ïðîåêòèðîâàíèå â ïåðåìåííîé ìåòðèêå, ñõîäèìîñòü, ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ïðîñòîì ìíîæåñòâå

f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ En, (1.1)

ãäå n -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En íîðìèðîâàíî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ∥x∥ =
(x,x)1/2 ∀x ∈ En , âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
èìååò ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíåé îâðàæíîé ñòðóêòóðû è îãðàíè÷åíà ñíèçó, ìíîæåñòâî å¼
ìèíèìóìîâ íå ïóñòî:

inf f(x) = f∗ > −∞, x ∈ Q; Q∗ = {x ∈ Q : f(x) = f∗} ̸= ∅. (1.2)

Ìíîæåñòâî ñëîæíûõ çàäà÷ ïîñòàâëåííîãî âèäà íå ðåøàþòñÿ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäà-
ìè èëè ìåòîäû èìåþò íèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà ôóíêöèè,
ââèäó íàëè÷èÿ îâðàæíîñòè ôóíêöèè. Òðàäèöèîííûå, ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè, ìíîãîøà-
ãîâûå ìåòîäû ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (ÌÏÃ) (ñì., íàïðèìåð, [1]� [4]) áåç ñïåöèàëüíîé ïðîöå-
äóðû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ýòèì íåäîñòàòêîì òàêæå îáëàäàþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëîæåíû
íåïðåðûâíûå ÌÏÃ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé (ÍÌÏÃÏÌ) [5]� [6] äëÿ çàäà÷,
îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ äðóãèõ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè âèäà (1.1), íå ñâÿçàííûõ ñ íåïðåðûâíûìè ìîäåëÿìè, ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû
èòåðàòèâíûå ìåòîäû ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé êëàññà ÏÎÄÌ [7]� [8]. Êðàòêî íàïîìíèì,
÷òî ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå äâóõýòàïíûå ìåòîäû (ÏÎÄÌ) ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèé ñ ¾îâðàæíûìè¿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé � ýòî êëàññ ïðîåêöèîííûõ äâóõ-
øàãîâûõ ìåòîäîâ, ñòðîÿùèõ ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
−→ x∗ ∈ Q∗ ñ

ïîìîùüþ ïðîãíîçíîé òî÷êè zk = xk + αky
k íà ¾ñêëîíå îâðàãà¿ (ãäå yk = xk − xk−1 )

èëè ïðîåêöèè zk = PQ
(
xk + αky

k
)
(ãäå αk � îäèí èç ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ êëàññà) è ïðî-

âîäÿùèå ìèíèìèçàöèþ èç òî÷êè zk âäîëü íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ ôóíêöèè � ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè âåêòîðà yk è àíòèãðàäèåíòà −∇f(zk) (ñì., íàïðèìåð, [4], [7], [8]). Ââèäó
èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòîâ ∇f(zk) áîëüøåé âåëè÷èíû íà ñêëîíå îâðàãà (â îòëè÷èå îò
ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ìàëûé ãðàäèåíò ∇f(xk) íà ¾äíå¿ îâðàãà), ÏÎÄÌ ìàëî ÷óâñòâè-
òåëüíû ê îâðàæíîñòè ôóíêöèé è îøèáêàì îêðóãëåíèé [2].

1 Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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Èññëåäóåìûå ÏÎÄÌ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè,
îáúåäèíÿþùèìè äîñòîèíñòâà ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ è ìåòîäîâ ïåðåìåííîé ìåòðèêè (ïî-
ñëåäíèå äëÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íàçûâàþò êâàçèíüþòîíîâñêèìè).

Îòìåòèì, ÷òî: 1) çäåñü èäåÿ, ðåàëèçîâàííàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÍÌÏÃÏÌ [5], ðàñïðî-
ñòðàíåíà íà èòåðàòèâíûå ÏÎÄÌ êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà; 2) îñíîâàííûå íà äðóãîé èäåå
ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ïåðåìåííîé ìåòðèêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
ïîñòðîåíû èíà÷å (ñì., íàïðèìåð, [9]� [10]); 3) â äàííîé ðàáîòå ïîëíûå ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèÿ ÏÎÄÌ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå èçëàãàþòñÿ âïåðâûå; 4) çäåñü
ïîëó÷åíû îöåíêè ëèíåéíîé, ñâåðõëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄ-
ÌÏÌ.

2. Ïðîñòðàíñòâî En
1 è ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

Íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùåé ìåòðèêîé è îïåðàòîðîì PQ(v) ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà
v ∈ En íà ìíîæåñòâî Q , ââåä¼ì â En íîâóþ ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ íîâîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (B(x)u,u) ∀u,x ∈ En , ãäå B(x) : En −→ En , ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì x ∈ En , ñóòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð
ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà; P

B(x)
Q [v] ñóòü îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ â ìåòðèêå B(x) âåêòîðà

v ∈ En íà ìíîæåñòâî Q . Êðèòåðèåì ïðîåêöèè w = P
B(x)
Q [v] ∈ Q â íîâîé ìåòðèêå ñëóæèò

íåðàâåíñòâî [6]
(B(x)(w − v),u−w) ≥ 0, u ∈ Q. (2.1)

Ïðîåêöèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà êàê ðåøåíèå w ∈ Q êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

g(u) = (B(x)(u− v),u− v) −→ inf, u ∈ Q, (2.2)

â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Q è ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè g(u) [6]. Ïîëó÷åííîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è îïðåäåëÿåìûìè èìè ìåò-
ðèêàìè îáîçíà÷èì En

1 , äàëåå ïîäðàçóìåâàåì çàäà÷ó âèäà (1.1) â í¼ì. Â ïîñòðîåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èññëåäóåì ÏÎÄÌÏÌ:

1 ýòàï.yk = xk − xk−1, zk = xk + αky
k, x0,x1 ∈ En

1 , f(x
0) > f(x1); (2.3)

2 ýòàï. xk+1 = P
B(zk)
Q

[
zk − βk[B(zk)]−1∇f(zk)

]
, k = 1, 2, ..., (2.4)

ãäå x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà; òî÷êó x1 ̸= x0 âûáèðàåì òàêóþ, ÷òî f(x0) > f(x1) ; αk, βk �
ïàðàìåòðû ìåòîäà; B(zk) = Bk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îïåðàòîðîâ Bk è ñïîñîáîâ
âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìåòîäà, èç (2.3), (2.4) ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ÏÎÄÌÏÌ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, à ïðè B(zk) = ∇2f(zk) � ÏÎÄÌ âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïåðàòîð B(x) â (2.4) òàêîâ,
÷òî

m∥u∥2 ≤ (B(x)u,u), m > 0, ∀ u,x ∈ En
1 . (2.5)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ èç ðàáîò [7], [13], ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ â (2.3), (2.4)

ïðîåêöèè P
B(x)
Q (v) â ìåòðèêå B(x) , à íå ïðîåêöèè â îáû÷íîé ìåòðèêå PQ(v) , âîçíèêàþò

òðóäíîñòè â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè, êîòîðûå ïðåîäîëåâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷àåìîãî
â ëåììå 5 íîâîãî íåðàâåíñòâà. Ïðè âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà (2.3), (2.4) çàäà÷à
(2.2) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Ê îïåðàòîðàì B(x) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, êðîìå âûïîëíåíèÿ (2.5), â ðàáîòå
ïðåäúÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 4



46 Â. Ã. Ìàëèíîâ

Q,x∗ ∈ Q∗ . Ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ â ëåììàõ 1 è 2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôîð-
ìèðóåìûå â (2.4) âåêòîðû p(zk) = −[B(zk)]−1∇f(zk) , k = 1, 2, ... çàäàþò íàïðàâëåíèÿ
óáûâàíèÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ zk è ñîñòàâëÿþò îñòðûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì àíòè-
ãðàäèåíòà −∇f(zk) , íàïðàâëåíû â ñòîðîíó òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè; ñëåäîâàòåëüíî,
(∇f(zk),pk) > 0 , ýòî íå îãîâàðèâàåòñÿ â äàëüíåéøåì. Â òåîðåìå 4 èñïîëüçóåòñÿ ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ Bk ê ãåññèàíó. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà èç ðàáîòû
[11] äëÿ Bk ïðèìåíÿåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ íåçàâèñèìîñòè èçëîæåíèÿ îò äðóãèõ èñòî÷íèêîâ, ïðèâåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè è îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñå-
ìåéñòâà (2.3), (2.4). Áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ äîêàçàíà â ðàáîòàõ [7], [13].

Ïðèìå÷àíèå 1. Ïî ñàìîìó ïîñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâà En
1 â í¼ì, íàðÿäó ñ (2.1), èìååò

ìåñòî êðèòåðèé ([1], ñ. 189)
(w − v,u−w) ≥ 0 ∀u ∈ Q (3.0)

ïðîåêöèè w ∈ Q âåêòîðà v ∈ En
1 íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q ⊂ En

1 . Ïîñêîëüêó
åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èçîìîðôíû ([12], ñ.
124, 127), â En

1 ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ è òåîðåìû èç En , ñâÿçàííûå ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (x,x) .

Â ëåììàõ äàíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîëåçíûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè è îöåíêå ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÌÏÌ è äðóãèõ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ â En è En

1 , äëÿ îïðåäåë¼í-
íîñòè îíè äîêàçûâàþòñÿ â îäíîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïóêëûå ôóíêöèè f(x) è φ(x) êëàññà C1,1(En
1 ) òàêîâû, ÷òî

∇φ(x) = B−1(x)∇f(x) ∀ x ∈ En
1 (3.1)

è ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèé f(x) è φ(x) íå ïóñòî, Q∗ ̸= ∅ .
Òîãäà äëÿ x∗ ∈ Q∗ â ïðîñòðàíñòâå En

1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî(
B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈ Q. (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè φ(x) ,
îïðåäåëåíèåì òî÷êè ìèíèìóìà x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ En

1 è (3.1), ïîëó÷èì:

φ(u)− φ(x∗) = (∇φ(x∗),u− x∗) =
(
B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî Q ⊂ En

1 âûïóêëî è çàìêíóòî, âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ∈ C1,1(Q) , âûïîëíåíû (1.2), x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ En

1 . Òîãäà èç ðàâåíñòâà

x∗ = PQ
[
x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)

]
(3.3)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó è äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ (3.0)

ïðîåêöèè w = PQ(v) ∈ Q â èñõîäíîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà En
1 ïðè x∗ ∈ Q∗ ïîëó÷àåì

âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî(
x∗ − (x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)),u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî β (B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q . Â ñèëó ïîëîæèòåëü-
íîñòè β , ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò (3.2).

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (3.2) è ðàâåíñòâî (3.3) âûðàæàþò àíàëîãè÷íûé äàííîìó

â [1] äëÿ ïðîñòðàíñòâà En êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé f(x) íà
âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q ⊂ En

1 . Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó
íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ äëÿ ôóíêöèè f(x) â èñõîäíîé ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà En ([1], ñ. 165) è â ìåòðèêå B(x) ïðîñòðàíñòâà En

1 â òåðìèíàõ îïåðàòîðà

ïðîåêöèè P
B(x)
Q .

Ëåììà 3. Ïóñòü: 1) ìíîæåñòâî Q ⊂ En
1 âûïóêëî è çàìêíóòî; 2) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

f(x) ∈ C1,1(Q) ; 3) Q∗ ̸= ∅ , x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ En
1 .

Òîãäà èç ðàâåíñòâà x∗ = P
B(x∗)
Q [x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)] ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, ∀ u ∈ Q. (3.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç äàííîãî ðàâåíñòâà, ïîëüçóÿñü â íîâîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà
En

1 êðèòåðèåì (2.1) B(x) � ïðîåêöèè P
B(x)
Q (v) ∈ Q ïðè x = x∗ ∈ Q∗ ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî(

B(x∗)
(
x∗ − x∗ + βB−1(x∗)∇f(x∗)

)
,u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q,

êîòîðîìó ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåå: β (B(x∗)B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, ∀ u ∈ Q . Îòñþ-
äà â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ èìååì β (∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈ Q . Ýòî íåðàâåíñòâî,
ïîñêîëüêó β > 0 , âëå÷¼ò (3.4).

Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Ëåììà 4. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En

1 èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

(1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2 ≤ ∥u−w∥2 ≤
≤ (1 + ε)∥u− v∥2 + (1 + ε−1)∥v −w∥2, u,v,w ∈ En

1 .
(3.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 + 2(u− v,v −w) + ∥v −w∥2, ∀ u,v,w ∈ En
1 , (3.6)

çàïèøåì åãî â ôîðìå ∥u−w∥2 = ∥u−v∥2−2(u−v,w−v)+∥v−w∥2 è âòîðîå ñëàãàåìîå
â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

2|(u− v,w − v)| ≤ ε∥u− v∥2 + ε−1∥w − v∥2, ε > 0. (3.7)

Òîãäà ïîëó÷èì ∥u−w∥2 ≥ ∥u−v∥2−ε∥u−v∥2−ε−1∥v−w∥2+∥v−w∥2 . Îòñþäà ñëåäóåò
ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.5). Ïîëüçóÿñü (3.7) â ðàâåíñòâå (3.6), ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü
(3.5), ñîâïàäàþùóþ ñ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî (3.5) èçâåñòíîå, çäåñü îíî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ âûâåäåíî

â ïðîñòðàíñòâå En
1 , à ëåâîå íåðàâåíñòâî (3.5) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îáúåäèíåíèÿ ïðèìå-

íÿâøèõñÿ ðàíåå ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ðàçðîçíåííûõ ïðîöåäóð ïîëó÷åíèÿ
íèæíåé îöåíêè êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè âåêòîðîâ â En .

Ëåììà 5. Äëÿ âñÿêîé òðîéêè òî÷åê u,v,x ∈ En
1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u− v∥2 ≥ (ε− 1)∥u− x∥2 − (1− ε−1)∥v − x∥2, (3.8)
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ãäå 0 < ε1 ≤ ε ≤ ε2 , ε1,2 =
[
s∓ (s2 − 4l2l3)

1/2
]
/(2l2) , l1 = ∥u − v∥2 , l2 = ∥u − x∥2 ,

l3 = ∥v − x∥2 , s = l1 + l2 + l3 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó En

1 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èñõîäíîé
ìåòðèêîé ρ(u,v) = ∥u− v∥ ∀u,v ∈ En

1 , â í¼ì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ([12], ñ. 31)

|ρ(u,x)− ρ(v,y)| ≤ ρ(u,v) + ρ(x,y)∀u,v,x,y ∈ En
1 .

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè ïðè x = y ïîëó÷èì |∥u − x∥ − ∥v − x∥| ≤
∥u − v∥ + ∥x − x∥ . Âîçâåä¼ì åãî â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ êâàäðàòà
ðàçíîñòè, |∥u−x∥2− 2∥u−x∥∥v−x∥+ ∥v−x∥2| ≤ ∥u−v∥2 , óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ïîä
çíàêîì ìîäóëÿ îöåíèì ñ ïîìîùüþ àíàëîãà íåðàâåíñòâà (3.7). Òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

|∥u− x∥2 − ε∥u− x∥2 − ε−1∥v − x∥2 + ∥v − x∥2| ≤ ∥u− v∥2.
Ïðåäñòàâèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó â ôîðìå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

−∥u− v∥2 ≤ (1− ε)∥u− x∥2 + (1− ε−1)∥v − x∥2 ≤ ∥u− v∥2. (3.9)

Âîçüì¼ì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà è, óìíîæèâ íà −1 , ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó (3.8).
Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî (3.8) îòíîñèòåëüíî ε > 0 ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîëó÷àåì äëÿ
ýòîãî ÷èñëà èíòåðâàë âîçìîæíûõ â (3.8) çíà÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî â
(3.9) ïðè u = u, x = v, v = w ñîâïàäàåò ñ ëåâûì íåðàâåíñòâîì (3.5).

Ëåììà 5 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 3. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ÷èñëà ε â (3.8) çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèé

äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè v,u,x (íàïðèìåð, çäåñü ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîé-
êà òî÷åê â ïîðÿäêå âû÷èñëåíèÿ ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (2.4) xk,xk+1,x∗ ; ñëó÷àé èõ
ðàñïîëîæåíèÿ íà îäíîé ïðÿìîé íå èñêëþ÷àåòñÿ). Çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,
ïðè êîòîðûõ äîïóñòèìû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ε , èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì.
Íàïðèìåð, íå îáðåìåíèòåëüíû óñëîâèÿ:

à) ∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v− x∥ , îíè ïðè v = xk , u = xk+1 , x = x∗ çàïèøóòñÿ â âèäå

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥; (3.10)

á) 2∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã 2∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;
â) (11/5)∥u − x∥ ≤ ∥u − v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã (11/5)∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤

∥xk − x∗∥ ;
Â ñëó÷àå à) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö ε ðåøàåì ñëåäóþùåå èç (3.8) íåðàâåíñòâî

l2ε
2 − sε+ l3 ≤ 0, (3.11)

ïîëàãàÿ l1 = l2 = l3 . Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ε1,2 = (3∓51/2)/2 , òî åñòü îêðóãë¼ííî ìîæíî ïðè-
íÿòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà 0.39 ≤ ε ≤ 2.61 . Â ñëó÷àå á) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, ñëåäóþùåå
èç (3.11), ïîëîæèâ 4l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (9∓ 651/2)/2 ; òîãäà ïðèáëèæ¼í-
íûé îòðåçîê âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 8.5 . Â ñëó÷àå â) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, àíàëî-
ãè÷íîå (3.11), ïîëîæèâ (121/25)l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (267∓ 601891/2)/50 ;
òîãäà ïðèáëèæ¼ííîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 10 , äîñòàòî÷íî äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ (3.8) â äàííîé ðàáîòå.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.8) ÿâëÿåòñÿ íîâûì â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷ è âûâåäåíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ, íåîáõîäèìûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè è îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâ ïðè åãî ïðè-
ìåíåíèè çäåñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Íåðàâåíñòâî (3.8) ïîëó÷åíî íà îñíîâå èç-
âåñòíîãî èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà íåðàâåíñòâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè. Åãî
÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòåí êàê âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè ([14], ñ. 27)
|ρ(x, z)− ρ(y, z)| ≤ ρ(x,y) ∀x,y, z ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) .
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4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4) ñ ïàðàìåòðàìè êîíñòàíòàìè αk = α, βk =
β .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ìíîæåñòâî Q ⊂ En
1 âûïóêëî

è çàìêíóòî; 2) ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) âûïóêëàÿ è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.2); 3)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
ìåòîäà (2.3), (2.4) òàêîâà, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

(3.10â); 4) äëÿ îïåðàòîðà B(x) ∀ x ∈ En
1 ñ óêàçàííûìè â ï.2 ñâîéñòâàìè âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâà (2.5); 5) ïàðàìåòðû êîíñòàíòû ìåòîäà ñåìåéñòâà (2.3), (2.4) òàêîâû, ÷òî

0 < α ≤ 3/8, 0 < β ≤ [4(m2 +m)b− 35(1 + α)]/(Lb), (4.1)

ãäå b = 21− 4α , m2 +m > 5/12 .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.3), (2.4), (4.1), èç ëþáîé

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ En
1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ,

∥xk − x∗∥ −→ 0, f(xk) −→ f(x∗), k → ∞. (4.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà (2.1) îïåðàòîðà ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ â íîâîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà En

1 è (2.4) ïîëó÷èì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî(
B(zk)

[
xk+1 − zk + βB(zk)−1∇f(zk)

]
,v − xk+1

)
≥ 0, k ≥ 1, v ∈ Q. (4.3)

Ýòî íåðàâåíñòâî çàïèøåì â ôîðìå(
B(zk)(xk+1 − zk),xk+1 − zk

)
+
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − v

)
≤

≤ β
(
∇f(zk),v − xk+1

)
, k ≥ 1, v ∈ Q.

Ïîëó÷åííîå èç ýòîãî ïðè v = x∗ ∈ Q∗ íåðàâåíñòâî ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷åí-
íûì èç (3.4) ïðè u = xk+1 è óìíîæåííûì íà β > 0 :(

B(zk)(xk+1 − zk),xk+1 − zk
)
+
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) ≤

≤ β
(
∇f(zk)−∇f(x∗),x∗ − xk+1

)
, k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗.

Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (2.5), à â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëü-
çóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (∇f(x)−∇f(u),u− z) ≤ L∥x − z∥2/4, x,u, z ∈ Q , âïåðâûå äîêà-
çàííûì â ãë.1 ðàáîòû [2] äëÿ f(x) ∈ C1,1(Q) , ïîëîæèâ â í¼ì x = zk , u = x∗ , z = xk+1 ,
òî åñòü

(
∇f(zk)−∇f(x∗),x∗ − xk+1

)
≤ L∥xk+1 − zk∥2/4 ; òîãäà

(m− Lβ/4)∥xk+1 − zk∥2 +
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) ≤ 0,

k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗.
(4.4)

Â (4.4) ñíà÷àëà îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

∥B(zk)(xk+1 − zk)− (x∗ − zk)∥2 = ∥B(zk)(xk+1 − zk)∥2−
−2
(
B(zk)(xk+1 − zk),x∗ − zk

)
+ ∥x∗ − zk∥2.

Îáîçíà÷èâ u = B(zk)(xk+1 − zk) , v = x∗ − zk , çàïèøåì

2
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) = −2(u,v) = ∥u− v∥2 − ∥u∥2 − ∥v∥2 (4.5)
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è îöåíèì ñíèçó ïðàâóþ ÷àñòü; äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñ ïîìîùüþ (3.8) ïðè x = 0 , ε = 4
ïîëó÷èì ∥u− v∥2 ≥ 3∥u∥2 − (3/4)∥v∥2 ; òîãäà èç (4.5), ïîëüçóÿñü (2.5), èìååì(

B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) ≥ 0.5 (2∥u∥2 − (7/4)∥v∥2) ≥
≥ m2∥xk+1 − zk∥2 − (7/8)∥zk − x∗∥2.

Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â (4.4), ïîëó÷èì

a01∥xk+1 − zk∥2 ≤ (7/8)∥zk − x∗∥2, k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗, (4.6)

ãäå a01 = c − Lβ/4 > 0 , β < 4c/L , c = m + m2 . Çäåñü ïðîâåä¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé
÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.8): ïðè v = zk , u = xk+1 , x = x∗ , ε = 5 èìååì

0.5∥xk+1 − zk∥2 ≥ 2∥xk+1 − x∗∥2 − (2/5)∥zk − x∗∥2; (4.7a)

ïðè v = zk , u = xk+1 , x = xk , ε = 5 è (2.3) ïîëó÷èì

0.5∥xk+1 − zk∥2 ≥ 2∥xk+1 − xk∥2 − (2/5)∥zk − x∗∥2 =
= 2∥xk+1 − xk∥2 − (2α2/5)∥yk∥2,

ãäå îäèí êâàäðàò íîðìû â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.8) ïðè v = xk , u =
xk+1 , x = x∗ , ε = 2 , òîãäà ∥xk+1 − xk∥2 ≥ ∥xk+1 − x∗∥2 − 0.5∥xk − x∗∥2 è

0.5∥xk+1 − zk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk+1 − x∗∥2−
−∥xk − x∗∥2/2− (2α2/5)∥yk∥2. (4.7b)

Ïîäñòàâèâ (4.7à) è (4.7b) â (4.6), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

3a01∥xk+1 − x∗∥2 + a01∥xk+1 − xk∥2 ≤ a01∥xk − x∗∥2/2+
+(2a01α

2/5)∥yk∥2 ++(7/8 + 2a01/5)∥zk − x∗∥2, k ≥ 1.
(4.8)

Ïðàâóþ ÷àñòü (4.8) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

∥zk − x∗∥2 ≤ (1 + ε)∥zk − xk∥2 + (1 + ε−1)∥xk − x∗∥2, ε > 0,

ñëåäóþùåãî èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (3.5) ïðè u = zk , w = x∗ , v = xk ; ïîëîæèì ε = 1/α
è ó÷ò¼ì ñëåäóþùåå èç (2.3) ðàâåíñòâî ∥zk − xk∥2 = α2∥yk∥2 :

a02∥zk − x∗∥2 ≤ a02(1 + α)∥xk − x∗∥2 + a02(1 + α)α∥yk∥2,

ãäå a02 = 7/8 + 2a01/5 > 0 ïðè a01 > 0 . Òîãäà èç (4.8) ñëåäóåò

3a01∥xk+1 − x∗∥2 + a01∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a12∥xk − x∗∥2 + a13∥yk∥2, k ≥ 1,

ãäå a12 = a02(1 +α) + a01/2 , a13 = 2a01α
2/5+ a02(α+α2) . Ïîñëå äåëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò

ïðè ïåðâîì ñëàãàåìîì èìååì

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − xk∥2/3 ≤
≤ a1∥xk − x∗∥2 + a2∥yk∥2, k ≥ 1,

(4.9)

ãäå a1 = a12/(3a01) = 1/6 + a02(1 + α)/(3a01) , a2 = 2α2/15 + a02(α + α2)/(3a01) , a1 > 0 ,
a2 > 0 ïðè a01 > 0 , α > 0 ; a1 ≤ 1 ïðè 0 < β ≤ [4cb− 35(1 + α)]/(Lb) = β12 , b = 21− 4α ;
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a2 ≤ 1/3 ïðè β ≤ [8cd − 35(α + α2)]/(2Ld) = β13 , β ≤ β12 < β13 , d = 5 − 2α − 4α2 ;
0 < β ≤ β12 < β11 , 0 < α ≤ 3/8 .

Ïîñêîëüêó a1 ≤ 1 ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, ïîëîæèì a1 = 1 â (4.9):

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − xk∥2/3 ≤
≤ ∥xk − x∗∥2 + a2∥yk∥2, k ≥ 1.

(4.10)

Ïðîñóììèðîâàâ íåðàâåíñòâà (4.10) îò k = 1 äî k = m , ïîëó÷èì

∥xm+1 − x∗∥2 + ∥xm+1 − xm∥2/3 + (1/3− a2)
∑k=m−1

k=1 ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a2∥x1 − x0∥2 + ∥x1 − x∗∥2.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó 1/3 > 1/3− a2 > 0 , 0 < β ≤ β12 < β13 , èìååì

∥xm+1 − x∗∥2 + (1/3− a2)
∑k=m

k=1 ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a2∥x1 − x0∥2 + ∥x1 − x∗∥2.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû è

k=m∑
k=1

∥xk+1 − xk∥2 <∞ ∀ m ≥ 1, ∥xk+1 − xk∥2 → 0, k → ∞,

à ñëåäîâàòåëüíî, ∥xm+1 − x∗∥2 ≤ a2∥x1 − x0∥2 + ∥x1 − x∗∥2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk
}

ìåòîäà (2.3), (2.4), (4.1) îãðàíè÷åíà; ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò òî÷êà
v ∈ Q è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xki
}
→ v , i→ ∞ òàêàÿ, ÷òî

lim
i→∞

∥xki − v∥ = lim
i→∞

∥xki+1 − xki∥ = 0. (4.11)

Òîãäà èç (2.4) ïðè k → ∞ ñëåäóåò ðàâåíñòâî v = P
B(v)
Q [v − β[B(v)]−1∇f(v)] , β > 0 ,

ýêâèâàëåíòíîå êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè â En
1 , ñîãëàñíî ëåììàì 1�3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî v ∈

Q åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå Q , òî åñòü v = x∗ ∈ Q∗ .
Â ñèëó (4.11) ñóùåñòâóþò íîìåð k0 > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî ε > 0 òàêèå, ÷òî

∀ ki ≥ k0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∥xki − v∥2 ≤ ε/2, ∥xki+1 − xki∥2 ≤ ε/(2a2). (4.12)

Âîçüì¼ì ÷èñëà N > m ≥ k0 è ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (4.10) åù¼ ðàç îò k = m äî
k = N ïðè x∗ = v . Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥xN+1 − v∥2 + ∥xN+1 − xN∥2/3 + (1/3− a2)
∑k=N−1

k=m ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ ∥xm − v∥2 + a2∥xm − xm−1∥2.

Çäåñü ó÷ò¼ì, ÷òî 0 < 1/3− a2 < 1/3 ïðè 0 < β ≤ β12 < β13 , òîãäà

∥xN+1 − v∥2 + (1/3− a2)
∑k=N

k=m ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ ∥xm − v∥2 + a2∥xm − xm−1∥2.

Îòñþäà ïðè N → ∞ ñ ó÷¼òîì ñõîäèìîñòè ðÿäà è (4.12) èìååì:

∥xN+1 − v∥2 ≤ ∥xm − v∥2 + a2∥xm − xm−1∥2 ≤ ε.
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Ýòî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk
}
. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥xk −

v∥ → 0 , k → ∞ ; íå òîëüêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk
}

ìåòîäà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå v = x∗ ∈ Q∗ : ∥xk − v∥ → 0 , k → ∞ .
Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïî ôóíêöèîíàëó ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèè

f(x) ∈ C1,1(Q) íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå Q ([1], ñ. 164) f(u)−f(v) ≥ (∇f(v),u−v) ∀ u,v ∈
Q è (∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 , x∗ ∈ Q∗ , u ∈ Q ([1], ñ. 165). Èç íåðàâåíñòâ

0 ≤ (∇f(x∗),u− x∗) ≤ f(xk)− f(x∗) ≤
≤ (∇f(xk),xk − x∗) ≤ ∥∇fk∥∥xk − x∗∥,

äîêàçàííîé ñõîäèìîñòè ïî àðãóìåíòó, îãðàíè÷åííîñòè ãðàäèåíòà ôóíêöèè, ñëåäóåò âòîðîå
ñîîòíîøåíèå èç (4.2).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{

xk
}
è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

∥xk−1 − xk∥ ≥ ∥xk − xk+1∥ ≥ ∥xk+1 − xk+2∥ ≥ · · · ,
∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ · · · ≤ ∥x0 − x∗∥.

5. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

5.1. Ñíà÷àëà ïîêàæåì ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1
(â òåîðåìàõ 2 è 3), à çàòåì - ñâåðõëèíåéíóþ è êâàäðàòè÷íóþ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1, âêëþ÷àÿ óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ ìåòîäà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4), (4.1),

ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1),

∥xk − x∗∥ ≤ qk∥x0 − x∗∥, (5.1)

ãäå q = {[7(1 + α)/24 + (0.3 + 2α/15)a01]/a01}1/2 , 0 < q < 1 ïðè óñëîâèÿõ (4.1); a01 =
m+m2 − Lβ/4 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû âñå âûêëàäêè è
ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 1 è íåðàâåíñòâî (4.9) âåðíû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñëàãàåìûõ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé (4.9) èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî a2∥yk∥2 − (1/3)∥xk+1 − xk∥2 ≤ 0 . Äåéñòâèòåëüíî, îíî âåðíî â ñèëó íåðàâåíñòâ:
∥yk∥2 ≤ ∥xk+1 − xk∥2 (â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1); a2 ≤ 1/3 ; a2 − 1/3 < a2 ;
(a2 − 1/3)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 ;

a2∥yk∥2 − (1/3)∥xk+1 − xk∥2 ≤ (a2 − 1/3)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
+

+a2∥yk∥2 − (1/3)∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a2

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
+ a2∥yk∥2 − a2∥xk+1 − xk∥2 ≤ 0.

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî, èç (4.9) ïîëó÷àåì,

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ q2∥xk − x∗∥2, k ≥ 1, (5.2)

ãäå q = (a1)
1/2 , 0 < q < 1 ïðè óñëîâèÿõ (4.1). Èç (5.2) ñëåäóåò (5.1).
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ëåììà 6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
→ x∗ ∈ Q∗ ñòðîèòñÿ ìåòîäîì êëàññà

ÏÎÄÌ è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 2∥yk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ (ñëåäóþùèå èç
(3.10á)). Òîãäà äëÿ âåêòîðà yk = xk−xk−1 ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x) èìååò
ìåñòî îöåíêà

∥yk∥ ≤ (3/
√
8)∥xk − x∗∥. (5.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (3.8) ïðè u = xk , x = xk+1 , v = x∗ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
∥xk−x∗∥2 ≥ (ε−1)∥yk∥2− (1−ε−1)∥xk−1−x∗∥2 . Ïðèìåì ε = 5 (ýòî äîïóñòèìî â óñëîâèÿõ
ëåììû), òîãäà ∥xk − x∗∥2 ≥ 4∥yk∥2 − (4/5)∥xk−1 − x∗∥2 èëè

4∥yk∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + (4/5)∥xk−1 − x∗∥2. (5.4)

Èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (3.5) ïðè u = xk−1 , v = xk , w = x∗ , ε = 2/3 ñëåäóåò
∥xk−1−x∗∥2 ≤ (5/3)∥yk∥2+(5/2)∥xk−x∗∥2 . Ïîäñòàâèâ åãî â ïðàâóþ ÷àñòü (5.4), ïðèä¼ì ê
íåðàâåíñòâó 4∥yk∥2 ≤ ∥xk−x∗∥2+(4/3)∥yk∥2+2∥xk−x∗∥2 , òî åñòü 8∥yk∥2/3 ≤ 3∥xk−x∗∥2 .
Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5.3).

Ëåììà 6 äîêàçàíà.
Ñ ïîìîùüþ ëåìì 3 è 6 ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ îöåíêó ëèíåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4) ñ ìåíüøèì, ÷åì ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 2, çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè.
Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî, 0 < β < (16cd −

35e)/(4Ld) , òî ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4) ∀ x0 ∈ En
1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ñ îöåíêîé

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
∥xk − x∗∥ ≤ qk∥x0 − x∗∥, k ≥ 1, (5.5)

ãäå q = (a1/2 + 9a2/16 + 1/8)1/2 , 0 < q2 < 1/2 ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, d = 27−17α−18α2 ,
e = 8 + 17α + 9α2 , a1 , a2 , c èç òåîðåìû 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèâ, ÷òî â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû âñå âûêëàäêè è
ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 1 è íåðàâåíñòâî (4.9) âåðíû, â (4.9) âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè
îöåíèì ñ ïîìîùüþ (3.8) ïðè u = xk+1 , v = xk , x = x∗ , ε = 4 :

∥xk+1 − xk∥2/3 ≥ ∥xk+1 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2/4.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (5.3), a2∥yk∥2 ≤ 9a2∥xk −
x∗∥2/8 . Ïîäñòàâèâ ýòè îöåíêè â (4.9), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó 2∥xk+1−x∗∥2 ≤ (a1+9a2/8+
1/4)∥xk − x∗∥2 , òî åñòü ∥xk+1 − x∗∥2 ≤ q2∥xk − x∗∥2 , k ≥ 1 , ãäå q2 = a1/2 + 9a2/16 + 1/8 ,
0 < q2 < 1/2 ïðè 0 < β < (16cd − 35e)/(4Ld) < β12 , β12 èç òåîðåìû 1. Îòñþäà ñëåäóåò
(5.5).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
5.2. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ∈ C2,1(En

1 ) , è ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä (2.3),
(2.4) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñâåðõëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåî-
ðåìû 1 ∥xk−x∗∥ → 0 , è ∥zk−x∗∥ → 0 ïðè ∥yk∥ → 0 (ñëåäñòâèå òåîðåìû 1), òîãäà ââèäó
íåïðåðûâíîñòè ãåññèàíà

∥∇2f(xk)−∇2f(x∗)∥ → 0, ∥∇2f(zk)−∇2f(x∗)∥ → 0, k → ∞. (5.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∥B(zk)−B(x∗)∥ → 0, ∥B(zk)−∇2f(zk)∥ → 0, k → ∞. (5.7)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî: 1) ôóíêöèÿ
f(x) ∈ C2,1(En

1 ) ; 2) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk
}

→ x∗ ∈ Q∗ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4)
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ñóùåñòâóåò íîìåð N > 1 òàêîé, ÷òî βk = 1 ïðè k ≥ N ; 3) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
(5.6)-(5.7). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.3), (2.4), (4.1)

∀ x0 ∈ En
1 ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1),

∥xk+1 − x∗∥ ≤ qk∥xk − x∗∥, qk → 0 ïðè k → ∞. (5.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðåçóëüòàòû è âûêëàäêè òåîðåìû 1 çäåñü ñïðàâåäëèâû.
Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (4.3) â ôîðìå(

B(zk)(xk+1 − v),xk+1 − v
)
≤
(
B(zk)(zk − v),xk+1 − v

)
+

+β
(
∇f(zk),v − xk+1

)
, k ≥ 1, v ∈ Q.

Ïîëó÷åííîå èç ýòîãî ïðè v = x∗ ∈ Q∗ íåðàâåíñòâî ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷åí-
íûì èç (3.4) ïðè u = xk+1 è óìíîæåííûì íà β > 0 :(

B(zk)(xk+1 − x∗),xk+1 − x∗) ≤ (B(zk)(zk − x∗),xk+1 − x∗)+
+β
(
∇f(zk)−∇f(x∗),x∗ − xk+1

)
, k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗.

Çäåñü ëåâóþ ÷àñòü îöåíèì ñíèçó ñ ïîìîùüþ (2.5), à â ïðàâîé ÷àñòè âî âòîðîì ñêàëÿðíîì
ïðîèçâåäåíèè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà,

m∥xk+1 − x∗∥2 ≤
(
B(zk)(zk − x∗),xk+1 − x∗)+

+β
(
∇2f(ξk)(zk − x∗),x∗ − xk+1

)
,

k ≥ 0, ξk = zk − θ(zk − x∗), θ ∈ [0; 1].
(5.9)

Ïðåîáðàçóåì (5.9), m∥xk+1−x∗∥2 ≤
(
B(zk)− β∇2f(ξk)(zk − x∗),xk+1 − x∗) , è âîñïîëü-

çóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

m∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥B(zk)− β∇2f(ξk)∥∥zk − x∗∥. (5.10)

Ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (5.10) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (2.3) è (5.3),

∥zk − x∗∥ = ∥xk + αyk − x∗∥ ≤
≤ ∥xk − x∗∥+ α∥yk∥ ≤ (1 + 3α/

√
8)∥xk − x∗∥. (5.11)

Ïîäñòàâèì îöåíêó (5.11) â (5.10) è ó÷ò¼ì, ÷òî βk = 1 ïðè k ≥ N ; òîãäà ïîëó÷èì

m∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥B(zk)−∇2f(ξk)∥(1 + 3α/
√
8)∥xk − x∗∥. (5.12)

Èç (5.12) ñëåäóåò îöåíêà

∥xk+1 − x∗∥ ≤ qk∥xk − x∗∥, qk → 0 ïðè k → ∞ (5.13)

ãäå qk = ∥B(zk)−∇2f(ξk)∥(1 + 3α/
√
8)/m ,

∥B(zk)−∇2f(ξk)∥ ≤ ∥B(zk)−∇2f(x∗)∥ → 0 ïðè k → ∞. (5.14)

Èç (5.13), (5.14) ñëåäóåò (5.8).
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
5.3. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ Bk ïîëó÷èì îöåíêó êâàä-

ðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4). Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà èç
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ðàáîòû [11]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíñòàíòà c1 > 0 òàêîâà, ÷òî ∀ k ≥ N èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

∥B(zk)−∇2f(x∗)∥ ≤ c1∥zk − x∗∥. (5.15)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 4 è (5.15). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
xk
}
ìåòîäà (2.3), (2.4), (4.1) ∀ x0 ∈ En

1 ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ x∗ ∈ Q∗ çàäà÷è (1.1),

∥xk+1 − x∗∥ ≤ c∥xk − x∗∥2, c = c1(1 + 3α/
√
8)2/m. (5.16)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 âñå âûêëàäêè òåîðåì 1
è 4, à òàêæå íåðàâåíñòâî (5.12), ñïðàâåäëèâû. Âîñïîëüçóåìñÿ â (5.12) íåðàâåíñòâàìè (5.6),
(5.7), (5.14), (5.15), à òàêæå îöåíêàìè (5.11) è

∥B(zk)−∇2f(ξk)∥ ≤ ∥B(zk)−∇2f(x∗)∥ ≤
≤ c1∥zk − x∗∥ ≤ c1(1 + 3α/

√
8)∥xk − x∗∥.

Òîãäà èç (5.12) ïîëó÷èì ∥xk+1 − x∗∥ ≤ c1(1 + 3α/
√
8)2∥xk − x∗∥2/m , k ≥ N . Îòñþäà

ñëåäóåò (5.16).
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 5. Äëÿ ÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå è ìîäèôè-

êàöèÿ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4):

1 ýòàï.yk = xk − xk−1, zk = xk + αky
k/∥yk∥,x0,x1 ∈ En

1 , f(x
0) > f(x1);

2 ýòàï. xk+1 = P
B(zk)
Q

(
zk + βkp(z

k)/∥∇f(zk)∥
)
, k = 1, 2, ...,

ãäå p(zk) = −B(zk)−1∇f(zk) (ñì. ï. 2), ïàðàìåòðû ìåòîäà αk , βk êîíñòàíòû èëè âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íà èòåðàöèÿõ ïî çàäàííûì ïðàâèëàì. Íàïðèìåð, αk ìîæíî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ,
÷òî òî÷êà zk ëåæèò âíóòðè îäíîñâÿçíîé çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòüþ óðîâíÿ f(x) = const = f(xk−1) , à βk âû÷èñëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèåé,
βk = argminβ>0 f

(
zk − βp(zk)/∥∇f(zk)∥

)
; äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â (2.3), (2.4).

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà àíàëîãè÷íû äàííûì
äëÿ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4).
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PGTM with projecting in variable metric
c⃝ V. G. Malinov 2

Abstract. In the work projection generalized two-step two-stage method (PGTM) with projecting
in variable metric (PGTVMM) for solving �nite dimensional minimization problems on the
convex closed set in the Euclidean space is proposed. It may be used as well for solution of
functional equations and other problems. The convergence of the method is proved for continuously
di�erentiable convex functions with a Lipschitz gradients. Estimates rate of convergence are proved:
at �rst linear rate of convergence for convex smooth functions, afterwards derived superlinear and
quadratic rate of convergence for twice di�erentiable functions on supplemental suppositions.

Key Words: PGTVMM, projecting in variable metric, convergence, rate of convergence.
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