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Àííîòàöèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè áóäåò ÿâëÿòüñÿ èçó÷åíèå ïåðâîãî òèïà äâèæåíèé (óõî-
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Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó f(p, t) , çàäàííóþ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäå-
íèè R ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ R1 , R2 . Ìåòðèêà ρ ïðîñòðàíñòâà R èíäóöèðóåòñÿ ìåò-
ðèêàìè ρ1 , ρ2 ïðîñòðàíñòâà R1 , R2 : ρ(p, q) = ρ1(p1, q1) + ρ2(p2, q2) , ãäå (p, q) ∈ R ,
(p1, q1) ∈ R1 , (p2, q2) ∈ R2 . Îòìåòèì, ÷òî ìåòðèêè ρ1, ρ2 ìîãóò èíäóöèðîâàòü ìåòðèêó ρ
è äðóãèì ñïîñîáîì.

Ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(p, t) = f(p1, p2, t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâå-
äåíèåì åå ïðîåêöèé f1(p1, p2, t) , f2(p1, p2, t) íà ïðîñòðàíñòâà R1 , R2 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ìíîæåñòâî R ýëåìåíòîâ p , ïðèðîäà êîòîðûõ áåçðàç-
ëè÷íà, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì p, q ∈ R
ñîîòâåòñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ρ(p, q) , íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèåì èëè ìåòðèêîé
è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì [1]:

1) ρ(p, q) = 0 ëèøü ïðè p = q ;
2) ρ(p, q) = ρ(q, p) ;
3) ρ(p, q) ≤ ρ(p, z) + ρ(z, q) äëÿ ëþáîãî z ∈ R .

Ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé f(p, t) â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå R áóäåì íàçûâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé R íà ñåáÿ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

1) f(p, 0) = p ;
2) f(p, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ;
3) f(f(p, t2), t1) = f(p, t1 + t2) äëÿ ëþáîãî p ∈ R äëÿ âñåõ t1, t2 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ôóíêöèþ f(p, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì p áóäåì íàçûâàòü
äâèæåíèåì. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê äâèæåíèÿ {f(p, t) : −∞ < t < +∞} áóäåì íàçûâàòü
òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ è îáîçíà÷àòü f(p, I) . Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâà {f(p, t) : 0 ≤
t < +∞} , {f(p, t) : −∞ < t ≤ 0} áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåñòâåííî ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé òðàåêòîðèÿìè è îáîçíà÷àòü f(p, I+) è f(p, I−) .

Êîíå÷íîé äóãîé òðàåêòîðèè âðåìåííîé äëèíû T 2−T 1 , ãäå T 2 ≥ T 1 , áóäåì íàçûâàòü
ìíîæåñòâî òî÷åê {f(p, t) : T 2 ≤ t ≤ T 1} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Òî÷êà q íàçûâàåòñÿ ω(α) - ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæå-
íèÿ f(p, t) , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë tn → +∞ (tn → −∞) òàêàÿ,
÷òî f(p, tn) →

n→∞
q .
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Ìíîæåñòâî âñåõ ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ f(p, t) áóäåì îáîçíà÷àòü Ωp , ìíîæå-
ñòâî âñåõ α -ïðåäåëüíûõ - Ap .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Ìíîæåñòâî M ⊂ R íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî îò-
íîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå f(p, t) , åñëè îíî ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ýòîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, ò.å. èç p ∈M ñëåäóåò f(p, t) ⊂M .

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Ωp , Ap èçó÷åíû â ëèòåðàòóðå [1].
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} òàêàÿ, ÷òî tn → ∞ ïðè n → ∞ è

f1(p1, p2, tn) → q1 ∈ R1 .
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f2(p1, p2, n) , n = 1, 2, . . . , íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Òî÷êó q1 óìåñòíî íàçâàòü ω - ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ f1(p1, p2, t) . Îòìåòèì, ÷òî

ê ôóíêöèè f1(p1, p2, t) òåðìèí "äâèæåíèå"ìû ïðèìåíÿåì íå â ñòðîãîì ñìûñëå. Ìíîæåñòâî
ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ f1(p1, p2, t) îáîçíà÷èì Ωf1 . Ïîêàæåì, ÷òî äâèæåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1, 2, ÿâëÿåòñÿ óõîäÿùèì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.7. Íàçîâåì óõîäÿùåå äâèæåíèå f(p, t) , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì 1,2, ïîëîæèòåëüíî óñòîé÷èâûì ïî Ïóàññîíó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå ïî îòíî-
øåíèþ ê ïðîñòðàíñòâó R1 , åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ω - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äâèæå-
íèÿ f(p1, p2, t) , ïðèíàäëåæàùàÿ ñàìîìó äâèæåíèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè
t∗ òàêîé, ÷òî f1(p1, p2, t

∗) = q1 , q1 ∈ Ωf1 .

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ââåñòè è ïðè t→ −∞ .
Ñðåäè óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå äâèæåíèé âûäåëèì îñîáûé âèä

äâèæåíèé: ïóñòü f1(q1, p2, t) ≡ q1 , òîãäà äâèæåíèå f(p, t) íàçîâåì ðàâíîâåñíûì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç P (q1) ìíîæåñòâî òî÷åê p2 ∈ R2 , äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå f(p, t) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíûì

P (q1) = {p2 ∈ R2 : f1(q1, p2, t) ≡ q1}.
Î÷åâèäíî, ÷òî P (q1) ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Îñî-

áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé P (q1) = R2 .

Ò å î ð å ì à 1.3. Ìíîæåñòâî òî÷åê Q = {q × p(q1)} åñòü çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî.

Ìíîæåñòâî Q = {q× p(q1)} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû f(p, t) . Äåéñòâèòåëüíî, èç p ∈ Q ñëåäóåò, ÷òî f1(p, t) ≡ q1 , f2(p, I) ⊂ P (q1) , ïîýòîìó
äëÿ âñåõ t ≥ 0 èìååò ìåñòî f(p, t) ∈ Q .

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ óõîäÿùèõ äâèæåíèé ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.8. Ìíîæåñòâî M ⊂ R = R1 × R2 íàçîâåì R1 - èíâàðè-
àíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå f(p, t) = (f1(p1, p2, t), f2(p1, p2, t)) , åñëè
èç p ∈M ñëåäóåò f1(p, t) ∈MR1 ∀t ≥ 0 , MR1 = {p1 ∈ R1 : ∃p2 ∈ R2, (p1, p2) ∈M}.

Îáîçíà÷èì MR1 = M
∩
R1 . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà R1 - èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà â R

ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî Q = {q × p(q1)} . Äåéñòâèòåëüíî, èç p ∈ Q ñëåäóåò f1(p, t) ≡
q1 , f1(p, I) ⊂ QR1 = q1 . Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.4. Ìíîæåñòâî òî÷åê Q = {q×p(q1)} åñòü èíâàðèàíòíîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî.
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Îòìåòèì, ÷òî èç R1 -èíâàðèàíòíîñòè íå ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü, à âñå èíâàðèàíòíûå
ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ è R1 - èíâàðèàíòíûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.9. Äâèæåíèå f(p, t) = (f1(p1, p2, t), f2(p1, p2, t)) â R =
R1 × R2 íàçîâåì óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå ïî îòíîøåíèþ ê
ïðîñòðàíñòâó R1 , åñëè òðàåêòîðèÿ f1(p, I) öåëèêîì ëåæèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
G ⊂ R1 .
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