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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè è õàîòè÷-
íîñòüþ, ïîíèìàåìîé â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Óêàçûâàåòñÿ íà ìåòîä îïèñàíèÿ õàîòè÷åñêèõ
äâèæåíèé â äèíàìèêå ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè.
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1. Ââåäåíèå

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ïîðîæäàåìàÿ ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé â öåëî÷èñëåííûõ
òî÷êàõ íåêîòîðîé ðåêóððåíòíîé ôóíêöèè φ(t) èç êëàññà HN

R .
Ëèíåéíàÿ êîíãðóýíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò è íå äàâàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è, êðîìå òîãî, íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü
ñòàòèñòè÷åñêèì òåñòàì "íà ñëó÷àéíîñòü ïîýòîìó äëÿ âûðàáîòêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èñïîëü-
çóþòñÿ ñïåöèàëüíî âûáðàííûå êîíñòàíòû a, c,m . Â [1] óêàçàíû óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà
ýòè ïàðàìåòðû ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåìûïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íàëàãàåìûì òðåáîâàíèÿì.

2. Ïðèðîäà ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ââåäåì îïðåäåëåíèå ðåêóððåíòíîé ôóíêöèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ôóíêöèÿ f(t) , çàäàííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ïðè t ∈
(−∞,+∞) íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè äëÿ êàæäîãî
ε > 0 ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî Lε òàêîå, ÷òî â êàæäîì èíòåðâàëå äåéñòâèòåëüíîé îñè
(α, α+ Lε) , ãäå α ∈ (α0,+∞) , äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ÷èñëî τt ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

|f(t+ τt)− f(t)| < ε.

Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ââåñòè äëÿ ôóíêöèé, ðåêóððåíòíûõ â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ φ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè, òîãäà è ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè.
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Ýòî óòâåðæäåíèå âåñüìà âàæíî, òàê êàê îíî óñòàíàâëèâàåò ïðèðîäó ëèíåéíîé êîíãðó-
ýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ âûðàáîòêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
áûëî ïðåäëîæåíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ä.Õ. Ëåìåðîì â 1948 ã. [1]. Çäåñü âåñüìà
óìåñòíûì êàæåòñÿ óïîìÿíóòü òåîðåìó Àíðè Âåéëÿ (H.Weyl) 1916 ã.

Êðèòåðèé Âåéëÿ ðåøàåò âîïðîñ î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî ìîäóëþ 1 áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} . Ïî ýòîìó êðèòåðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàñïðåäåëåíà
ðàâíîìåðíî ïî ìîäóëþ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ öåëûõ m ̸= 0 âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

exp(2πimxn) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâÿçàëè ïðèðîäó ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðå-
êóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò íîâûé êëàññ ðåêóððåíòíûõ ôóíêöèé â
äîïîëíåíèå ê êëàññàì, ðàñññìîòðåííûì [1].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî HN(i1(t), . . . , jN(t)) ðåêóððåíòíûõ â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ôóíêöèé ñ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé ôóíêöèé

jj = aje
t + bj, j = 1, . . . , N.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü HN
R .

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðîñòðàíñòâî HN
R ïîëíîå â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè (0,+∞) è ëèíåéíîå.

Óñòàíîâëåííàÿ íàìè âûøå ñâÿçü ìåæäó ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè è õàîòè÷íîñòüþ,
ïîíèìàåìîé â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå, óêàçûâàåò íà òî, ÷òî è õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ â äèíà-
ìèêå îïèñûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò äâèæåíèÿ,
ñîäåðæàùèåñÿ â ìíîæåñòâå öåíòðàëüíûõ äâèæåíèé [1]. Áèðêãîô îòêðûë, ÷òî ðåêóððåíò-
íûå äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå îáùèì âèäîì êîëåáàíèé è õàðàêòåðíû äëÿ òîãî íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî íå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
çàìêíóòîé êðèâîé èëè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Â ýòîì, íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî íåèñ-
÷èñëèìîãî ÷èñëà êðèâûõ äâèæåíèÿ, ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè êðèâîé ñîäåðæàòñÿ
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äðóãèì êðèâûì.
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The connection between the recurrent features and chaotic
c⃝ V. I. Zubov3, I. V. Zubov4

Abstract. In aeticle is install the relation between recurrent functions and origin reminding
in probable since. Is indicates on method of describing origin motions in dynamics trecurrent
functions.
Key Words: Motion, oscillation, exclusive curve, minimal multitude, position of equilibrium.
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