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Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿåò, ïðîâåäÿ ñåðèþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îïðåäå-
ëèòü ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè, äîáèâàÿñü íåîáõîäèìîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿ-
åìîãî ïàðàìåòðà.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîå óñòàíîâ-
ëåíèå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ, êîíòðîëÿ è óïðàâëå-
íèÿ èìè, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì.
Ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè ìîãóò ïîçâîëèòü ðåøàòü çàäà÷è áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè è ó÷èòûâàòü øèðîêèé ïåðå÷åíü ïîêàçàòåëåé è ôàêòîðîâ âëèÿíèÿ, à âðåìÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðîâ. Ñðåäè íèõ çàäà÷è
îïòèìèçàöèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ, çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è äðóãèå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëüíîãî îáúåêòà, ïðîöåññà èëè ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ. Åå ïîñòðîåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñâÿçåé ìåæäó
òåìè èëè èíûìè ïðîöåññàìè è ÿâëåíèÿìè, ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîçâîëÿ-
þùåãî âûðàçèòü êîëè÷åñòâåííî è êà÷åñòâåííî ñâÿçü ìåæäó òåìè èëè èíûìè ïðîöåññàìè è
ÿâëåíèÿìè, ìåæäó èíòåðåñóþùèìè ñïåöèàëèñòà ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, è ôàêòîðàìè,
âëèÿþùèìè íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Òàêàÿ ñâÿçü çà÷àñòóþ âûðàæàåòñÿ ñèñòåìàìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïàðàìåòðû êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà íåóïðàâëÿåìûå è óïðàâëÿþùèå.
Èññëåäîâàòåëåé æå èíòåðåñîâàëà ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ íåêîåãî çíà÷åíèÿ íåóïðàâëÿåìî-
ãî ïàðàìåòðà çà ñ÷åò âàðèàöèè óïðàâëÿþùèõ. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
äîëæíû ïîêàçàòü, êîððåêòíû ëè çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñíî èõ ðåàëü-
íûì îáúåêòàì, íåîáõîäèìûå äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ íåóïðàâëÿåìîãî ïà-
ðàìåòðà. Åñëè îíè òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ, òî ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè ñòîèò íåðåàëüíàÿ
çàäà÷à.

Îäíèì èç ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûìè îáðàòíûìè ñâÿçÿìè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèñòåìíàÿ äèíàìèêà, íà îñíîâå êîòîðîé áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü. Îíà ðàçðàáîòàí â
ñåðåäèíå ÕÕ âåêà ïðîôåññîðîì Ìàññà÷óñåòñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà Äæ. Ôîððå-
ñòåðîì � îäíèì èç êðóïíåéøèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè óïðàâëåíèÿ [1]. Â ìîäåëÿõ
ñèñòåìíîé äèíàìèêè èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå äâóõ òèïîâ: ñèñòåìíûå óðîâíè è òåìïû.
Ñèñòåìíûå óðîâíè ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëå-
íèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàçðåøàëàñü íà ïðèìåðå ìîäåëè, êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäîâ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îïèñûâàþùåé èç-
ìåíåíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ îïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ.
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Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îñóùåñòâëÿëîñü ïóòåì ïåðåõîäà îò äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ê èíòåãðàëüíûì ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà, îäèí èç êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîëàãàëñÿ íåèçâåñòíûì, ïîñëå ÷åãî èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ
÷àñòü çàìåíÿëàñü ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì, ðàññ÷èòàííûìè ïî ìåòîäó Ñèìïñîíà. Èç
ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿëñÿ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïðèìåíèâ êîìïëåêñ ÷èñ-
ëåííûõ àëãîðèòìîâ, ìîäåëü áûëà îòêîððåêòèðîâàíà ñ ó÷åòîì äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé
òî÷íîñòè îïèñàíèÿ [2],[3].

dN

dt
= 8, 139 · 10−22N0,05S2 − 64, 1·N0,03S0,3

dD

dt
= 560·D0,35 − 9900·I (1.1)

dI

dt
= 0, 131·I−0,4 − 0, 0072·S0,092

Ãäå íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ:

• N - ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ÐÔ, ÷åë.;

• D - äóøåâûå äîõîäû çà ãîä, ðóá./÷åë. â ãîä;

• I - èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí, %.

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ, ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Êàêèìè äîëæíû áûòü óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû D è I ñèñòåìû, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåîáõî-
äèìóþ ÷èñëåííîñòü â áóäóùåì ãîäó, ñîõðàíÿÿ àäåêâàòíîñòü îïèñàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå ïðèíöèïû
îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðÿä ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è âûÿâèòü èç ìíîæåñòâà ïîäõîäÿùèõ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèå
ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì.

|N(t)−Nexp(t)| ≤ δ1;

|D(t)−Dexp(t)| ≤ δ2; (1.2)

|I(t)− Iexp(t)| ≤ δ3,

Âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû óêëàäûâàþòñÿ â çàäàííûé êîðèäîð çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíî
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

AN ≤ 10%; AD ≤ 10%; AI ≤ 10%; (1.3)

Ïî âñåì òðåì óðàâíåíèÿì ñðåäíÿÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâûøàåò 10%.

|N(t)−Nexp(t+∆)| ≤ εN(t), (1.4)

Îáåñïå÷èâàåòñÿ íåîáõîäèìîå èçìåíåíèå ïðîãíîçíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ
N è ñîñòàâëÿåò ε = 0.001 îò ôàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ â ïîñëåäíèé ïåðèîä âðåìåíè.

Äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Delphi ïðî-
ãðàììíûé êîìïëåêñ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, â
ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäÿò:

1. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.
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2. Âûáîð íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïóòåì ïåðåõîäà îò äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ê èíòåãðàëüíûì ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà.

3. Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíîâ âàðèàöèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ.

4. Ïîèñê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïóòåì àíàëèçà êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè.
Äëÿ îïòèìèçàöèè ïëàíèðóåìîãî ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäèìî âûÿâèòü äèàïàçîíû âàðèà-

öèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ.
Ïåðåáðàâ ïàðû ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ êàæäîãî óðàâíåíèÿ, çàôèêñèðîâàâ ïðè ýòîì
îñòàëüíûå, ïîëó÷åíà îáëàñòü çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ ìîäåëü îñòàåòñÿ ïðèåìëåìîé.

Ïîëó÷åíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èçìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíàõ [5; 9] è
[58; 62,5], âòîðîãî óðàâíåíèÿ [325; 820] è [0; 19200]. Âàðèàöèÿ âñåõ äèàïàçîíîâ êàæäîãî
êîýôôèöèåíòà çàéìåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè, ïîýòîìó çàòðàòû çíà÷èòåëüíî ñîêðà-
òÿòñÿ, åñëè äâèãàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè, ðàçáèâ åå ïî áëîêàì, ïðè ýòîì ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé
îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Áûë îðãàíèçîâàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ D è I (ñõåìà 1), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ïîñòàâëåííûå
óñëîâèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ðîñòà ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ îò 0 äî 0,1 % íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü äóøåâûå äîõîäû îò
1,4% äî 27%, èëè æå óâåëè÷èòü èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí îò 5,4% äî 7.3%. Ïðè ýòîì
ñðåäíÿÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâûøàåò 10% ïî êàæäîìó ïàðàìåòðó ñèñòåìû.
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Calculating aspects of estimates of control parameters
system dynamics models
c⃝ S. I. Spivak4, I. R. Salakhov5, O. G. Kantor6

Abstract. In this paper we propose an approach to constructing models of system dynamics, based
on the use of econometric modeling methods, approximate and numerical methods of integration,
and series of numerical experiments which would allow the researcher to carry out a phased process
of adjusting the model in terms of an adequate description of experimental data.
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