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Àäàïòàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ

ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè

c⃝ Å. À. Ëàçàðåâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ àäàïòèðîâàííûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè íà ïðèìåðå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ; ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêòèðîâàíèå ñåòåé, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îï-
òèìèçàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö � îáùèé àëãîðèòìè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí Ëåíäîì è Äîéãîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ [1]. Ïî ñóùåñòâó, ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ïîëíîãî ïåðåáîðà ñ îòñå÷å-
íèåì çàâåäîìî íåîïòèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ðåøåíèé. Íà ïðàêòèêå, ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñóçèòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ îáëàñòü, òåì ñàìûì çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ïåðåáîð (âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò
áûòü óìåíüøåíî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ). Ïîýòîìó ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ïîëó÷èë øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷
îïòèìèçàöèè.

Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå ðàáîò, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ îäíîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ìåòîäà
âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ áèêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàí-
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíöåïöèè îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò
áûòü îáîáùåí íà ðåøåíèå çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè ñ ëþáûì ÷èñëîì êðèòåðèåâ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ, îñíîâàííóþ íà êëàññè÷å-
ñêèõ ïîòîêîâûõ ìîäåëÿõ, îïèñàííóþ â ðàáîòå [2].

Èçâåñòåí îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô G = (V,E) , çàäàþùèé ñóùåñòâóþùóþ
ñåòü ïåðåäà÷è äàííûõ (V è E � ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî). Âåðøèíàì
ñîîòâåòñòâóþò óçëîâûå ýëåìåíòû ñåòè (êîììóòàòîðû). Ðåáðî (u, v) îáîçíà÷àåò êàíàë ñâÿ-
çè, ñîåäèíÿþùèé êîììóòàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì u è v , êîòîðûé èìååò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü c(u, v) , ïîêàçûâàþùóþ, êàêîå ìàêñèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïåðåäàíî ïî êàíàëó â åäèíèöó âðåìåíè. Îãðàíè÷åíèå
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà äèêòóåòñÿ åãî òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íàïðè-
ìåð, ñîãëàñíî ïëåçèîõðîííîé öèôðîâîé èåðàðõèè (PDH, Plesiochronous Digital Hierarchy),
ïîääåðæèâàåòñÿ ñëåäóþùèå óðîâíè èåðàðõèè öèôðîâûõ êàíàëîâ: E0 (64 êáèò/ñ), E1 (2,048
Ìáèò/c), E2 (8,448 Ìáèò/c), E3 (34,368 Ìáèò/c), E4 (139,264 Ìáèò/c) [3].

1 Àñïèðàíò êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè-
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Â ãðàôå âûäåëÿþòñÿ äâå îñîáûå âåðøèíû � èñòî÷íèê èíôîðìàöèè s è ñòîê t . Èç èñ-
òîêà âåäóò ìàãèñòðàëüíûå êàíàëû, ñîåäèíÿþùèå ãîðîäñêóþ ñåòü ñ ìàãèñòðàëüíîé. Â ñòîê
âåäóò ðåáðà îò êîììóòàòîðîâ, ê êîòîðûì íàïðÿìóþ ïîäêëþ÷åíû êîíå÷íûå ïîëüçîâàòåëè.

Äëÿ îïèñàíèÿ êàíàëîâ ïåðåäà÷è äàííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòðîåíû, çàäàåòñÿ ìíî-
æåñòâî ðåáåð E ′(E ∩ E ′ = ∅) . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) ∈ E ′ èçâåñòíà ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü c′(u, v) è ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà p′(u, v) .

Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ïåðåäàâàåìîé ïî êàíàëàì ñâÿçè â åäèíèöó âðåìåíè, îïèñû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé ïîòîêà f : V × V → R ( f(u, v) çàäàåò ïîòîê ìåæäó âåðøèíàìè u è v ),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåì óñëîâèÿì:

1. îãðàíè÷åííîñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè: f(u, v) ≤ c(u, v) äëÿ âñåõ u, v ∈ V ;

2. àíòèñèììåòðè÷íîñòü: f(u, v) = −f(v, u) äëÿ âñåõ u, v ∈ V ;

3. ñîõðàíåíèå ïîòîêà: äëÿ âñåõ u ∈ V \ {s, t} :
∑

v∈V f(u, v) = 0 .

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òðåáóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü ñóùåñòâóþùóþ ñåòü ïåðåäà÷è äàííûõ, èñïîëüçóÿ êàíàëû,
îïèñûâàåìûå ìíîæåñòâîì ðåáåð E ′ , äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñåòè.

Âîçìîæíûì ðåøåíèåì x ∈ D (D � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé) çàäà÷è ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð E∗ ⊆ E ′ . Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ñåòè
ïåðåäà÷è äàííûõ:

Q1(x) =
∑

(u,v)∈E′

p′(u, v) (3.1)

è âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè:

Q2(x) =
∑
v∈V

f(s, v) (3.2)

çàäàâàåìûå ãðàôîì G∗ = (V,E ∪ E∗) . Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå G ôóíêöèåé F (G) .

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî çàäàííûì àöèêëè÷åñêèì îðèåíòèðî-
âàííûì ãðàôàì G = (V,E) è ìíîæåñòâó ðåáåð E ′(E ∩ E ′ = ∅) , ìàòðèöàì ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé c(u, v) è c′(u, v) è ìàòðèöå ñòîèìîñòè ðåáåð p′(u, v) íàéòè âñå ìíîæåñòâî
ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è

min
x∈D

(Q1(x)),max
x∈D

(Q2(x)), (3.3)

óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ (óáûâàíèþ) çíà÷åíèÿ ïåðâîãî (âòîðîãî) êðèòåðèÿ.
Ê ïðåèìóùåñòâàì äàííîé ìîäåëè ñòîèò îòíåñòè òî, ÷òî ïðèáûëü â íåé íå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ êàê âåëè÷èíà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîëè÷åñòâó èíôîðìàöèè, ïåðåäàííîé êîíå÷-
íîìó ïîòðåáèòåëþ. Â ñîâðåìåííûõ ñåòÿõ ïåðåäà÷è äàííûõ òàêîé ìåòîä îöåíêè ñòàíîâèòñÿ
âñå ìåíåå ýôôåêòèâíûì, ââèäó ïîâñåìåñòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ øèðîêîïîëîñíîãî èíòåð-
íåòà ñ îïëàòîé ïî ôèêñèðîâàííîìó òàðèôó (åæåìåñÿ÷íàÿ àáîíåíòñêàÿ ïëàòà).

Òàêæå ñòîèòü îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäû ñâåðòûâàíèÿ êðèòåðèåâ èëè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïîðîé íå ñïîñîáíû äàòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñïåêòðå ðåøåíèé, äàæå
ñ ó÷åòîì çàäàíèÿ ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èìåííî ïîýòîìó ñòàâèòñÿ çàäà÷à
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ïîèñêà ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèò ïðîåêòèðîâ-
ùèêó ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ âûáðàòü îïòèìàëüíûé âàðèàíò èç âñåãî ñïåêòðà ðåøåíèé.

Â ðàáîòå [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP òðóäíûõ çàäà÷, à
òàê æå ïðèâîäèòñÿ îöåíêà íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé (ìî-
æåò ñîñòàâëÿòü 2|E

′| ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãèïîòåçó P ̸= NP , ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ, ðåøàþùèõ ïîñòàâëåí-
íóþ çàäà÷ó. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö êàê ñïîñîá
ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà.

4. Àäàïòèðîâàííûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

4.1. Îïèñàíèå ìåòîäà

Ïðèâåäåì îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

1. Ïðîíóìåðóåì âñå ðåáðà èç ìíîæåñòâà E ′ , ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçëè÷íûìè ÷èñ-
ëàìè îò 1 äî |E ′| . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei ðåáðî ñ íîìåðîì i èç ìíîæåñòâà E ′ .

2. Êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà âåòâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó Dp îá-
ëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è ñîäåðæèò íèæíþþ (Lp ) è âåðõíþþ (Hp ) îöåíêè çíà-
÷åíèÿ ïàðû (Q1(x), Q2(x)) íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå. Ïðè ýòîì êîðíåâàÿ âåðøèíà (íó-
ëåâîé óðîâåíü äåðåâà) ñîîòâåòñòâóåò âñåé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D , à ëþáîé
âåðøèíå óðîâíÿ k > 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
ôèêñèðîâàíèè ïåðâûõ k ðåáåð (èç ìíîæåñòâà E ′ ) ñåòè. Ïîä òåðìèíîì ¾ôèêñèðî-
âàíèå¿ ïîíèìàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ ðåáåð óæå ïðèíÿòî ðåøåíèå áóäóò
îíè äîñòðîåíû èëè íåò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ôèêñèðîâàííûå
ðåáðà, êîòîðûå áóäóò äîñòðîåíû.

3. Èç êàæäîé âåðøèíû (çà èñêëþ÷åíèåì êîíöåâûõ âåðøèí, â êîòîðûõ çàôèêñèðîâà-
íû âñå E ′ ðåáåð) ïðîèçâîäèòñÿ âåòâëåíèå íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ
äèõîòîìè÷åñêîå âåòâëåíèå. Ïðè ýòîì ïåðâîå èç ïîäìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ôèê-
ñèðîâàíèÿ î÷åðåäíîãî ðåáðà, íî áåç äîáàâëåíèÿ åãî â S , òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåáðî
íå áóäåò ïîñòðîåíî â ñåòè. Âòîðîå èç ïîäìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ôèêñèðîâàíèÿ
î÷åðåäíîãî ðåáðà ñ äîáàâëåíèåì åãî â S , òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåáðî áóäåò ïîñòðî-
åíî â ñåòè.

4. Íèæíÿÿ îöåíêà Lp ðåøåíèÿ x ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ ïåðâûõ k ðåáåð:

Q1(x) =
∑
e∈S

p′(e) +

|E′|∑
i=k+1

p′(ei) (4.1)

ò.å. ñóììå ñòîèìîñòåé ñòðîèòåëüñòâà ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäóò äîñòðîå-
íû è ðåáåð, êîòîðûå åùå íå ðàññìàòðèâàëèñü, ò.å. ðåáåð ñ íîìåðàìè áîëüøèìè k .

Q2(x) = F (G(V,E ∪ S)) (4.2)

ò.å. âåëè÷èíà ïîòîêà äëÿ ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïóòåì äîáàâëåíèÿ â èñõîäíûé ìíîæå-
ñòâà äîñòðîåííûõ ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð.
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5. Âåðõíÿÿ îöåíêà ðåøåíèÿ ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ ïåðâûõ ðåáåð:

Q1(x) =
∑
e∈S

p′(e) (4.3)

ò.å. ñóììå ñòîèìîñòåé ñòðîèòåëüñòâà ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäóò äîñòðîå-
íû.

Q2(x) = F (G(V,E ∪ S ∪ {ei|i > k})) (4.4)

ò.å. âåëè÷èíå ïîòîêà äëÿ ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïóòåì äîáàâëåíèÿ â èñõîäíûé ìíîæå-
ñòâà äîñòðîåííûõ ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð è âñåõ ðåáåð, êîòîðûå åùå íå ðàññìàòðèâà-
ëèñü, ò.å. ðåáðà ñ íîìåðàìè áîëüøèìè k .

6. Ôóíêöèåé âåòâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ íî-
ìåð ðåáðà k äëÿ ðàññìîòðåíèÿ (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûçîâå ôóíêöèè ñ ïà-
ðàìåòðîì k ðåáðà ñ íîìåðàìè îò 1 äî k − 1 ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè). Çàïóñê
àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ âûçîâîì ôóíêöèè âåòâëåíèÿ ñ àðãóìåíòîì 1.

7. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû äåðåâà âåòâëåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåðõíÿÿ Hp è íèæíÿÿ Lp

îöåíêè ðåøåíèÿ p . Îíè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåøåíèÿìè èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ R . Ïóñòü
Hr è Lr âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ðåøåíèÿ r ∈ R . Òîãäà:

(a) eñëè Lp ≻ Hr , òî R = R \ {r} è ïðîäîëæàåòñÿ âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû
(âûçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âåòâëåíèÿ ñ àðãóìåíòîâ k + 1 );

(b) eñëè Lr ≻ Hp , òî âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû ïðåêðàùàåòñÿ;

(c) eñëè @r ∈ R : Lr ≻ Hp , òî åñëè òåêóùàÿ âåðøèíà äåðåâà âåòâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
êîíöåâîé, òî ðåøåíèå p äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ R (R = R ∪ {p} ).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîäîëæàåòñÿ âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû (âûçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ âåòâëåíèÿ ñ àðãóìåíòîâ k + 1 ).

Çäåñü ñèìâîë ≻ îáîçíà÷àåò ïàðåòî-äîìèíèðóåìîñòü îäíîãî ðåøåíèÿ íàä äðóãèì.

8. Îñòàíîâ àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåâîçìîæíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ äàëüíåéøåãî
âåòâëåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî R ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëü-
íûå ïî Ïàðåòî.

4.2. Àíàëèç àëãîðèòìà

Â õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà áóäåò ñðàâíèìî ñ àëãîðèòìîì ïîëíîãî ïåðåáîðà.
Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåí ïðèìåð ñåòè, â êîòîðîé ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé
èìååò ìîùíîñòü 2|E

′| . Íà òàêîé ñåòè ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö â õîäå ðàáîòû íå ñìîæåò îòñå÷ü
íè îäíîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé è â èòîãå ïîñòðîèò äåðåâî âåòâëåíèé ñîñòîÿùåå èç |E ′|
óðîâíåé (êîðåíü äåðåâà èìååò óðîâåíü 0). Óðîâåíü ãëóáèíû i áóäåò èìåòü 2i âåðøèí.
Â ýòîì ñëó÷àå, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà òàêîå æå, êàê è ó ìåòîäà ïîëíîãî ïåðåáîðà è
ñîñòàâëÿåò O(2|E

′| · |V |3) (âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
¾ïîäíÿòü â íà÷àëî¿ òðåáóåò O(V 3) âðåìåíè [4]).

Îäíàêî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ
ðàáîòû ïîëíîãî ïåðåáîðà. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö è ïîëíîãî ïåðåáîðà, âûïîëíåííîé íà ÿçûêå C++. Âû÷èñëèòåëü-
íûå ýêñïåðèìåíòû çàêëþ÷àëèñü â íàõîæäåíèè âñåãî ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî
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ðåøåíèé äëÿ 100 ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðîâàííûõ ñåòåé ïåðåäà÷ äàííûõ
ñ ÷èñëîì ðåáåð âî ìíîæåñòâå E ′ ðàâíûì 15, 20, 25, 30, 35 è 40. Äëÿ ñëó÷àåâ |E ′| = 35
è |E ′| = 40 ïðèâåäåíî ïðèáëèæåííîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáîðà, âû÷èñ-
ëåííîå àíàëèòè÷åñêè, èñõîäÿ èç àíàëèçà ñëîæíîñòè ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó
ðåàëüíûé çàïóñê íà òàêèõ áîëüøèõ âõîäíûõ äàííûõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ðå-
çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.1.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ïîëíîãî ïåðåáîðà è ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

4.3. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàáîòó àäàïòèðîâàííîãî ìåòîäà
âåòâåé è ãðàíèö.

Ï ð è ì å ð 4.1. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
äëÿ áèêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è, åñëè ãðàô G è ìíîæåñòâî äîñòðàèâàåìûõ ðåáåð E ′ çàäàíû
íà ðèñ. 4.2. Ðåáðà G èçîáðàæåíû ñïëîøíîé ëèíèåé, ñ óêàçàíèåì ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
êàíàëà. Ðåáðà èç ìíîæåñòâà E ′ èçîáðàæåíû ïóíêòèðíîé ëèíèåé ñ óêàçàíèåì ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè è ñòîèìîñòè ïîñòðîéêè êàíàëà ÷åðåç êîñóþ ÷åðòó ñîîòâåòñòâåííî.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 3



Àäàïòàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ . . . 69

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Âõîäíûå äàííûå äëÿ ïðèìåðà 4.1.

Ïðîíóìåðóåì ðåáðà èç ìíîæåñòâà E ′ îò 1 äî 4 â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
(1, 7), (2, 4), (2, 6), (3, 4) . Ãäå (u, v) îáîçíà÷àåò ðåáðî èç âåðøèíû u â âåðøèíó v . Áóäåì
ñòðîèòü äåðåâî âåòâëåíèé (ðèñ. 4.3) è çàíîñèòü íàéäåííûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ïîä-
ìíîæåñòâà ðåøåíèé â òàáëèöó. Âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû òàáëèöû ñîäåðæàò íèæíþþ è
âåðõíþþ îöåíêè ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé Di , ïîëó÷àåìîãî ôèêñèðîâàíèåì âñåõ ðåáåð èç
E ′ ïðè ïðîõîäå îò êîðíÿ äåðåâà âåòâëåíèÿ äî âåðøèíû ñ íîìåðîì i . ×åòâåðòûé ñòîëáåö
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ, íàéäåííîå íà ìîìåíò âõîäà â âåðøèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì.
� âåð-
øèíû

Íèæíÿÿ îöåíêà
äëÿ ïîäìíîæåñòâà
ðåøåíèé Di

Âåðõíÿÿ îöåíêà
äëÿ ïîäìíîæåñòâà
ðåøåíèé Hi

Ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ

1 (900, 280) (0, 430) ∅
2 (300, 280) (0, 430) ∅
3 (100, 280) (0, 380) ∅
4 (0, 280) (0, 280) ∅
5 (100, 380) (100, 380) (0, 280)
6 (300, 330) (200, 430) (0, 280), (100, 380)
7 (200, 330) (200, 330) (0, 280), (100, 380)
8 (300, 430) (300, 430) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
9 (900, 330) (600, 430) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
10 (1025, 350) (125, 500) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
11 (425, 350) (125, 500) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
12 (225, 350) (125, 450) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
13 (125, 350) (125, 350) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
14 (225, 450) (225, 450) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
15 (425, 400) (325, 500) (0, 280), (100, 380), (225, 450)
16 (325, 400) (325, 400) (0, 280), (100, 380), (225, 450)
17 (425, 500) (425, 500) (0, 280), (100, 380), (225, 450)
18 (1025, 400) (725, 500) (0, 280), (100, 380), (225, 450), (425, 500)
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Ð è ñ ó í î ê 4.3

Äåðåâî âåòâëåíèé ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïðèìåðà 4.1.

Èçíà÷àëüíî äåðåâî âåòâëåíèé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû (êîðíÿ) ñ íîìåðîì 0.
Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà â äåðåâî äîáàâëÿþòñÿ ðåáðà è íîâûå âåðøèíû (âåðøèíû
íóìåðóþòñÿ â ïîðÿäêå äîáàâëåíèÿ). Íà ðåáðàõ óêàçàíû ÷èñëà 1 èëè 0, ïîêàçûâàþùèå
áóäåò ëè äîñòðîåíî ðàññìàòðèâàåìîå çàôèêñèðîâàííîå ðåáðî èç ìíîæåñòâà E ′ èëè íåò.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ðåáðàì ãðàôà, íà÷èíàÿ îò êîðíÿ äî âåðøèíû i ,
ñòðîèòñÿ ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé Di .

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî îñíîâíûå øàãè ðàáîòû àëãîðèòìà.
Ïîèñê ìíîæåñòâà ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé íà÷èíàåòñÿ â êîðíå äåðåâà âåòâëåíèé

(âåðøèíà 0). Ñíà÷àëà äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïåðâîå ðåáðî èç ìíîæåñòâà E ′

íå áóäåò äîñòðîåíî. Òàêèì îáðàçîì, ôèêñèðóåòñÿ ðåáðî ñ íîìåðîì 1 èç E ′ è âûïîëíÿ-
åòñÿ ïåðåõîä â äåðåâå âåòâëåíèé èç âåðøèíû 0 ïî ðåáðó ñ 0 â âåðøèíó 1. Âû÷èñëÿåò-
ñÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé D1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòî-
èìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñ÷åòà, ÷òî âñå íåçàôèêñèðîâàííûå ðåáðà (ñ íî-
ìåðàìè 2, 3 è 4) áóäóò äîñòðîåíû, à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü èç ðàñ÷åòà, ÷òî îíè ïðè
ýòîì íå âíåñóò âêëàä â óâåëè÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñåòè â öåëîì (ò.å. ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî èõ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà íóëþ). Ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà áóäåò ðàâíà
p′(2, 4)+p′(2, 6)+p′(3, 4) = 900 , ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü áóäåò ðàâíà 280. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñòîèìîñòè ñòðîèòåëüñòâà äëÿ âåðõíåé îöåíêè ñ÷èòàåì, ÷òî íè îäíî èç íåôèêñèðîâàííûõ
ðåáåð (ñ íîìåðàìè 2, 3 è 4) íå ïîñòðîåíî, à ïðè âû÷èñëåíèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ÷è-
òàåì, ÷òî ïîñòðîåíî. Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà 0 (òàê êàê íè îäíî
èç ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð íå ïîñòðîåíî), à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîé ñåòè ðàâ-
íà 430. Äàëåå ïðîâåðÿòñÿ äîìèíèðóåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íèæíåé îöåíêîé
ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ R . Òàê êàê R íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, òî óñëîâèå íå
âûïîëíÿåòñÿ è òàê êàê åùå íå âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå èç
âåðøèíû 1 äåðåâà âåòâëåíèé.
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Ïî àíàëîãèè âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå èç âåðøèíû 1 è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 2,
äëÿ êîòîðîé íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ðàâíû (300, 280) è (0, 430) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê
êàê ñíîâà íå âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå óæå èç âåðøèíû 2
è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 3.

Äëÿ âåðøèíû 3 íèæíÿÿ îöåíêà ðàâíà (100, 280) , à âåðõíÿÿ (0, 380) . Òàê êàê ñíîâà íå
âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå óæå èç âåðøèíû 3 è ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó 4.

Ïîñëå ïåðåõîäà â âåðøèíó 4 âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, ïîýòîìó âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ
îöåíêè ñîâïàäàþò è ðàâíû (0, 280) . Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íå äîìèíèðó-
åòñÿ íè îäíîé èç âåðõíèõ îöåíîê èç R (â äàííûé ìîìåíò ïóñòîãî), ïîýòîìó ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ. Òàê êàê âåòâëåíèå èç âåðøèíû 4 íåâîçìîæ-
íî, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 3 è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî ñ íîìåðîì
3 áóäåò äîñòðîåíî (ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â äåðåâå âåòâëåíèÿ â âåðøèíó 5).

Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå 5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñõîäíûé ãðàô, â êîòîðûé
áûëî äîñòðîåíî ðåáðî 4. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîé ñåòè ðàâíà 380, ñòîèìîñòü
ñòðîèòåëüñòâà åñòü ñòîèìîñòü ðåáðà 4, ðàâíàÿ 100. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåò íè
îäíî ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà R , ïîýòîìó íè îäèí ýëåìåíò èç R íå óäàëÿåòñÿ. Òàê æå ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R , ïîýòîìó îíî äîáàâëÿåòñÿ â R .
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ {(0, 280), (100, 380)} . Òàê
êàê äàëüíåéøåå âåòâëåíèå èç âåðøèíû 5 íåâîçìîæíî, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó
3, äëÿ êîòîðîé âåòâëåíèå óæå áûëî âûïîëíåíî, ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 2.

Äëÿ âåðøèíû 2 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî èç E ′ ñ íîìåðîì 3 íå áûëî ïîñòðî-
åíî. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðåáðî áóäåò äîñòðîåíî (ïðè ýòîì ðåáðà ñ
íîìåðàìè 1 è 2 óæå çàôèêñèðîâàíû è íå áóäóò äîñòðîåíû). Ò.å. ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåð-
øèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ íîìåðîì 6. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé íèæíÿÿ îöåíêà
ðàâíà (300, 330) , à âåðõíÿÿ (200, 430) . Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äîìèíèðóåòñÿ íè
îäíèì èç ðåøåíèé èç R , è òàê êàê íå âñå ðåáðà èç E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåì
âåòâëåíèå èç âåðøèíû 6.

Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 7, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì
ïîñòðîåíî îäíî ðåáðî ñ íîìåðîì 3. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà 200, à ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 320. Äàííîå ðåøåíèå äîìèíèðóåòñÿ ðåøåíèåì (100, 380) èç
ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 6, à çàòåì ïåðåõîä ïî ðåáðó
1 äåðåâà âåòâëåíèÿ â âåðøèíó 8.

Âåðøèíà 8 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì áûëî äîñòðîåíû ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðàìè
3 è 4. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà p′(2, 6)+p′(3, 4) = 300 , à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü 430. Äàííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì èç ðåøåíèé R , ïîýòîìó îíî äîáàâëÿ-
åòñÿ âî ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ, êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì {(0, 280), (100, 380), (300, 430)} .
Òàê êàê äàëüíåéøåå âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû íåâîçìîæíî, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
ñíà÷àëà â âåðøèíó 6, çàòåì â 2 (òàê êàê âåòâëåíèå èç 6 çàâåðøåíî), îòêóäà ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â 1 òàê êàê âåòâëåíèå èç 2 òàêæå çàâåðøåíî. Òåïåðü äëÿ âåðøèíû 1 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî 2 èç ìíîæåñòâà E ′ áóäåò äîñòðîåíî (âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â
âåðøèíó 9).

Äëÿ âåðøèíû 9 çàôèêñèðîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ðåáðî 1 èç E ′ (íå ïîñòðîåíî) è 2 (ïîñòðî-
åíî). Äëÿ íèæíåé îöåíêè ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà áóäåò ðàâíà p′(2, 4)+p′(2, 6)+p′(3, 4) =
900 , à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 330 (âû÷èñëåíà äëÿ ñåòè, â êîòîðîé áûëî ïîñòðîå-
íî òîëüêî ðåáðî íîìåð 2). Äëÿ âåðõíåé îöåíêè ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà ñòîèìîñòè
ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäóò ïîñòðîåíû. Â äàííîì ñëó÷àå ñòîèìîñòü åñòü ñòî-
èìîñòü ðåáðà ñ íîìåðîì 2, ðàâíàÿ p′(2, 4) = 600 . Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà (600, 430)
äîìèíèðóåòñÿ ðåøåíèåì (300, 430) èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó äàëüíåéøåå âåòâëåíèå
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èç äàííîé âåðøèíû ñìûñëà íå èìååò è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 1 äåðåâà âåòâëå-
íèÿ, èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 0, òàê êàê âåòâëåíèå â 1
çàâåðøåíî.

Äëÿ âåðøèíû 0 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî èç E ′ ñ íîìåðîì 1 íå áûëî ïî-
ñòðîåíî. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðåáðî áóäåò äîñòðîåíî. Ò.å. ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ íîìåðîì 10. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé
íèæíÿÿ îöåíêà ðàâíà (1025, 350) , à âåðõíÿÿ 125, 500 . Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äî-
ìèíèðóåòñÿ íè îäíèì èç ðåøåíèé èç R , è òàê êàê íå âñå ðåáðà èç E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî
âûïîëíÿåì âåòâëåíèå èç âåðøèíû 10.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 11, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
îöåíêè, ðàâíûå (425, 350) è (125, 500) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äî-
ìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R . Òàê êàê íå âñå ðåáðà çàôèêñèðîâàíû, òî ïðîèñõîäèò
âåòâëåíèå èç âåðøèíû 11.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 12, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíèå
îöåíêè, ðàâíûå (225, 350) è (125, 450) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äî-
ìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R . Òàê êàê íå âñå ðåáðà çàôèêñèðîâàíû, òî ïðîèñõîäèò
âåòâëåíèå èç âåðøèíû 12.

Ïðîéäÿ ïî ðåáðó ñ 0 äåðåâà âåòâëåíèÿ ïðèõîäèì â âåðøèíó 13, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèå, â êîòîðîì áûëî ïîñòðîåíî òîëüêî ðåáðî ñ íîìåðîì 1 èç E ′ . Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ
ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà 125, à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 350. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
äîìèíèðóåòñÿ ðåøåíèåì (100, 380) èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ R . Ïîýòîìó, âûïîëíÿåòñÿ ïå-
ðåõîä â âåðøèíó 12, èç êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 14.

Âåðøèíà 14 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì áûëî äîñòðîåíû ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðà-
ìè 1 è 4. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà p′(1, 7) + p′(3, 4) = 225 , à ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü 450. Äàííîå ðåøåíèå äîìèíèðóåò ðåøåíèe (300, 430) èç R , ïîýòîìó (300, 430)
óäàëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ, è âìåñòî íåãî äîáàâëÿåòñÿ (225, 450) . Òàêèì îáðàçîì,
R = {(0, 280), (100, 380), (225, 450)} . Òàê êàê äàëüíåéøåå âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû
íåâîçìîæíî, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñíà÷àëà â âåðøèíó 12, çàòåì â 11 (òàê êàê âåòâëå-
íèå èç 12 çàâåðøåíî). Òåïåðü äëÿ âåðøèíû 11 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî 3 èç
ìíîæåñòâà E ′ áóäåò äîñòðîåíî (âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 15).

Âåðøèíå 15 ñîîòâåòñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè, ðàâíûå (425, 400) è (325, 500)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R .
Òàê êàê íå âñå ðåáðà çàôèêñèðîâàíû, òî ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå èç âåðøèíû 15.

Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 16, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòî-
ðîì ïîñòðîåí ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðàìè 1 è 3. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà
p′(1, 7)+ p′(2, 6) = 325 , à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 400. Äàííîå ðåøåíèå äîìèíèðóåò-
ñÿ ðåøåíèåì (225, 450) èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó
15, à çàòåì ïåðåõîä ïî ðåáðó 1 äåðåâà âåòâëåíèÿ â âåðøèíó 17.

Âåðøèíà 17 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì áûëî äîñòðîåíû ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðàìè
1, 3 è 4. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà p′(1, 7) + p′(2, 6) + p′(3, 4) = 425 , à
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 500. Äàííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç
ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó R = {(0, 280), (100, 380), (225, 450), (425, 500)} .

Âåòâëåíèå èç âåðøèíû 17 íåâîçìîæíî, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ñíà÷àëà â âåðøè-
íó 15, çàòåì â âåðøèíó 11 (òàê êàê âåòâëåíèå â 15 çàâåðøåíî) è àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó 10.

Äëÿ âåðøèíû 10 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî èç E ′ ñ íîìåðîì 2 íå áûëî ïî-
ñòðîåíî. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðåáðî áóäåò äîñòðîåíî. Ò.å. ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ íîìåðîì 18. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé
íèæíÿÿ îöåíêà ðàâíà (1025, 400) , à âåðõíÿÿ (725, 500) . Âåðõíÿÿ îöåíêà äîìèíèðóåòñÿ
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ðåøåíèåì (425, 500) èç R , ïîýòîìó âåòâëåíèå èç òåêóùåé âåðøèíû íå èìååò ñìûñëà.
Ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñíà÷àëà â âåðøèíó 10, îòêóäà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 0 (òàê
êàê âåòâëåíèå 10 çàâåðøåíî). Âåòâëåíèå èç êîðíÿ äåðåâî çàâåðøåíî, ïîýòîìó àëãîðèòì
çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

Èòàê, íàéäåíî ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé {{∅}, {4}, {1, 4}, {1, 3, 4}} , êî-
òîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïàðû çíà÷åíèé êðèòåðèåâ (0, 280), (0, 380), (225, 450) è (425, 500) ñî-
îòâåòñòâííî (äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ óêàçàí ñïèñîê íîìåðîâ ðåáåð èç E ′ , êîòîðûå íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü).

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ àäàïòà-
öèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé (àëãîðèòì ðàáîòàåò à òðè ïîðÿäêà áûñòðåå ìåòîäà ïîëíîãî ïåðåáîðà
óæå íà çàäà÷àõ ðàçìåðíîñòè 40).

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðå-
øåíèè ëþáûõ çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè � íåîáõîäèìî ëèøü èçìåíèòü ôóíêöèè âû-
÷èñëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé îöåíîê.
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Adaptation of branch and bound method solving

multicriterion problems of structural optimization
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Abstract. The work presents adaptation of branch and bound method solving multicriterion
problems of structural optimization based on example of network optimization problem;
computational results are presented.
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