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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûì (â C0 -òîïîëîãèè) âîçìóùåíèåì
îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå ñ íåòðèâèàëüíûì íóëüìåðíûì ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè ñ ïîëíîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèåé.
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1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ êîììóíèêàöèè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ êîíôè-
äåíöèàëüíîñòü. Äëÿ åå ðåøåíèÿ â íà÷àëå 90-ûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëî ïðåäëîæåíî
èñïîëüçîâàòü øóì. Ïðèìåíåíèå øóìà îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé èäåå. Âìåñòå ñ ïîëåçíûì
ñîîáùåíèåì ïåðåäàåòñÿ áîëåå ¾ãðîìêèé¿, øóì. Äëÿ òåõ, êîìó äàííîå ñîîáùåíèå íå ïðåä-
íàçíà÷åíî, âîñïðèíèìàþò ñèãíàë êàê øóì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðèåìíîì ïóíêòå ìîãóò
ñèíõðîííî âîñïðîèçâåñòè ýòîò øóì (äàííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîëíîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðî-
íèçàöèåé [3]). Òîãäà åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ïðèåìíîì ïóíêòå ìîãóò è óáðàòü
ýòó õàîòè÷åñêóþ ¾ìàñêó¿, âûäåëèâ ïîëåçíîå ñîîáùåíèå. Âïåðâûå, âèäèìî, ñèíõðîíèçè-
ðóåìûé õàîñ áûë ïðåäëîæåí Ë. Ïåêîðîé, Ò. Êýððîëëîì [15] è ðåàëèçîâàí Ê.Êóîìî, À.
Îïïåíãåéìîì [8], ñì. [18]. Îòìåòèì, ÷òî îäèí èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ ïðîñòîé ýëåêòðè÷åñêîé
ñõåìû, â êîòîðîé öåëåíàïðàâëåííî ðåàëèçîâàëñÿ ðåæèì õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé, áûë
ïðåäëîæåí À.Ñ. Ïèêîâñêèì è Ì.È. Ðàáèíîâè÷åì [6].

Ïåðâûå ðàäèîòåõíè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ñèíõðîíèçèðóåìîãî õàîñà áûëè îñíîâàíû íà ãå-
íåðàòîðàõ, êîòîðûå îïèñûâàëèñü ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íû-
ìè ñèñòåìå Ëîðåíöà. Èçâåñòíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåìû Ëîðåíöà íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, è íå îáëàäàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèñóùåé ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì óñòîé÷èâîñòüþ (ãðóáîñòüþ). Ýòî ïðèâîäèëî ê òîìó, ÷òî ïåðåäà÷à ñèãíàëà
â êàíàëå ñâÿçè áûëà ñëèøêîì ÷óâñòâèòåëüíà ê ïîìåõàì. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü â ëó÷øóþ
ñòîðîíó, êîãäà Ñ.Ï.Êóçíåöîâûì è åãî ñîðàòíèêàìè áûëà ïðåäëîæåíà ñåðèÿ ðàäèîòåõíè-
÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êîòîðûõ áûëè ðåàëèçîâàíû ðàâíîìåðíî ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà [4], [5], [11]-[13]. Áîëüøàÿ ÷àñòü ïðèìåðîâ ñîäåð-
æàëà (äèíàìè÷åñêóþ) íàäñòðîéêó íàä îòîáðàæåíèåì (ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå), ïåðåâîäÿ-
ùåãî ïîëíîòîðèé â ñåáÿ òàê, ÷òî åãî îáðàç ïðîêðó÷èâàëñÿ âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ íå ìåíåå
äâóõ ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíè-
åì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ (ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè ïîëíîòîðèÿ,
è ðàâíîìåðíîå ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ), òî îíî èìååò ñîëåíîèäàëüíûé ãèïåð-
áîëè÷åñêèé àòòðàêòîð (àòòðàêòîð Ñìåéëà). Ïîñêîëüêó òîïîëîãè÷åñêè îí ëîêàëüíî ãîìåî-
ìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçîê, òî àòòðàêòîð Ñìåéëà îòíîñÿò â
ñïèñîê ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ.
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Àíàëèç íåêîòîðûõ ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [5], ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå âäîëü
îñè ïîëíîòîðèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùèì. Ïîýòîìó âîçíèêëà íåîá-
õîäèìîñòü èññëåäîâàòü áîëåå îáùèé êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ. Â [2]
áûë ââåäåí òàêîé êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ (äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà), ñó-
ùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿëà äèôôåîìîðôèçìû ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ (â ïàðàãðàôå
2. ìû ïðèâîäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðîìå ñîëåíîèäàëüíîãî àòòðàê-
òîðà Ñìåéëà ìîæåò áûòü ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî íàáîðà èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò è íåòðèâèàëüíîãî íóëüìåðíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ î âîçìîæíîñòè ïëàâíîãî ïåðåõîäà îò îäíîãî ñëó÷àÿ ê äðóãîìó, è î âîçìîæíîñòè
ðåàëèçàöèè íåòðèâèàëüíûõ (ñîëåíîèäàëüíûõ) áàçèñíûõ ìíîæåñòâ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Öåëü äàííîé ñòàòüè ïîêàçàòü, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûì (â C0 -òîïîëîãèè) âîçìóùå-
íèåì îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå ñ íåòðèâèàëüíûì íóëüìåðíûì
ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó 3.1.). Ïîñòðîåííîå âîçìóùåíèå íàïîìèíàåò õè-
ðóðãèþ Ñìåéëà ïðè ïîñòðîåíèè ÄÀ-äèôôåîìîðôèçìà èç äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà. Îò-
ìåòèì, ÷òî îáà äèôôåîìîðôèçìà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ (êàê äèôôåîìîðôèçìà Ñìåëà, òàê è
åãî âîçìóùåíèå) Ω -óñòîé÷èâû. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîãî âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå
áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëûì â C1 òîïîëîãèè.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ââîäèì äèôôåîìîð-
ôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, âêëþ÷àþùèå êëàññè÷åñêèé ïðèìåð Ñìåéëà ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì
ñîëåíîèäàëüíûì àòòðàêòîðîì (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ñì. â [1]).

2.1. Äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

Ïåðâûå ïðèìåðû ñîëåíîèäîâ áûëè ïîñòðîåíû Âèåòîðèñîì [19] â 1927 ãîäó è íåçàâèñèìî
Âàí Äàíöèãîì [9] â 1930 ãîäó, è èçó÷àëèñü èìè ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Â ãèïåðáîëè÷å-
ñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîëåíîèäû ââåë Ñìåéë [17], êîòîðûé ïîñòðîèë äèôôåî-
ìîðôèçì ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, ÿâëÿþùèìñÿ
ñîëåíîèäîì. Ñõåìàòè÷íî ïðèìåð Ñìåéëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñíà÷àëà êàê ðàñòÿæåíèå ïîë-
íîòîðèÿ âäîëü åãî îñè, ëåæàùåé âíóòðè ïîëíîòîðèÿ, è ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîì îñè. Çàòåì ïîëó÷åííûé (ïðîìåæóòî÷íûé) ïîëíîòîðèé âêëàäûâàåòñÿ â èñõîäíûé
òàê, ÷òîáû îñü ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëíîòîðèÿ ïðîêðó÷èâàëàñü íå ìåíåå äâóõ ðàç âäîëü îñè
èñõîäíîãî ïîëíîòîðèÿ. Îòîáðàæåíèå, èíäóöèðóåìîå íà îñè ïîëíîòîðèÿ, åñòü ðàñòÿãèâà-
þùèéñÿ ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ Ω -óñòîé÷èâûì (äàæå ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûì) îòîáðàæåíèåì [16]. Èçâåñòíî [7], ÷òî äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â
ñåáÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî äèôôåîìîðôèçìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå À Ñìåéëà,
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò è ïðèìåð Ñìåéëà åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà.

Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé S1×D2 , ãäå S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, íàäå-
ëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé [0; 1]→ S1 , D2 ⊂ R2 � åäèíè÷íûé êðóã x2+y2 ≤ 1
â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîá-
ðàæåíèå g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì,
åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0 . Ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîõðàíÿþ-
ùèå îðèåíòàöèþ íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû ñ ïîëîæèòåëüíîé Dg . Íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì
ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó d -íàêðûòèé (ò.å., îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè
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â ñåáÿ ñòåïåíè d , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè). Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî äèôôåîìîðôèçì f : M3 → M3 , óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå À Ñìåéëà, çàìêíóòîãî
3-ìíîãîîáðàçèÿ M3 ïðèíàäëåæèò êëàññó SV 4, åñëè ñóùåñòâóåò âëîæåííûé â M3 ïîë-
íîòîðèé B3 (äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì ïîëíîòîðèé S1 × D2 ñ åãî âëîæåíèåì B3 ⊂ M3 ,

áàçîâûì ïîëíîòîðèåì) òàêîé, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |B3
def
= F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì

F : B3 → F (B3) ⊂ B3 íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• F èìååò âèä
F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ S1, z ∈ D2, (2.1)

ãäå g : S1 → S1 � íåîñîáûé C1 ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 ;

• ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ S1 ïðåîáðàçîâàíèå w|{t}×D2 : {t} × D2 → B3 ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèì C1 âëîæåíèåì

{t} ×D2 → int
(
{g(t)} ×D2

)
(2.2)

ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå, ÷òî

diam (F n({t} ×D2)) ≤ Cλndiam ({t} ×D2), ∀n ∈ N. (2.3)

Â êëàññè÷åñêîì ïðèìåðå Ñìåéëà [17] ýíäîìîðôèçì g ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé
ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì Ed : S1 → S1 âèäà Ed(x) = dx mod 1 ñòåïåíè d ≥ 2 . Â
ýòîì ñëó÷àå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f |B3 = F ñîâïàäàåò ñ ñîëåíî-
èäîì ∩n≥0F

n(B3) . Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà èãðàåò òî, ÷òî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ðàñòÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà Ed ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ S1 . Â
îáùåì ñëó÷àå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà F ïðèíàäëåæèò ñîëåíîèäó, íî
íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ íèì [2]. Èìåííî, ñîëåíîèä ìîæåò ñîäåðæàòü ðîâíî îäíî íåòðè-
âèàëüíîå íóëüìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, à òàêæå êîíå÷íîå (íåíóëåâîå) ÷èñëî
ñòîêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è êîíå÷íîå (âîçìîæíî, íóëåâîå) ÷èñëî ñåäëîâûõ èçîëèðî-
âàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

2.2. Ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé F : B → B , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (2.1)-(2.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç End10(S

1) íàäåëåííîå C0 òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâî ñî-
õðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ íåîñîáûõ C1 -ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü F (t, z) = (g(t), w(t, z)) ∈ M . Òîãäà â C0 òîïîëîãèè ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü U(g) îòîáðàæåíèÿ g â ïðîñòðàíñòâå End10(S

1) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî g′ ∈ U(g) ïðåîáðàçîâàíèå F ′ = (g′, w) ïðèíàäëåæèò M .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßêîáèàí J îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí |Dg ·Jw| è îòëè÷åí îò íóëÿ,
òàê êàê F � C1 äèôôåîìîðôèçì, ãäå Jw � ÿêîáèàí w(t, z) . Ïîñêîëüêó g′ ∈ End10(S

1)
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïðåîáðàçîâàíèå F ′ = (g′, w) òàêæå èìååò îòëè÷-
íûé îò íóëÿ ÿêîáèàí è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. Îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(g) îòîáðàæåíèÿ g ïðåîáðàçîâàíèÿ F ′ = (g′, w) ,
g′ ∈ U(g) , âçàèìíî îäíîçíà÷íû.

4Àááðåâèàòóðà SV ñîñòàâëåíà èç ïåðâûõ áóêâ ôàìèëèé Smale, Vietoris
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Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì g èìååò ñòåïåíü d ≥ 2 , òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè t ∈ S1 ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t) ñîñòîèò èç d ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü t1 , t2 , . . . ,
td ∈ S1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è g(t1) = . . . = g(td) . Òîãäà

F (ti, D
2) ∩ F (tj, D

2) = ∅, i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ d, (2.4)

ò.å. äèñêè F (t1, D
2) , . . . , F (td, D

2) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëîæèì

αg(t) = min
i ̸=j
{|wi − wj| : wi ∈ F ({ti} ×D2), wj ∈ F ({tj} ×D2)}. (2.5)

Èç (2.4) âûòåêàåò, ÷òî αg(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ S1 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò α∗
g > 0

òàêîå, ÷òî αg(t) ≥ α∗
g äëÿ âñåõ t ∈ S1 .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk òàêàÿ, ÷òî α(tk)→
0 ïðè k →∞ . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ w(t, z) íåïðåðûâíà, òî ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.5)
äîñòèãàåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé òî÷êè tk ñóùåñòâóþò tki , t

k
j ∈ S1 è òî÷êè zki , z

k
j ∈ D2

òàêèå, ÷òî α(tk) = |w(tki , zki ) − w(tkj , z
k
j )| , ãäå g(tki ) = g(tkj ) = tk . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk , t
k
i ñõîäÿòñÿ, tk → t∗ , t

k
i → t∗1 , òàê êàê èíäåêñ

i = i(k) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ îò 1 äî d . Ïåðåéäÿ, åñëè íåîáõîäèìî ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tkj , z

k
i , z

k
j

òàêæå ñõîäÿòñÿ, tkj → t∗2 , z
k
i → z∗1 , z

k
j → z∗2 . ßñíî, ÷òî t∗ = g(t∗1) = g(t∗2) .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Dg ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è îòäåëåíà îò íóëÿ íåêîòîðîé
ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, ÷èñëî

β(t) = min
tk,tj
{|tk − tj| : g(tk) = g(tj) = t, tk ̸= tj}

ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîãî t ∈ S1 è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t . Ïîñêîëüêó S1 � êîìïàêò,
òî ñóùåñòâóåò β∗ > 0 òàêîå, ÷òî β(t) ≥ β∗ äëÿ âñåõ t . Ïîýòîìó |tki − tkj | ≥ β∗ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, t∗1 ̸= t∗2 . Èìååì

|w(t∗1, z∗1)−w(t∗2, z∗2)| ≤ |w(t∗1, z∗1)−w(tk1, zk1 )|+|w(tk1, zk1 )−w(tk2, zk2 )|+|w(t∗2, z∗2)−w(tk2, zk2 )|. (2.6)

Òàê êàê ôóíêöèÿ w(t, z) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî |w(t∗1, z∗1) − w(tk1, z
k
1 )| è |w(t∗2, z∗2) −

w(tk2, z
k
2 )| ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞ . Ïîñêîëüêó â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîòèâíîì,

|w(t∗1, z∗1) − w(t∗2, z
∗
2)| òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.6) ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîé. Èç α(t∗) ≤ |w(t∗1, z∗1)−w(t∗2, z
∗
2)| âûòåêàåò, ÷òî α(t∗) = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

òîìó, ÷òî αg(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ S1 .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè wi , wj â (2.5) èìåþò âèä w(ti, z1) , w(tj, z2) , ïîëó÷àåì, ÷òî

|w(ti, z1)− w(tj, z2)| ≥ α∗
g, i ̸= j ∀z1, z2 ∈ D2. (2.7)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå w íåïðåðûâíî è çàäàíî íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå S1 ×D2 , òî w
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî |t − s| < δ âëå÷åò íåðàâåíñòâî |w(t, z) − w(s, z)| < ε äëÿ ëþáûõ t , s ∈ S1 è ëþáîé

òî÷êè z ∈ D2 . Ïîëîæèì ε =
α∗
g

3
. Ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç δ∗ . Òàêèì

îáðàçîì,

|t− s| < δ∗ ⇒ |w(t, z)− w(s, z)| <
α∗
g

3
. (2.8)

Ïîñêîëüêó g � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà β > 0 òàêàÿ, ÷òî
Dg ≥ β . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(g) îòîáðàæåíèÿ g â ïðîñòðàíñòâå End10(S

1)
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî g′ ∈ U(g) è ëþáîãî t ∈ S1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.
Ïóñòü t1 , t2 , . . . , td ∈ S1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è òàêèå, ÷òî t = g(t1) = . . . = g(td) . Òîãäà
ïîëíûé ïðîîáðàç (g′)−1(t) ñîñòîèò èç d òî÷åê t′1 , t′2 , . . . , t′d ∈ S1 , êîòîðûå ìîæíî òàê
ïåðåíóìåðîâàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |ti − t′i| < δ∗ äëÿ âñåõ i = 1 , . . . , d .

Ïîêàæåì, ÷òî îêðåñòíîñòü U(g) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ g′ ∈ U(g)
ïðåîáðàçîâàíèå F ′ = (g′, w) íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òî åñòü (g′(s1), w(s1, z1)) =
(g′(s2), w(s2, z2)) äëÿ íåêîòîðûõ s1 , s2 ∈ S1 , z1 , z2 ∈ D2 . Òîãäà g′(s1) = g′(s2) = t′ . Â
ñèëó âûáîðà îêðåñòíîñòè U(g) , ñóùåñòâóþò t1 , t2 òàêèå, ÷òî |t1 − s1| < δ∗ , |t2 − s2| <
δ∗ , g(t1) = g(t2) = t′ . Òî÷êè F (t1, w(t1, z1)) , F (t2, w(t2, z2)) ïðèíàäëåæàò îäíîìó äèñêó
{t′} ×D2 . Îòñþäà è (2.8) âûòåêàåò

|w(t1, z1)− w(s1, z1)| <
α∗
g

3
, |w(t2, z2)− w(s2, z2)| <

α∗
g

3
.

Òîãäà

|w(t1, z1)− w(t2, z2)| ≤ |w(t1, z1)− w(s1, z1)|+ |w(s2, z2)− w(t2, z2)| ≤
2

3
α∗
g,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.7). Ëåììà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

2.3. Ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ êàíòîðîâûì íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì

Ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè ñ êàíòîðîâûì íåáëóæäàþ-
ùåì ìíîæåñòâîì áûë ïîñòðîåíØóáîì [16]. Õèðø [10] óêàçàë íà òî, ÷òî ïîäîáíûé ýíäîìîð-
ôèçì ìîæíî ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêèì (íî íå óêàçàë ÿâíóþ ôîðìóëó). Çäåñü ìû ïðèâîäèì
â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî C∞ ýíäîìîðôèçìîâ ñ êàíòîðîâûì
íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü Uδ � òàê íàçûâàåìàÿ áàìï-ôóíêöèÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

• Uδ(x) = 1 ïðè âñåõ x ∈
[
− δ

2
; + δ

2

]
, 0 < δ ≤ 1

4
;

• Uδ(x) = 0 ïðè âñåõ |x| ≥ δ ;

• U ′
δ(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈

[
−δ;− δ

2

]
, è U ′

δ(x) ≤ 0 ïðè âñåõ x ∈
[
δ
2
; δ
]
.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ≥ 2 , è ïîëîæèì

fε,δ(x) = dx+ (−d+ ε)xUδ(x) mod 1,

ãäå ε ∈ (0; 1) . ßñíî, ÷òî fε,δ : S
1 → S1 îïðåäåëÿåò 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðà-

æåíèé îêðóæíîñòè, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâà-
þùåãî ýíäîìîðôèçìà Ed(x) = dx mod 1 .

Ò å î ð å ì à 2.1. Îòîáðàæåíèå fε,δ : S1 → S1 , 0 < δ ≤ 1
4
, ε ∈ (0; 1) , ÿâëÿåòñÿ

ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè d c êàíòîðî-
âûì íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî, fε,δ → Ed â C0 òîïîëîãèè ïðè δ → 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíå δ -îêðåñòíîñòè Vδ(0) òî÷êè x0 = 0 îòîáðàæåíèå
fε,δ ñîâïàäàåò ñ Ed . Ïîñêîëüêó fε,δ(Vδ(0)) = Ed(Vδ(0)) , òî fε,δ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì
ñòåïåíè d .
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Ïîêàæåì, ÷òî fε,δ åñòü íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì. Äëÿ ýòîãî íàéäåì åãî ïðîèçâîäíóþ

f ′
ε,δ(x) = d+ (−d+ ε) [xUδ(x)

′ + Uδ(x)] = d+ (−d+ ε)xUδ(x)
′ + (−d+ ε)Uδ(x).

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Uδ âûòåêàåò, ÷òî xUδ(x)
′ ≤ 0 . ßñíî, ÷òî d + (−d + ε)Uδ(x) ≥ ε .

Ïîýòîìó f ′
ε,δ(x) ≥ ε .

Òàê êàê f ′
ε,δ(0) = ε ∈ (0; 1) , òî x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðèòÿãèâàþùåé

òî÷êîé ýíäîìîðôèçìà fε,δ . Ðåøàÿ óðàâíåíèå dx + (−d + ε)xUδ(x) = x , ïîëó÷àåì, ÷òî â
δ -îêðåñòíîñòè Vδ(0) èìåþòñÿ äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ±x∗ òàêèõ, ÷òî Uδ(±x∗) =

d−1
d−ε

, ãäå
δ
2
< x∗ < δ . Ïðè ýòîì, èíòåðâàë (−x∗;x∗) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè x0 (â

÷àñòíîñòè, ω -ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òî÷êè èç (−x∗;x∗) ñîâïàäàåò ñ x0 ). Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ fε,δ ðàâíî

NW (fε,δ) = {x0}
∪(

S1 \ ∪k≥0f
−k
ε,δ (−x∗; x∗)

)
,

è ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî NW (fε,δ) ãèïåðáîëè÷åñêîå, òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ f ′

ε,δ(x) íà
íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå îòëè÷íà îò åäèíèöû. Â èíòåðâàëå |x| < x∗ èìååòñÿ òîëüêî îä-
íà òî÷êà íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà x0 = 0 , è îíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Âíå δ -îêðåñòíîñòè
Vδ(0) îòîáðàæåíèå fε,δ ñîâïàäàåò ñ Ed è, ñëåäîâàòåëüíî, f ′

ε,δ(x) = d ≥ 2 . Îñòàëîñü ïðî-
âåðèòü ãèïåðáîëè÷íîñòü â δ -îêðåñòíîñòè ïðè |x| ≥ x∗ . Â Vδ(0) ïðè x ≥ x∗ ôóíêöèÿ
(−d+ ε)Uδ(x) âîçðàñòàþùàÿ, à ïðè ïðè x ≤ −x∗ � óáûâàþùàÿ (çäåñü ìû ó÷èòûâàëè, ÷òî
−d+ ε < 0 ). Ïîýòîìó ïðè |x| ≥ x∗ èìååì

f ′
ε,δ(x) = d+ (−d+ ε)xU ′

δ(x) + (−d+ ε)Uδ(x) ≥ d+ (−d+ ε)Uδ(x∗) + (−d+ ε)xU ′
δ(x) =

= 1 + (−d+ ε)xU ′
δ(x) > 1.

Òàêèì îáðàçîì, íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå ïðîèçâîäíàÿ f ′
ε,δ(x) ñòðîãî áîëüøå åäèíè-

öû.
Â ñèëó [16], îòîáðàæåíèå fε,δ ïîëóñîïðÿæåíî ýíäîìîðôèçìó Ed , ó êîòîðîãî íåáëóæ-

äàþùåå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåé îêðóæíîñòüþ. Ïîýòîìó ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îòîá-
ðàæåíèÿ fε,δ âñþäó ïëîòíû â NW (fε,δ) . Ñîãëàñíî [14], èç ãèïåðáîëè÷íîñòè NW (fε,δ)
ñëåäóåò, ÷òî ýíäîìîðôèçì fε,δ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü C0 -áëèçîñòü ê Ed ïðè δ → 0 . Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
ýòî òîëüêî äëÿ x ∈ Vδ(0) . Èìååì

|fε,δ(x)− Ed(x)| = |(−d+ ε)xUδ(x)| ≤ δd→ 0 ïðè δ → 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Õèðóðãèÿ Ñìåéëà

Ïóñòü fε,δ : S
1 → S1 � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé òåîðåìå 2.1.. Ïîëî-

æèì
m = min

x∈NW (fε,δ)
Dfε,δ(x).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1., m > 1 .
Íàðÿäó ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) íà R2 áóäåì èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíóþ

ïåðåìåííóþ z = x+iy . Ýòà ïåðåìåííàÿ â åäèíè÷íîì äèñêå D2 ⊂ R2 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ çàäàíèÿ îòîáðàæåíèé áàçîâîãî ïîëíîòîðèÿ B = S1 ×D2 .
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü

F0(t, z) =

(
Ed(t), λz +

1

2
exp 2πit

)
(3.1)

åñòü ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ, ãäå

0 < λ <
1

4
sin

(π
d
+

π

4

)
, λ ≤ m

8
. (3.2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò SV äèôôåîìîðôèçì âèäà

Fδ(t, z) =

(
fε,δ(t), λz +

1

2
exp 2πit

)
(3.3)

ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì íóëüìåðíûì íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì òàêîé, ÷òî Fδ → F0 â C0

òîïîëîãèè ïðè δ → 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1., äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ îòîáðàæå-
íèå Fδ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ èç êëàññà SV , è ìû äàëåå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü òàêóþ ìàëîñòü δ . Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì Fδ = F .

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ S1 ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè èç åå ïðîîáðàçà tk , tj ∈ f−1

ε,δ (y) îòíîñèòåëüíî fε,δ
íå ïðåâîñõîäèò d+4

4d
(íàïîìíèì, ÷òî δ < 1

4
),

min
tk,tj
{|tk − tj| : gd(tk) = gd(tj), tk ̸= tj} ≤

1

d
+ δ ≤ 1

d
+

1

4
≤ d+ 4

4d
.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (3.1) âûòåêàåò, ÷òî t -ñå÷åíèå D2
t = {t} ×D2 ïîä äåéñòâèåì F îòîá-

ðàæàåòñÿ â êðóãëûé äèñê, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt , ïðèíàäëåæàùèé D2
fε,δ(t)

. Èç

(3.1) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äèñê Bt èìååò ðàäèóñ λ ñ öåíòðîì, ëåæàùèì íà îêðóæíîñòè
|z| = 1

2
. Ïîñêîëüêó λ < 1

4
, òî Bt ⊂ int D2

fε,δ(t)
. Ïîýòîìó F (B) ⊂ int B . Â êîîðäèíàòàõ

(t, z) íà B = S1 ×D2 îòîáðàæåíèå F èìååò ÿêîáèàí

DF (t, z) =

(
Dfε,δ(t) 0

πi exp 2πit λI2

)
, (3.4)

ãäå I2 � òîæäåñòâåííàÿ ìàòðèöà íà C (èëè R2 ). Òàê êàê Dfε,δ > 0 è λ > 0 , òî
F åñòü ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî F åñòü (ãëîáàëü-
íûé) äèôôåîìîðôèçì ðàññìîòðèì ïîïàðíî ðàçëè÷íûå t1 , t2 , . . . , td ∈ S1 òàêèå, ÷òî
fε,δ(t1) = . . . = fε,δ(td) . Öåíòðû O1 , . . . , Od äèñêîâ Bt1 , . . . , Btd ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò
íà îêðóæíîñòè |z| = 1

2
. Ìèíèìàëüíûé óãîë ìåæäó ëó÷àìè, ïðîâåäåííûìè èç öåíòðà äèñ-

êà D2
fε,δ(tk)

è òî÷êàìè O1 , . . . , Od , ðàâåí 2π d+4
4d

. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

O1 , . . . , Od ðàâíî sin
(
π d+4

4d

)
. Ðàäèóñû äèñêîâ Bt1 , . . . , Btd ðàâíû λ . Îòñþäà è èç (3.2)

ñëåäóåò, ÷òî äèñêè Bt1 , . . . , Btd ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ó÷èòûâàÿ (3.1), ïîëó÷àåì, ÷òî
F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì B → F (B) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (2.1)-(2.3). Òàêèì
îáðàçîì, F ∈M . Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íà NW (F ) èìååòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T (B) = T (S1 × D2) ïîëíîòîðèÿ B åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû T (B) = T (S1)⊕T (D2) . Â êàæäîé òî÷êå (t, z) ∈ B êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü T(t,z)(B) åñòü ñóììà îäíîìåðíîãî Tt(S

1) = E1 ∼= R è äâóìåðíîãî Tz(T
2) =

E2 ∼= R2 ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Èç (3.4) âûòåêàåò, ÷òî ïîäðàññëîåíèå E2 èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî DF :

DFp

(
0⃗

v⃗23

)
=

(
0⃗

λv⃗23

)
,
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ãäå v⃗23 ∈ E2 . Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó |λ| < 1 , òî E2 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäðàññëîåíèåì,
Es = E2 .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäðàññëîåíèå E1 íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî DF . Ïîêàæåì, ÷òî, òåì
íå ìåíåå, íà ìíîæåñòâå NW (F ) äèôôåîìîðôèçì F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.
Ïóñòü q = (t, z) ∈ NW (F ) . Òîãäà t ∈ NW (fε,δ) . Èçâåñòíî, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
NW (fε,δ) åñòü îáúåäèíåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà Σfε,δ ñ èçîëèðîâàííîé ïðèòÿãèâàþùåé
(ãèïåðáîëè÷åñêîé) íåïîäâèæíîé òî÷êîé x0 ∈ S1 \Σfε,δ . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) t = x0 ;
2) t ∈ Σfε,δ = Ω . Â ñëó÷àå 1), òî÷êà q ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé (íåïîäâèæíîé) òî÷êîé
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà NW (F ) . Èç (3.4) âûòåêàåò, ÷òî q � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðèòÿ-
ãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Â ñëó÷àå 2) ðàññìîòðèì â TNW (F )(B) ⊂ T (B) = E1 ⊕ E2 ñåìåéñòâî êîíóñîâ

Cu
q = {

(
v⃗1
v⃗23

)
: v⃗1 ∈ Tt(S

1), v⃗23 ∈ E2
z, |v⃗1| ≥

m

4
|v⃗23|}.

Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî DF (Cu
q ) ⊂ Cu

F (q) . Ïóñòü
(
v⃗1
v⃗23

)
∈ Cu . Â ñèëó (3.4),

DF

(
v⃗1
v⃗23

)
=

(
v⃗′1
v⃗′23

)
=

(
Dfε,δ(t)v⃗1

πiv⃗1 exp 2πit+ λv⃗23

)
.

Òîãäà |v⃗′23| ≤ |πi exp 2πitv⃗1| + λ|v⃗23| = π|v⃗1| + λ|v⃗23| . Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî λ ≤ m
8
, ïîëó-

÷àåì

|v⃗′1| = Dfε,δ(t)|v⃗1| ≥
m

4
(4|v⃗1|) ≥

m

4

(
π|v⃗1|+

1

2
|v⃗1|

)
≥

≥ m

4

(
π|v⃗1|+

m

8
|v⃗23|

)
≥ m

4
(π|v⃗1|+ λ|v⃗23|) ≥

m

4
|v⃗′23|.

Òàêèì îáðàçîì,
(
v⃗′1
v⃗′23

)
∈ Cu

F (q) . Îòñþäà

DF k(Cu
F−k(q)) ⊂ DF k−1(Cu

F−k+1(q)) ⊂ · · · ⊂ DF (Cu
F−1(q)) ⊂ Cu

q äëÿ ëþáîãî k ∈ N.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå èòåðàöèé êîíóñà Cu
q îòíîñèòåëüíî DF åñòü ïðÿìàÿ,

ðàññìîòðèì(
v⃗1
v⃗23

)
,

(
w⃗1

w⃗23

)
∈ Cu

F−k(q),

(
v⃗k1
v⃗k23

)
= DF k

(
v⃗1
v⃗23

)
,

(
w⃗k

1

w⃗k
23

)
= DF k

(
w⃗1

w⃗23

)
.

Ïîëîæèì |v⃗j1| = vj1 , |w⃗
j
1| = wj

1 , v⃗1 = (v1, 0) , w⃗1 = (w1, 0) , v1 > 0 , w1 > 0 . Òîãäà∣∣∣∣ v⃗123v11 − w⃗1
23

w1
1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣πiv⃗1 exp 2πit+ λv⃗23
Dfε,δ(t)v1

− πiw⃗1 exp 2πit+ λw⃗231

Dfε,δ(t)w1

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣πi exp 2πit(w1v⃗1 − v1w⃗1)

Dfε,δ(t)v1w1

+
λ

m

(
v⃗23
v1
− w⃗23

w1

)∣∣∣∣ = λ

m

∣∣∣∣ v⃗23v1 − w⃗23

w1

∣∣∣∣ ,
òàê êàê w1v⃗1 − v1w⃗1 = |w⃗1|v⃗1 − |v⃗1|w⃗1 = 0 . Ïîýòîìó∣∣∣∣ v⃗k23vk1 − w⃗k

23

wk
1

∣∣∣∣ = (
λ

m

)k ∣∣∣∣ v⃗23v1 − w⃗23

w1

∣∣∣∣ .
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ , ïîñêîëüêó λ

m
< 1 â ñèëó (3.2). Ïîýòî-

ìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
v⃗k23
vk1

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ïðåäåë,
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ñêàæåì V⃗ . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v1 = |v⃗1| = 1 ,

v23 = |v⃗23| = 1 . Òîãäà åäèíè÷íûé âåêòîð n⃗k =
v⃗k1+v⃗k23
|v⃗k1+v⃗k23|

, êîòîðûé îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå

âåêòîðà v⃗k1 + v⃗k23 = vk1 v⃗1 + vk23v⃗23 èìååò ïðåäåë v⃗1+V⃗

|v⃗1+V⃗ |
. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

èòåðàöèé êîíóñà Cu
q îòíîñèòåëüíî DF åñòü îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Eu . Òàê êàê

ïðîåêöèÿ âåêòîðà v⃗k1 + v⃗k23 íà âåêòîð v⃗1 ðàâíà vk1 ≥ mkv1 , òî Eu ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì
ïîäðàññëîåíèåì, òðàíñâåðñàëüíûì Es = E2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà NW (F ) äèôôåî-
ìîðôèçì F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì.
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On bifurcation in models of hyperbolic noise
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Abstract. We prove that arbitrarily small (in C0 -topology) perturbation maps of Smale can
get a map with a non-trivial zero-dimensional hyperbolic set. The resulting map can be used in
information transmission systems with complete chaotic synchronization.
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