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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñàíà ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è èññëåäîâàííàÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå ñ ïðèìåíåíèåì
ãèáðèäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Ìîäåëü èìååò èíòåðïðåòàöèþ â òåîðèè ñêà÷-
êîîáðàçíûõ èçìåíåíèé â ðàííåì îíòîãåíåçå ðûá è ðàçðàáîòàííà äëÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà îñåòðîâûõ ðûá â Âîëãå. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ÎÄÓ ïî-
êàçàëî íàëè÷èå ëîêàëüíî-íåñâÿçíîé ãðàíèöû ∂Ω1 îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ äâóõ àòòðàêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòå-
ìû.

1. Ââåäåíèå

Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áèîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà âñåãäà ëåæèò íåêîòîðàÿ ãè-
ïîòåçà î åãî ôóíêöèîíèðîâàíèè. Êàê ïðàâèëî, ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè, ïðàêòè÷åñêè êàê â
ó÷åáíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïîëüçóþòñÿ âåñüìà óïðîùåííûì ïðåäñòàâëåíèåì î ïðîöåññå.
Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó÷åò íå êàæóùèõñÿ îñíîâíûìè ôàêòîðîâ è ÿâëåíèé âíåñåò íåçíà÷èòåëü-
íûå êîëè÷åñòâåííûå ïîïðàâêè â ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûé â ñëó÷àå ïîïóëÿöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ è òàê áóäåò âåñüìà ïðèáëèçèòåëüíûì. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â íàñòîÿùåé
ñòàòüå, ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ ÿâëåíèé èçìåíÿåò êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû.

Äëÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ õàðàêòåðíî ñàìîðåãóëèðîâàíèå.
Âíóòðèïîïóëÿöèîííûì ìåõàíèçìîì ðåãóëÿöèè, âëèÿþùèì íà äèíàìèêó ïîïóëÿöèé îñåò-
ðîâûõ ðûá Âîëãî�Êàñïèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó íåðåñòóþùèì çàïàñîì è
ôîðìèðóþùèìñÿ ïîïîëíåíèåì. Â èõòèîëîãèè ïðåäëàãàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ
ôîðìàëèçàöèè çàâèñèìîñòè ïîïîëíåíèÿ R îò çàïàñà S (stock�recruitment), â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíà ìîäåëü Ó. Ðèêåðà:

R = aSe−bR,

ãäå a � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðåïðîäóêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîïóëÿ-
öèè; b � îòðàæàåò âëèÿíèå ëèìèòèðóþùèõ çàâèñÿùèõ îò ïëîòíîñòè ôàêòîðîâ. Ðèêåð â
ðàáîòå [4] îáîñíîâàë íà áîãàòîì ôàêòè÷åñêîì ìàòåðèàëå òåîðèþ ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîë-
íåíèÿ ïîïóëÿöèé ðûá. Îäíîêî èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè íà ïðàêòèêå îêàçàëîñü ñâÿçàíî ñ
ïðîòèâîðå÷èâûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ïðîáëåìà íåñîîòâåòñòâèÿ ïðîãíîçîâ è äàííûõ íàáëþäåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íå àíàëè-
çèðîâàëèñü ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû M ⟨Ω, t, ψ⟩ , ãäå îïåðàòîð ýâîëþöèè ψ(R; a)
åñòü ôîðìàëèçàöèÿ íåêîòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó îñíîâíûìè âåëè÷è-
íàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèîííîãî ïðîöåññà, è â ñëó÷àå èòåðàöèé ìîäåëè
Ðèêåðà: Rn+1 = aRn exp(−bRn) äëÿ M íàáëþäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåýê-
âèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ.

Óñëîâèå ïåðâîãî ìåòàìîðôîçà ïîâåäåíèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ â
íåïîäâèæíîé òî÷êå x∗ ïåðåñòàíåò óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè |ψ′(x∗)| < 1,

1Ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ñ ñèñòåìíîì àíàëèçå è ìî-
äåëèðîâàíèè, Ñàíêò�Ïåòåðáóðãñêèé èíñòèòóò èíôîðìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÐÀÍ; madelf@pisem.net
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ñëåäóþùåìó èç òåîðåìû Ãðîáìàíà�Õàðòìàíà [1]. Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
îòîáðàæåíèé ψ : I → I êëàññà ãëàäêîñòè C2 ñ óñëîâèÿìè: ψ′x(x

∗) = v(a), ψ′(x) ̸=
0 åñëè x ̸= c, ψ′′(c) ̸= 0 ïðè a = ā òàêîì ÷òî ψ′(x∗) = −1 íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñè-
òóàöèÿ äëÿ ψ2(x) â òåðÿþùåé óñòîé÷èâîñòü x∗ :

dψ2(x∗)

dx
= 1, (1.1)

d2ψ2(x)

dx2
= ψ′′(ψ(x))(ψ′(x))2 + ψ′(ψ(x))ψ′′(x),

d2ψ2(x∗)

dx2
= 0. (1.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, dψ2(x)/dx ïðè a = ā èìååò â x∗ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, êîòîðûé ïðè
âûïîëíåíèè d3ψ2(x)/dx3 < 0 áóäåò ìàêñèìóìîì è òîãäà c ïîÿâëåíèåì äâóõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê x∗1, x

∗
2 äëÿ ψ2(x) âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò Øâàðöà:

Hψ =
ψ′′′(x)

ψ′(x)
− 3

2

(
ψ′′(x)

ψ′(x)

)2

.

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîõðàíÿòü çíàê ïðè èòåðàöèÿõ, åñëè Hf < 0 òî Hfn < 0, à ñ ó÷å-
òîì (1.1) è (1.2) ïîëó÷àåì:

Hψ2(x∗) =
d3ψ2(x)

dx3
.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè Ðèêåðà H < 0 ïðè x ∈ R.
Ïðè ïëàâíîì óâåëè÷åíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà â îáëàñòè çíà÷åíèé a > e2 ïðî-

èñõîäèò ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ
ñèñòåìû ÷åðåç áåñêîíå÷íûé êàñêàä áèôóðêàöèé èçâåñòíî êàê ñöåíàðèé Ì. Ôåéãåíáàóìà [5].
Ïîäîáíûé ïåðåõîä ê õàîñó ðåàëèçóåòñÿ â äèôôåðåíöèðóåìûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ
ïðè âûïîëíåíèè êðèòåðèåâ òåîðåìû Ä. Ñèíãåðà [6] äîêàçàâøåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå óíèìî-
äàëüíîé ôóíêöèè ñ ñîõðàíÿþùèì çíàê Hψ < 0 (êðèòåðèè Ñèíãåðà) ìîæåò èìåòü íå áîëåå
îäíîé óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ω -ïðåäåëüíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ òî÷êè c : ψ′(c) = 0.

Îáùåïðèíÿòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëåíèÿ õàîñà íå ñóùåñòâóåò. Èçâåñòíî
íåñêîëüêî ïðåäëîæåííûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ ¾õàîñ¿. Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàåíèé f :
I → I âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè Ì. Âåëëåêóïà è Ð. Áåðãëóíäà [7],

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Îòîáðàæåíèå f : I → I îáëàäàåò õàîòè÷åñêîé äè-
íàìèêîé, åñëè äëÿ f âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè: äëÿ âñåõ îòêðûòûõ
U ⊑ V, U ̸= ∅ è Y ⊑ V, Y ̸= ∅∃n ≥ 0, ÷òî fn(U) ∩ Y ̸= ∅.

Èçâåñòíû ïîïûòêè ïîïóëÿöèîííîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåõîäà ê õàîñó. Îäíàêî, âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ ê ïðîáëåìàì äèíàìèêè ïîïóëÿöèé çíà÷èòåëüíî
ïåðåîöåíèâàåòñÿ. Ñóùåñòâóåò íåìàëî ôóíêöèîíàëüíûõ èòåðàöèé, íå èìåþùèõ îòíîøåíèÿ
ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷å-
ñêèõ àòòðàêòîðîâ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû, òðàäèöèîííî íàçûâàåìûõ ¾ñòðàííûìè¿.
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2. Ãèáðèäíàÿ ìîäåëü ñ èçìåíÿåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Àâòîðîì ðàíåå áûëà ðàçðàáîòàíà ìîäåëü âîñïðîèçâîäñòâà [2] â âèäå ñèñòåìû ÎÄÓ,
îòðàæàþùàÿ äèíàìèêó óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ:

dN

dt
= −(αw(t)N(t) + θ(S)β)N(t)

dw

dt
=

g

Nk + ζ
, θ(S) =

1

1− exp(−cS)
,

(2.1)

ãäå: S � âåëè÷èíà íåðåñòîâîãî çàïàñà; w(t) � îòðàæàåò óðîâåíü ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ
ïîêîëåíèÿ, âëèÿþùèé íà óâåëè÷åíèå ïèùåâûõ ïîòðåáíîñòåé; g � ïàðàìåòð, ó÷èòûâà-
þùèé îãðàíè÷åííîñòü êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ êîðìîâûõ îáúåêòîâ; óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
θ(S) → 1 ïðè S → ∞ , ñëàáî âëèÿåò íà âû÷èñëåíèå èòîãîâîãî ïîïîëíåíèÿ N(T ) , åñëè
÷èñëåííîñòü çàïàñà äîñòàòî÷íî âåëèêà è ââåäåíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåçêîãî ñíèæåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ïðè äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèè, âàæíîãî äëÿ áëàãîïîëó÷èÿ
îñåòðîâûõ; ζ � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åíèå òåìïîâ ðàçâèòèÿ, íå çàâèñÿùèå îò
÷èñëåííîñòè; k ∈ [1

2
, 1) ; c - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü âûðàæåííîñòè ýôôåêòà

Îëëè; α � ìãíîâåííûé êîýôôèöèåíò êîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; β � ìãíîâåííûé êî-
ýôôèöèåíò äåêîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; t ∈ [0, T ] � ñïåöèôè÷íûé äëÿ áèîëîãè÷åñêîãî
âèäà èíòåðâàë óÿçâèìîñòè.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè w(0) = w0, N(0) = λS, ãäå λ � ñðåäíÿÿ ïëîäîâèòîñòü îñîáåé, ïðåäñòàâëÿåò
óíèìîäàëüíóþ êðèâóþ ñ óìåíüøàþùèìñÿ íàêëîíîì íèñïàäàþùåé ïðàâîé âåòâè (ðèñ. 1,
ïðè ïàðàìåòðàõ α = 0.8 × 10−14, ïî ñðåäíåé ïëîäîâèòîñòè âîëæñêîé ñåâðþãè çà âðåìÿ
íàáëþäåíèé λ = 227 × 103, c = 2.5 × 10−3, T = 55 cóò.). Êðèâàÿ èìååò íåíóëåâóþ ãî-
ðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó, äâå òî÷êè ïåðåãèáà è äâå íåòðèâèàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ
áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà è ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé î ëàáîðàòîðíûõ
ïîïóëÿöèÿõ.

Îäíàêî, äàííàÿ çàâèñèìîñòü íå ñîãëàñîâûâàëàñü ñ äàííûìè î âîñïðîèçâîäñòâå âîëæ-
ñêîé ïîïóëÿöèè ñåâðþãè, äëÿ êîòîðîé íàáëþäàëîñü íàëè÷èå äâóõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ
è ýòî ÿâëåíèå îïðåäåëèëî öåëü ïîñòðîåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè âîñïðîèçâîäñòâà
ïîïóëÿöèé ðûá.

Èçó÷åíèå áèîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé îñåòðîâûõ ïðèâåëî ê âûâîäàì î ñóùåñòâåííîì
âëèÿíèè áûñòðûõ èçìåíåíèé â èõ îíòîãåíåçå, èìåþùåì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå
â ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ ñìåíû ýòàïîâ ðàçâèòèÿ îðãàíèçìîâ. Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ
ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàíèÿ ìîäåëè, ó÷èòûâà-
þùåé ìåòàìîðôîçû â æèçíåííîì öèêëå, öåëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
ìîäåëüíîãî âðåìåíè:

τ = {{Gap_pre1, [0, T1], Gap_post1}1, . . . , {Gap_pren, [Tn−1, Tn], Gap_postn}n} .

ãäå Gap_pre � ¾âðåìåííàÿ ùåëü¿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
è ïðîâåðêè ïðåäèêàòà íà ëåâîì êîíöå ïðîìåæóòêà î÷åðåäíîãî äëèòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ;
Gap_post � àíàëîãè÷íàÿ ¾ùåëü¿, ãäå îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå íà÷àëüíûå óñëîâèé íà ïðàâîì
êîíöå òåêóùåãî ïðîìåæóòêà τi äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ïî ïîðÿäêó èëè âûáðàííîé ïî
óñëîâèÿì ïðåäèêàòà çàäà÷è Êîøè. Ti � âðåìÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà: â êîòîðîé ñòàíî-
âèòñÿ èñòèííûì ïðåäèêàò ñîáûòèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ñìåíå ïîâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìî-
äåëüíîå ãèáðèäíîå (òîæäåñòâåííûé òåðìèí íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîå) âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîíóìåðîâàííîé è óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàäðîâ, â êîòîðûõ íåïðåðûâíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ âðåìåíè ñìåíÿåòñÿ äèñêðåòíûìè îòñ÷åòàìè.
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Ïðè äîñòèæåíèè îñîáûõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (ñîáûòèé)
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, ôîðìà ïðàâîé ÷àñòè èëè ÷èñëî
óðàâíåíèé. Ñîáûòèÿ îïèñûâàþòñÿ ïðåäèêàòàìè, îïðåäåëåííûìè íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé èïîçâîëÿþùèìè âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäå âûäåëÿòü èç âñåãî ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû òî, êîòîðîå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîâåäåíèÿ. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èí-
òåðâàëîâ ìåæäó ñîáûòèÿìè è áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìîäåëèðóåìûì ñòàäèÿìè ðàçâèòèÿ.
Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû [3]. Óäîá-
íîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäíûé àâòîìàò,
ðàñøèðåíèå èäåè äèñêðåòíûõ êàðò ñîñòîÿíèé ñ óñëîâíûìè ïåðåõîäàìè, ãäå óçëàì ãðàôè-
÷åñêîé ôîðìû ñîïîñòàâëåíû ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Óðàâíåíèå èç (2.1) äëÿ òåêóùåé ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ N çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ
äâàæäû èçìåíÿåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñ óêàçàíèåì ïðåäèêàòîâ äëÿ òàêèõ èçìåíåíèé:

dN

dt
=


−(αw(t)N(t) + Θ(S)β)N(t), 0 < t < τ

−(α1N(τ)/w(τ) + β)N(t), t > τ, w(t) < wk1

−(α2w(t)N(t))N(t− ς), wk1 < w(t) < wk

(2.2)

ãäå [0, τ) � äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà ðàçâèòèÿ D0 , îïðåäåëÿåìàÿ áèîëîãè÷åñêèìè îñî-
áåííîñòÿìè âèäà (äëÿ îñåòðîâûõ â ñðåäíåì 8 ñóòîê); wk � èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðîâåíü
ðàçâèòèÿ, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ ñìåðòíî-
ñòè (èç-çà ñìåíû ñïåêòðà ïèòàíèÿ èëè âûõîäà èç ïîä ïðåññà äîìèíèðóþùåãî õèùíèêà)
è îïðåäåëÿþùèé äëèíó èíòåðâàëà óÿçâèìîñòè. Äëÿ îñåòðîâûõ ðûá áûëè âûäåëåíû äâå
âàæíûå ñìåíû ñòàäèé â ðàííåì îíòîãåíåçå. Ïåðâûé ïåðåõîä D1 ñâÿçàí ñ íà÷àëîì ýêçî-
ãåííîãî ïèòàíèÿ, ê êîòîðîìó ëè÷èíêè ïåðåõîäÿò ïîñëå ðàññàñûâàíèÿ æåëòî÷íîãî ìåøêà,
èëè íåçàäîëãî äî ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåøêà. Âòîðîé ïåðåõîä D2 îïðåäåëåí íà÷àëîì
àêòèâíîé ìèãðàöèè ìîëîäè ñåâðþãè â ïðåñíîâîäíóþ àêâàòîðèþ Ñåâåðíîãî Êàñïèÿ 2.

Äîïîëíèòåëüíî ââåäåíî óðàâíåíèå ñ îòêëîíÿþùåìñÿ àðãóìåíòîì äëÿ ñòàðøåé ñòàäèè.
Âåëè÷èíà ς ó÷èòûâàåò çàïàçäûâàþùåå äåéñòâèå ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óñâîåíèÿ
ïèùè íà ñêîðîñòü óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ.

Çàâèñèìîñòü çàïàñ-ïîïîëíåíèå ìîäåëè (2.2) îáëàäàåò äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
ψ′(c1) = ψ′(c2) = 0 ( c1 � ìàêñèìóì, c2 � ìèíèìóì), à ãðàôèê ÷åòûðå ðàçà ïåðåñåêàåò
áèññåêòðèñó R = S , ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâîì íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê äëÿ òðàåê-
òîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ = {R∗1, R∗2, R∗3, R∗4}. Òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâûõ òî÷åê.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê M èññëåäóåìîé â èíñòðóìåíòàëüíîé ñðåäå
AnyLogic öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü, îïðåäåëÿÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ñâîéñòâà
âòîðîé èòåðàöèè ψ2(x). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè x∗ îòîáðàæåíèÿ ψ : I → I, ψ ∈ C2 ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ ψ2(x) > x
ïðè x < x∗ è x < x∗ ïðè ψ2(x) < x ïðè x > x∗.

Ïðîìëåìà ìíîæåñòâåííîñòè ñòàáèëüíûõ ¾ñîñòîÿíèé¿ ó ïðåñíîâîäíûõ ýêîñèñòåì íåîä-
íîêðàòíî îáñóæäàëîñü â ëèòåðàòóðå è â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì èäåé òåîðèè êàòà-
ñòðîô [8], íî ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ ìíîæåñòâà íåóñòîé÷èâûõ
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Â ñëó÷àå M ñ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè â âèäå ðåøåíèÿ ìîäåëè (2.2), êàê ïîêàçàë àíàëèç
ñâîéñòâ âòîðîé èòåðàöèè, óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå îñîáûå íå áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ. Èí-
òåðâàë ìåæäó íåóñòîé÷èâûìè ïåðâîé è òðåòüåé îñîáûìè òî÷êàìè íå ñîäåðæèò óñòîé÷èâîé

2Ôèçèîëîãè îïðåäåëÿþò ïîðÿäêà äåñÿòêà êîðîòêèõ ñòàäèé ó ëè÷èíîê è ìîëîäè ðûá, íî óâåëè÷åíèå
ïðàâûõ ÷àñòåé ìîäåëè ÷ðåçìåðíî óñëîæíèò ïàðàìåòðè÷åñêóþ èäåíòèôèêàöèþ.
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òî÷êè. Ìíîæåñòâî àòòðàêòîðîâ, êàê è â ñëó÷àå M íà îñíîâå (2.1), òàê æå îãðàíè÷åíî ïà-
ðîé: â äàííîì ñëó÷àå {R∗4, R0 ≡ (0, 0)}. Îäíàêî, âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè:

1) Ω1 è Ω2 íå èìåþò ãëàäêîé ãðàíèöû è íå îáðàçóþò íåïðåðûâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà R∗4 ïðåðûâàåòñÿ âêðàïëå-
íèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ R0.

2) ω -ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýêñòðåìóìà c1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå R
∗
4 :

ω(c1) = R∗4 òîãäà êàê ω(c2) = R0.

Ãðàíèöà îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ∂Ω1 /∈ Ω1 ∪ Ω2, ψ(∂Ω1) ∈ ∂Ω1 ëîêàëüíî-íåñâÿçíà
(¾locally disconnected basin boundaries¿ ïî êëàññèôèêàöèè ôðàêòàëüíûõ ãðàíèö â [9], ãäå
ýôôåêò ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ òðåòüåé èòåðàöèåé f 3(x) äëÿ
f(x) = 4ux(1 − x) ïðè çíà÷åíèè u , ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëó ñ p = 3 ). Ìíîæåñòâî ∂Ω1

åñòü ¾ñòðàííûé¿ ïî îïèñàíèþ â [10], ãîìåîìîðôíûé êàíòîðîâñêîìó ìíîæåñòâó ðåïåëëåð.
Â îáëàñòè Ω3, îãðàíè÷åííîé R∗1 è R∗3 òàêîé, ÷òî:

Ω3 \ (Φ ∪ ∂Ω1 ∪ Ω2) ⊂ Ω1

òðàåêòîðèÿ ïðè R0 /∈ Φ∪∂Ω1 çàïîëíÿåò îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íî ∃i ∈ Z, Ri+1 /∈
Ω3. Òðàåêòîðèÿ íå îñòà¼òñÿ âíóòðè, êàê â ñòðàííîì àòòðàêòîðå, à ïîêèíåò Ω3 , ïî íà-
ïðàâëåíèþ ê îäíîìó èç ñóùåñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ (êàê â ýêñïåðèìåíòå íà
ðèñ. 6). Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé íåïðèòÿãèâàþùèõ
õàîòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, à òèï ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåòñÿ â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ
òåðìèíîì ïåðåõîäíûé õàîñ ¾chaotic transient¿ [11].

3. Çàêëþ÷åíèå

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñëîæíîé ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ
âëèÿåò íà èçìåíåíèå õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè M . Â ñëó÷àå ãëàäêèõ ãðàíèö ìàëîå
èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå ïðèâîäèëî ê âûõîäó ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà àëüòåðíà-
òèâíûé àòòðàêòîð. Òàê êàê äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé R0 ∈ Ω3 \ (Φ∪ ∂Ω1)∃i ∈ Z òàêîå,
÷òî ψi(R0) > R∗3 è ∃j ∈ Z, ψj(R0) < R∗1, ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íà-
õîäÿùåéñÿ â ïîäìíîæåñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ω1\Ω3 ïðè j < i òàê è â ïîäìíîæåñòâå
Ω2\Ω3 è j > i . Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðè íàëè÷èè ñòðàííîãî ðåïåëëåðà õàðàêòåðèçóåòñÿ
÷óâñòâèòåëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîîòâåñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì â §1 , íî
ýòî äðóãîé âèä ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ÷åì â õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå.

Ïîä äåéñòâèåì ïðîìûñëà ïîïóëÿöèÿ ìîæåò ïåðåõîäèòü â ðåæèì àïåðèîäè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ íà ñóùåñòâåííî ìåíüøåì äèàïàçîíå ÷èñëåííîñòè. Àïåðèîäè÷åñêèé
ðåæèì íåáëàãîïðèÿòåí äëÿ ïðîìûñëîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ áèîðåñóðñîâ òàê êàê ðåçêî âîç-
ðàñòàåò äåéñòâèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîïóëÿöèÿ ñåâðþãè ÿâëÿåò-
ñÿ ñëîæíûì è ÷óâñòâèòåëüíûì îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ. Ãèïîòåçà, îáúÿñíÿþùàÿ ñëîæíîñòü
çàâèñèìîñòè â âîñïðîèçâîäñòâå ñåâðþãè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûñîêèé ïðîöåíò âûæè-
âàåìîñòè èêðû ïðèâîäèò ê íåäîñòàòî÷íîé îáåñïå÷åííîñòè êîðìîâîé áàçîé ìîëîäè, ê çà-
ìåäëåíèþ ñêîðîñòè ðîñòà, óâåëè÷åíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïåðèîäà óÿçâèìîñòè. Äåéñòâèå
ýòèõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ âûõîäà ïîêîëåíèÿ èç-ïîä ïðåññà äîìèíèðóþùèõ
õèùíèêîâ.

Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ âîññòàíîâëåíèå äåãðàäèðîâàâøåãî â ðåçóëüòàòå õèùíè÷åñêîé
ïðîìûñëîâîé ýêñïëóàòàöèè íåðåñòîâîãî ñòàäà ñåðþãè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå âîçìîæíûì áåç
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âûðàùèâàíèÿ â èñêóñòâåííûõ óñëîâèÿõ ðûá äî ïîëâîçðåëîãî âîçðàñòà òàê ïðè íèçêîé ÷è-
ëåííîñòè ýôôåêòèâíîñòü åñòåñòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà íà íåðåñòèëèùàõ Íèæíåé Âîëãè
ðåçêî ñíèæàåòñÿ èç-çà ìàëîé âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è îñîáåé â ìîìåíò íåðåñòà.3
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Simulation of population changes based on the the

numerical solution of bursting ordinary di�erential

equations.

c⃝ A. U. Perevarukha4

Abstract. The paper describes the developed model based on di�erential equations with
discontinuous right-hand side and analyzed in computing environments using a hybrid
representation model time. The model has an interpretation in the theory of jumplike changes
in early ontogeny of �sh. Numerical investigation of the model showed the existence of a locally
disconnected basin boundary partial Omega1 of attractors.

Key Words: Simulation of population dynamics, hybrid computing systems.
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