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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé ïî Òèõîíîâó ìåòîä íà îñíîâå íîâîé
âåðñèè ïðîåêöèîííîãî îáîáùåííîãî äâóõøàãîâîãî äâóõýòàïíîãî ìåòîäà ïåðåìåííîé ìåòðèêè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ íåòî÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì
ìíîæåñòâå â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ
èòåðàòèâíûõ àíàëîãîâ èññëåäîâàííîãî íåïðåðûâíîãî ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííîé
ìåòðèêîé. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ Ëèïøèöåâûìè ãðà-
äèåíòàìè è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà � ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ñèëüíîé
âûïóêëîñòè ôóíêöèé. Ïîñòðîåíî ïðàâèëî îñòàíîâà è óêàçàí ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð. Ìå-
òîä îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî ïðåäøåñòâåííèêà â äàííîì êëàññå ìåòîäîâ ëó÷øåé òî÷íîñòüþ è
âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèíèìèçàöèÿ íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå, íåóñòîé÷èâàÿ çàäà÷à, ðåãóëÿðèçî-
âàííûé ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé äâóõýòàïíûé, ìåòîä ïåðåìåííîé ìåòðèêè,
ñõîäèìîñòü, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

1. Ââåäåíèå

Â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , íîðìèðîâàííîì ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì, ∥x∥ = (x,x)1/2 x ∈ H , áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q ,

f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ H, (1.1)

ãäå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ãèïåðïî-
âåðõíîñòè óðîâíåé îâðàæíîé ñòðóêòóðû è îãðàíè÷åíà ñíèçó, ìíîæåñòâî å¼ ìèíèìóìîâ íå
ïóñòî,

inf f(x) = f∗ > −∞, x ∈ Q; Q∗ = {x ∈ Q : f(x) = f∗} ̸= ∅. (1.2)

èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è (1.1), ãðàäèåíòû ∇f(x) , èìåþò ïîãðåøíîñòè, ò.å. çàäà÷à îò-
íîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ (ñì. [1] � [5]).

Íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåòî÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè, ñ ¾îâðàæíûìè¿ ôóíê-
öèÿìè, èññëåäîâàíû çà ïðåäûäóùèå äåñÿòèëåòèÿ; ðàçâèòû êàê íîâûå íåïðåðûâíûå [6] -
[9], òàê è íîâûå èòåðàòèâíûå ìåòîäû. Ïîñêîëüêó çäåñü ïðåäïî÷òèòåëüíî ïðèìåíåíèå ïðî-
åêöèîííûõ ìíîãîøàãîâûõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ìåòîäîâ, òî áûëè ïðåäëîæåíû è èññëåäî-
âàíû äâóõøàãîâûé, òð¼õøàãîâûé [10] �[13], ÷åòûð¼õøàãîâûé ìåòîäû ïðîåêöèè ãðàäèåí-
òà (ÌÏÃ) è îáîáùåííûé äâóõøàãîâûé [14] ðåãóëÿðèçîâàííûå ìåòîäû, êîòîðûå îáëàäàþò
ìíîãèìè èçâåñòíûìè äîñòîèíñòâàìè. Íî äëÿ ÌÏÃ îáíàðóæèâàåòñÿ ôàêò âîçðàñòàíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà âñëåäñòâèå èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòà
ôóíêöèè íà ¾äíå îâðàãà¿ ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, ãäå åãî âåëè÷èíà ìàëà. Ïðîåêöèîííûì
îáîáù¼ííûì ìíîãîøàãîâûì ðåãóëÿðèçîâàííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), ïðîñòåéøè-
ìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äâóõøàãîâûå, ýòîò íåäîñòàòîê íå ïðèñóù.

Ïîýòîìó ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå íîâîãî êëàññà ìåòîäîâ � ïðî-
åêöèîííûõ îáîáù¼ííûõ äâóõøàãîâûõ äâóõýòàïíûõ (ÏÎÄÌ), ïðåäíàçíà÷åííûõ ãëàâíûì
îáðàçîì äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ñ ¾îâðàæíûìè¿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé. Ìåòî-
äû ýòîãî êëàññà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xk
}
−→ x∗ ∈ Q∗
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èñïîëüçóþò ïðîãíîçíûå òî÷êè zk = xk + αk(x
k − xk−1) íà ¾ñêëîíå¿ îâðàãà ãèïåðïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) (ãäå αk � ïàðàìåòð ìåòîäîâ êëàññà) è ïðîèçâîäÿò ïîèñê
â íàïðàâëåíèè, ÿâëÿþùåìñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé àíòèãðàäèåíòà −∇f(zk) è âåêòîðà
xk − xk−1 . ÏÎÄÌ ìàëî ÷óâñòâèòåëüíû ê îâðàæíîñòè ôóíêöèé è îøèáêàì îêðóãëåíèé
[15].

Ó ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ íå èñêëþ÷åíî ÿâëåíèå çàìåäëåíèÿ ñõîäèìîñòè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ìèíèìóìà, à ïîïûòêà åãî óñòðàíåíèÿ ïðèâåëà ê ðàçðàáîòêå íîâîãî êëàññà ïðîåêöè-
îííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ïåðåìåííîé ìåòðèêè; ïåðâîíà÷àëüíî â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ
ìîäåëåé îïòèìèçàöèè � ýòî ðåãóëÿðèçîâàííûå íåïðåðûâíûå ÌÏÃ ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé
(ÐÍÌÏÃÏÌ) ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ (ñì., íàïðèìåð, [16], [17]). Îíè ìèíèìèçèðóþò
ôóíêöèþ ïóò¼ì ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîðÿäêîâ ñ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïåðåìåííîé ìåòðèêå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÐÍÌÏÃÏÌ, ñîãëàñíî èõ îñíîâíîé èäåå, ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ñ íîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Èäåÿ îñíàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íîâîé ìåòðèêîé â ÐÍÌÏÃÏÌ, â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé äëÿ èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ, ðàñïðîñòðàíåíà íà ÏÎÄÌ êâàçèíüþòîíîâñêèå
ðåãóëÿðèçîâàííûå (ÏÎÄÊÐÌ) (ñì. [18], [19]). Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ íîâûé
ÏÎÄÊÐÌ. Òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà áàçîâîãî äëÿ íåãî ìåòîäà èìååòñÿ â ðàáîòå [20].

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H , íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùåé ìåòðèêîé è îïåðàòîðîì PQ(v) ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà v ∈
H íà ìíîæåñòâî Q , ââåä¼ì íîâóþ ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(B(x)u,u) ∀u,x ∈ H è îïåðàòîð P

B(x)
Q [v] ïðîåêòèðîâàíèÿ â íîâîé ìåòðèêå â òî÷êå

x ∈ H âåêòîðà v ∈ H íà ìíîæåñòâî Q , àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííîìó â ðàáîòå [20]. Êðèòåðèé

ïðîåêöèè w = P
B(x)
Q [v] ∈ Q â ìåòðèêå B(x) åñòü íåðàâåíñòâî

(B(x)(w − v),u−w) ≥ 0,u ∈ Q. (2.1)

Ýòà ïðîåêöèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà êàê ðåøåíèå êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

g(u) = (B(x)(u− v),u− v) −→ inf, u ∈ Q, (2.2)

â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Q è ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè g(u) . Ïîëó÷åííîå ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è îïðåäåëÿåìûìè èìè ìåò-
ðèêàìè, îáîçíà÷èì H1 . Äàëåå ðàññìîòðèì ìåòîäû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè ýòîì äëÿ
ïðîñòîòû ÷àñòî ïîëüçóåìñÿ ñòàðûì îáîçíà÷åíèåì H äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íûìè
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èçîìîðôíû ([22], ñ. 156), â íîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 ñîõðàíÿ-
þòñÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ è òåîðåìû èç èñõîäíîãî H , ñâÿçàííûå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(x,x) . Â ïðîñòðàíñòâå H1 ïî ñàìîìó åãî ïîñòðîåíèþ íàðÿäó ñ (2.1) èìååò ìåñòî êðèòåðèé

(w − v,u−w) ≥ 0, ∀u ∈ Q (2.3)

ïðîåêöèè w ∈ Q âåêòîðà v ∈ H1 íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q ([21], ñ. 189).
Â H1 äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé â ï.1 çàäà÷è ðàññìîòðèì ÏÎÄÊÐÌ:

1 ýòàï. yk = xk − xk−1; zk = PQ
(
xk + αky

k
)
; (2.4)

2 ýòàï. xk+1 = PQ[z
k − βkB−1(zk)∇tk(zk)], k = 0, 1, 2, ..., (2.5)
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ãäå x0 - ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà èç H1 ; x−1 = x0 ; B(zk) = Bk - ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ;

∇tk(zk) = ∇fk(x) + τkz
k −−− (2.6)

ïðèáëèæåíèå â òî÷êå zk òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇T (x) = ∇f(x) + τx ôóíêöèè Òèõîíîâà
T (x) = f(x) + τ∥x∥2/2 ; ïðèáëèæ¼ííûå ãðàäèåíòû ∇fk(x) òàêîâû, ÷òî

max ∥∇fk(x)−∇f(x)∥ ≤ δk(1 + ∥x∥),∀x ∈ Q, k ≥ 0; (2.7)

αk, βk, τk, δk � ïàðàìåòðû ìåòîäà (2.4)�(2.7).
Îïåðàòîð B(x) òàêîâ, ÷òî

m∥u∥2 ≤ (B(x)u,u) ≤M∥u∥2, 0 < m ≤M, u,x ∈ H1. (2.8)

Â ñèëó óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f(x) , ôóíêöèÿ T (x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî
Ôðåøå íà ìíîæåñòâå Q ; ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî å¼ íåïðåðûâíîé äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè íà Q . Îòìåòèì, ÷òî áàçîâûé ìåòîä äëÿ ÏÎÄÊÐÌ îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà èç
ðàáîòû [19] íàëè÷èåì îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò ¾âû-
áðîñó èç îâðàãà¿ íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà è ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàöèÿ P

B(x)
Q [v] ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà â íîâîé ìåòðè-

êå â íîâîì ìåòîäå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü çàäà÷à (2.2) êâàäðàòè÷íîé ìèíèìèçàöèè íå
ðåøàåòñÿ. Ýòà ïðîåêöèÿ èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü è íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (2.1) èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè â èñõîäíîé è íîâîé
ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâà H1 .

Ðåãóëÿðèçîâàííûé ìåòîä (2.4)�(2.6) åñòü îäèí èç âîçìîæíûõ èòåðàòèâíûõ àíàëîãîâ
èññëåäîâàííîãî â [19] íåïðåðûâíîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ìåòîäà ïåðåìåííîé ìåòðèêè

α(t)x
′′
(t) + β(t)x

′
(t) + x(t) = PQ

[
x(t)− γ(t)G−1(x(t))T′

δ(x(t), t)
]
,

t ≥ 0, x(0) = x0, x
′
(0) = x1,

ãäå x0 , x1 ∈ H � íà÷àëüíûå òî÷êè; âåêòîðíûå ïðîèçâîäíûå x
′
(t) = dx(t)/dt , x

′′
(t) =

d2x(t)/dt2 ôóíêöèè x(t) , t > 0 ; ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ;

T
′
δ(x(t), t) = f

′
(x(t), t) + τ(t)x(t), x(t) ∈ H, t ≥ 0−−−

ïðèáëèæåíèå ãðàäèåíòà ∇T (x(t), t) = ∇f(x(t)) + τ(t)x(t) ôóíêöèè Òèõîíîâà T (x(t), t) =
f(x(t)) + τ(t)∥x(t)∥2/2 ; α(t) , β(t) , γ(t) , τ(t) , δ(t) � ïàðàìåòðû ìåòîäà; f

′
(x(t), t)

� ïðèáëèæ¼ííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x(t)) ; ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò íà
ïîëóîñè [0; +∞) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ òî÷êàõ.

Ïðèìå÷àíèå 2. Èòåðàöèîííûìè ôîðìóëàìè (2.4), (2.5) çàäàåòñÿ öåëîå ñåìåéñòâî
ÏÎÄÊÐÌ. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ Bk è ñïîñîáîâ âû-
áîðà ïàðàìåòðîâ ìåòîäà, èç (2.4), (2.5) ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ÏÎÄÊÐÌ èëè, ïðè B(zk) =
∇2f(zk) , ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏÎÄÌ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ââèäó âûïîëíåíèÿ (2.8) ñóùåñòâóåò
B−1(x) è B(x)B−1(x) = I , ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà â ëåììàõ 1,2,3 íåîáõîäèìûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ,
äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ äàíû â ðàáîòå [20].
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Ë å ì ì à 1. Ïóñòü âûïóêëûå ôóíêöèè f(x) è φ(x) êëàññà C1,1(H1) òàêîâû, ÷òî

∇φ(x) = B−1(x)∇f(x) ∀ x ∈ H1 (3.1)

è ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèé f(x) è φ(x) íå ïóñòî, Q∗ ̸= ∅ .
Òîãäà äëÿ x∗ ∈ Q∗ â ïðîñòðàíñòâå H1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈ Q. (3.2)

Ë å ì ì à 2. Ïóñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q ⊂ H1 , âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ∈ C1,1(H1) , òî÷êà x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ H1 .

Òîãäà äëÿ òî÷êè x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ðàâåíñòâî

x∗ = PQ
[
x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)

]
(3.3)

â ïðîñòðàíñòâå H1 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (3.2).
Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè

òî÷êè x∗ â èñõîäíîé è íîâîé ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâà H .
Ë å ì ì à 3. Ïóñòü: 1) ìíîæåñòâî Q ⊂ H1 âûïóêëî è çàìêíóòî; 2) âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(H1) ; 3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.2).

Òîãäà äëÿ x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ H1 ðàâåíñòâî x∗ = P
B(x∗)
Q [x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)] â H1

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, ∀ u ∈ Q .
Ïðèìå÷àíèå 3. Êëàññû îïåðàòîðîâ è ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1), íå

ïóñòû. Â ñàìîì äåëå, â êëàññ òàêèõ îïåðàòîðîâ âõîäÿò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð (è ñêàëÿð-
íàÿ ìàòðèöà) è îïåðàòîð (ìàòðèöà) âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ B(x) = ∇2f(x) = H(x) ôóíêöèè
f(x) , à òàêæå ñóùåñòâóþò óäîâëåòâîðÿþùèå åìó äðóãèå ñàìîñîïðÿæåííûå ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû (ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû). Â êëàññ ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1), íàïðèìåð, âõîäÿò âûïóêëûå äâàæäû ãëàäêèå ôóíêöèè. Íåêî-
òîðûå ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ ïðèâåäåíû â [20].

Âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ, ïîêà åùå íåðåø¼ííàÿ, ïðîáëåìà ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè êëàññîâ
ôóíêöèé φ(x) è îïåðàòîðîâ B(x) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Ë å ì ì à 4. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u−w∥2 ≥ (1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2, u,v,w ∈ H1. (3.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥a − b∥2 = ∥a − c∥2 + 2(a − c, c − b) + ∥c − b∥2, ∀a, b, c ∈ H1. (3.5)

ïðè a = u, c = v, b = w , çàïèøåì åãî â ôîðìå

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 − 2(u− v,w − v) + ∥v −w∥2, ∀u,v,w ∈ H1. (3.6)

è âòîðîå ñëàãàåìîå â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

2|ab| ≤ εa2 + ε−1b2, a, b, ε > 0, (3.7)

òî åñòü 2|(u − v,w − v)| ≤ ε∥u − v∥2 + ε−1∥w − v∥2 , ε > 0 . Òîãäà èç (3.6) ïîëó÷èì
∥u−w∥2 ≥ ∥u− v∥2 − ε∥u− v∥2 − ε−1∥w − v∥2 + ∥v −w∥2 . Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
(3.4).

Ëåììà 4 äîêàçàíà.
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4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ÏÎÄÊÐÌ

Íîðìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1) íàçûâàþò å¼ ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.
Èññëåäóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ÏÎÄÊÐÌ
(2.4)-(2.7) ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ìíîæåñòâî Q ∈ H âûïóêëî è
çàìêíóòî; 2) ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1.1(Q) âûïóêëàÿ è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.2);

3) äëÿ ïðèáëèæåíèé ∇fk(x) òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇f(x) âûïîëíåíî (2.7);
4) îïåðàòîð B(x)∀x ∈ H òàêîâ, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.8);
5) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ φ(x) ∈ C1.1(Q) òàêîâà, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.1);
6) ïàðàìåòðû αk, βk, τk, δk ìåòîäà ñåìåéñòâà (2.4)�(2.7) òàêîâû, ÷òî:

αk ≥ αk+1 > 0, βk ≥ βk+1 > 0, τk ≥ τk+1 > 0, δk ≥ 0, k ≥ 0;

(τk − τk+1)
2 [βk−1τk−1]

−1 τ−2k −→ 0, k →∞, (4.1)

τk − τk+1 → 0, βk (δk + τk) (βk−1τk−1)
−1 −→ 0, k →∞.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} , îïðåäåëÿåìàÿ ÏÎÄÊÐÌ (2.4)-(2.7), (4.1), èç ëþáîé
íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ H , ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïðèáëèæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ
∇fk(x) â (2.7), ïî íîðìå H ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ,

∥xk − x∗∥ −→ 0, k →∞, (4.2)

ãäå ∥x∗∥ = infx∈Q∗ ∥x∥ , x∗ ∈ Q∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû â ïîñòðîåííîì

ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî Q∗ ìèíèìóìîâ çàäà÷è âûïóêëî è çàìêíóòî, íîðìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.1) è ìèíèìóì ôóíêöèè T (x) ñóùåñòâóþò. Íà ìíîæåñòâå Q ∈ H ñóùåñòâóåò
òî÷êà vk = v(k) òàêàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

T (vk) = inf
x∈Q

T (x), k ≥ 0, lim
k→∞
∥vk − x∗∥ = 0, (4.3)

(
∇T (vk),u− vk

)
≥ 0, u ∈ Q, (4.4)

∥vk+1 − vk∥ ≤ Cτ−1k |τk − τk+1|, k ≥ 0, (4.5)

C = sup
k≥0

max
{
∥vk∥; ∥∇f(vk)∥

}
. (4.6)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.3)�(4.6) âåðíû, ñ ðàçíûìè òî÷êàìè vk = v(k) , â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ èñõîäíîé è íîâîé ìåòðèêàìè.

Îáîñíîâûâàÿ (4.2), îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk − xk+1∥+ ∥xk+1 − vk∥+ ∥vk − x∗∥, k ≥ 0. (4.7)

Ó÷èòûâàÿ (4.3), äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (4.7) îñòà¼òñÿ îáîñíîâàòü ñîîòíîøåíèÿ

∥xk − xk+1∥ → 0, ∥xk+1 − vk∥ → 0, k →∞. (4.8)

Èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ (2.3) ([5], ñ. 72) è èç (2.4),
(2.5), ïîëüçóÿñü èäååé èç ðàáîòû [15], ïîëó÷àåì âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà(

zk − xk − αyk,u− zk
)
≥ 0,

(xk+1 − zk + βB−1k ∇tk(zk),u− xk+1) ≥ 0, k ≥ 0, u ∈ Q.
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(Çäåñü è äàëåå èíäåêñ k ó ïàðàìåòðîâ ìåòîäà äëÿ êðàòêîñòè ïî÷òè âåçäå îïóñêàåì.) Ñëî-
æèì îáà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâà è, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ôîðìå

∥xk+1 − zk∥2 +
(
xk+1 − xk, zk − u

)
+ α

(
yk,u− zk

)
≤

≤ β
(
B−1k ∇tk(zk),u− xk+1

)
, k ≥ 0, ∀ u ∈ Q. (4.9)

Äàëåå îöåíèì âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (4.9). Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî(
xk+1 − xk, zk − u

)
=
(
xk+1 − xk, zk − xk

)
+
(
xk+1 − xk,xk − u

)
ïðàâûå ÷àñòè îöåíèâàþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ (3.5),
(
xk+1 − xk, zk − xk

)
= 0.5

(
∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk − zk∥2 − ∥xk+1 − zk∥2

)
,(

xk+1 − xk,xk − u
)
= 0.5

(
∥xk+1 − u∥2 − ∥xk+1 − xk∥2 − ∥xk − u∥2

)
, ïîýòîìó(

xk+1 − xk, zk − u
)
=

= 0.5
(
∥xk+1 − u∥2 + ∥xk − zk∥2 − ∥xk+1 − zk∥2 − ∥xk − u∥2

)
.

(4.10)

Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (4.9)(
yk,u− zk

)
=
(
yk,u− xk

)
+
(
yk,xk − zk

)
ïåðâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (3.5),(

yk,u− xk
)
= 0.5

(
∥u− xk−1∥2 − ∥u− xk∥2 − ∥yk∥2

)
,

à âòîðîå � ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.7) ïðè ε = 1 ,(
yk,xk − zk

)
= −

(
yk, zk − xk

)
≥ −0.5

(
∥zk − xk∥2 + ∥yk∥2

)
,

ïîýòîìó
α
(
yk,u− zk

)
≥

≥ 0.5α
(
∥xk−1 − u∥2 − ∥xk − u∥2 − ∥xk − zk∥2

)
− α∥yk∥2. (4.11)

Ïîäñòàâèì îöåíêè (4.10) è (4.11) â ëåâóþ ÷àñòü (4.9):

0.5
[
∥xk+1 − zk∥2 + (1− α)∥xk − zk∥2 + ∥xk+1 − u∥2

]
−

−0.5(1 + α)∥xk − u∥2 + 0.5α∥xk−1 − u∥2 − α∥yk∥2 ≤
≤ β

(
B−1(zk)∇tk(zk),u− xk+1

)
, k ≥ 0, ∀u ∈ Q.

(4.12)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 1 è 2. Íåðàâåíñòâî (3.2), óìíîæåííîå íà β > 0 , çàïè-
øåì ïðè x∗ = vk , f(x∗) = T (vk) :

β
(
B−1(vk)∇T (vk),u− vk

)
≥ 0 ∀k ≥ 0, u ∈ Q.

Ïîëîæèì çäåñü u = xk+1 , à â (4.12) ïîëîæèì u = vk , ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ñëîæèì
è, óìíîæèâ íà 2, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

a ≤ 2β
(
B−1(zk)∇tk(zk)−,B−1(vk)∇T (vk),vk − xk+1

)
k ≥ 0,

ãäå a = ∥xk+1 − zk∥2 + (1− α)∥xk − zk∥2 + ∥xk+1 − vk∥2 + α∥xk−1 − vk∥2 −
− (1 + α)∥xk − vk∥2 − 2α∥yk∥2 . Ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè äëÿ òî÷íîãî è
ïðèáëèæ¼ííîãî ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè Òèõîíîâà, ïðåäñòàâèì â ôîðìå

a ≤ 2β
(
B−1(zk)

(
∇fk(zk)−∇f(zk)

)
,vk − xk+1

)
+

+2β
(
B−1(zk)∇f(zk)−B−1(vk)∇f(vk) + τB−1(zk)(zk − vk),vk − xk+1

)
+

+2βτ
(
[B−1(zk)−B−1(vk)]vk,vk − xk+1

)
, k ≥ 0.

(4.13)
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Ïðåîáðàçóåì (4.13), èñïîëüçóÿ (2.7), (4.5), íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, è âûòåêà-
þùèå èç (2.8) íåðàâåíñòâà

(1/M)∥u∥2 ≤ (B−1(x)u,u) ≤ ∥u∥2/m, u,x ∈ H1, (4.14)

ãäå M è m èç (2.8), íåðàñòÿãèâàþùèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([21], c. 190),
ñëåäóþùåé èç (4.14) îöåíêîé ∥B−1∥ ≤ 1/m . Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

a + 2βτ
(
B−1(zk)(zk − vk), zk − vk

)
≤

≤ 2β
[
δ(1 + ∥zk∥)∥vk − xk+1∥/m+

(
∇φ(zk)− φ(vk),vk − xk+1

)]
+

+2βτ
(
∥zk − vk∥∥vk − xk+1∥+ 2∥vk∥∥vk − xk+1∥

)
/m, k ≥ 0.

Ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ëåâîå íåðàâåíñòâî (4.14), ê ïåðâîìó,
òðåòüåìó è ÷åòâ¼ðòîìó ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè - íåðàâåíñòâî (3.7), è (4.6):

2(1 + ∥zk∥)∥xk+1 − vk∥ ≤ 2
(
1 + ∥vk∥+ ∥zk − vk∥

)
∥xk+1 − vk∥ ≤

≤ 2(1 + C)∥vk − xk+1∥+ 2∥zk − vk∥∥vk − xk+1∥ ≤
≤ (1 + C)2 + 2∥vk − xk+1∥2 + ∥zk − vk∥2;

2∥zk − vk∥∥vk − xk+1∥ ≤ ∥zk − vk∥2 + ∥vk − xk+1∥2;
2∥vk∥∥vk − xk+1∥ ≤ 6C2/5 + 5∥vk − xk+1∥2/6;

òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

a + 2βτ∥zk − vk∥2/M ≤ 2β
(
∇φ(zk)−∇φ(vk),vk − xk+1

)
+

+β(2δ + 11τ/6)∥vk − xk+1∥2/m+ β(δ + τ)∥zk − vk∥2/m+ g1, k ≥ 0,
(4.15)

ãäå g1 = β [δ(1 + C)2 + 12C2τ/5] /m . Çäåñü îöåíèì: â ïðàâîé ÷àñòè � êâàäðàò íîðìû âî
âòîðîì ñëàãàåìîì, ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

∥u−w∥2 ≤ (1 + ε)∥u− v∥2 + (1 + ε−1)∥v −w∥2, ε > 0, u,v,w ∈ H. (4.16)

ïðè u = xk+1 , v = xk , w = vk , ε = 1/2 , òî åñòü ∥xk+1− vk∥2 ≤ 3∥xk+1− xk∥2/2+ 3∥xk −
vk∥2 ; â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè � ïîëó÷àåìûì èç (3.4) ïðè u = xk+1 , v = xk ,
w = zk íåðàâåíñòâîì

∥xk+1 − zk∥2 ≥ (1− ε)∥xk+1 − xk∥2 + (1− ε−1)∥xk − zk∥2 (4.17)

ïðè ε = 5/12 , òî åñòü ∥xk+1 − zk∥2 ≥ 7∥xk+1 − xk∥2/12 − 7∥xk − zk∥2/5 . È çäåñü âòîðîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ó÷èòûâàÿ ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (4.15) è ÷òî −7/5 = 2/5 −
α− (1− α) , ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, òîãäà

∥xk+1 − zk∥2 ≥ 7∥xk+1 − xk∥2/12− (1− α)∥xk − zk∥2 + (2/5− α)∥xk − zk∥2,

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ ìíîæèòåëåì 2/5 îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

∥xk − zk∥2 ≥ (1− ε)∥xk − vk∥2 + (1− ε−1)∥vk − zk∥2, ε > 0,

ïîëó÷àåìîãî èç (3.4) ïðè u = xk , v = vk , w = zk , ïîëîæèâ â í¼ì ε = 1 + 10α ,

2∥xk − zk∥2/5 ≥ −4α∥xk − vk∥2 + 4α∥vk − zk∥2/(1 + 10α);

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ ìíîæèòåëåì −α îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàñòÿãèâàþùåãî ñâîéñòâà
îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ,

∥zk − xk∥2 = ∥PQ(xk + αyk)− PQ(xk)∥2 ≤ ∥xk + αyk − xk∥2 = α2∥yk∥2; (4.18)
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−α∥zk − xk∥2 ≥ −α3∥yk∥2.
Òîãäà ïîëó÷èì îöåíêó

∥xk+1 − zk∥2 ≥ 7∥xk+1 − xk∥2/12− (1− α)∥xk − zk∥2−
−4α∥xk − vk∥2 + 4α∥vk − zk∥2/(1 + 10α)− α3∥yk∥2.

Ïîäñòàâèâ å¼ è îöåíêó äëÿ ñëàãàåìîãî èç ïðàâîé ÷àñòè (4.15), ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ 2βτ/M > 0 , 4α/(1 + 10α) > 0 , ïðåîáðàçóåì (4.15) ê âèäó

∥xk+1 − vk∥2 − (1 + 5α)∥xk − vk∥2+
+[7/12− β(3δ + 11τ/4)/m]∥xk+1 − xk∥2 + α∥xk−1 − vk∥2−
−(2α + α3)∥yk∥2 ≤ 2β

(
∇φ(zk)−∇φ(vk),vk − xk+1

)
+

+β
[
(6δ + 11τ/2)∥xk − vk∥2 + (δ + τ)∥zk − vk∥2

]
/m+ g1, k ≥ 0.

(4.19)

Çäåñü äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (ñì. [21],
c. 188) (∇f(x) − ∇f(u),u − z) ≤ L∥x − z∥2/4, x,u, z ∈ Q äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé
f(x) ∈ C1,1(Q) , ïîëîæèâ x = zk , u = vk , z = xk+1 . Çàòåì îöåíèì êâàäðàò íîðìû ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (4.16) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = zk , ε = 1/7 è (4.18):

∥xk+1 − zk∥2 ≤ 8∥xk+1 − xk∥2/7 + 8∥zk − xk∥2 ≤ 8∥xk+1 − xk∥2/7 + 8α2∥yk)∥2;

Cëåäîâàòåëüíî, (Lβ/2)∥xk+1−zk∥2 ≤ 4Lβ∥xk+1−xk∥2/7+4Lα2β∥yk∥2 . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
ýòîãî ðåçóëüòàòà â (4.19) ïîëó÷èì

∥xk+1 − vk∥2 − (1 + 5α)∥xk − vk∥2 + a2∥xk+1 − xk∥2+
+α∥xk−1 − vk∥2 − a41∥yk∥2 ≤

≤ β(6δ + 11τ/2)∥xk − vk∥2 + a0∥zk − vk∥2 + g1, k ≥ 0,

ãäå a0 = β(δ+ τ)/m , a2 = 7/12− 4Lβ/7− β(3δ+11τ/4)/m ; a41 = α3 +4Lα2β +2α . Çäåñü
îöåíèì êâàäðàò íîðìû âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàñòÿãèâàþùåãî
ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ è (4.16) ïðè ε = 1/2 ,

∥zk − vk∥2 = ∥PQ
(
xk + αyk

)
− PQ(vk)∥2 ≤

≤ ∥xk + αyk − vk∥2 ≤ 3∥xk − vk∥2/2 + 3α2∥yk∥2.

Òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − vk∥2 − a1∥xk − vk∥2 + a2∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a3∥xk − vk∥2 + a4∥yk∥2 − α∥xk−1 − vk∥2 + g1, k ≥ 0,

(4.20)

ãäå a1 = a1k = 1/6 ; a3 = a3k = 5/6 + 5α + β [6δ + 11τ/2 + 3(δ + τ)/2] /m ; a4 = a4k =
2α + α3 + 4Lα2β + 3α2β(δ + τ)/m .

Îáîçíà÷èì sk = βk−1τk−1 , ëåâóþ ÷àñòü (4.20) ÷åðåç uk+1 , ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé
÷àñòüþ (4.20) áåç g1 è âûðàæåíèåì (1− sk)uk îáîçíà÷èì wk . Òîãäà èç (4.20) èìååì

uk+1 ≤ (1− sk)uk + wk + g1, k − 1 ≥ N. (4.21)

Ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} îòíîñèòåëüíî âûáîðà
ïðèáëèæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ â (2.7). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k0 > 1 òà-
êîå, ÷òî ∀ k − 1 ≥ k0 ñ ó÷åòîì (4.1) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

15βk(16Lm/7 + 12δk + 11τk) ≤ 23m,
βk (15δk + 14τk) < 2mαk,

α2
k + 4Lαkβk + 3αkβk(δk + τk)/m < 1, 0 < sk < 1,

(4.22)
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ââèäó êîòîðûõ èìååì a2k ≥ 1/5 ; a3k < 5/6 + 6αk ; a4k < 3αk ∀ k − 1 ≥ k0 .
Òåïåðü îöåíèì uk+1 ñíèçó. Èç (3.4) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = vk , ñëåäóåò,

∥xk+1 − vk∥2 ≥ (1− ε)∥xk+1 − xk∥2/2 + (1− ε−1)∥xk − vk∥2,

îòêóäà ïðè ε = 6/5 ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó äëÿ ëåâîé ÷àñòè (4.21),

uk+1 ≥ (1/6− a1)∥xk − vk∥2 + (a2 − 1/5)∥xk+1 − xk∥2 ≥ 0, (4.23)

ïîñêîëüêó a1 = 1/6 è âûïîëíåíû (4.22). Îáîçíà÷èì a11 = a1(k−1) , a21 = a2(k−1) .
Äàëåå îöåíèì wk ñâåðõó. Â âûðàæåíèè wk = a3∥xk − vk∥2 + a4∥yk∥2 −

−α∥xk−1−vk∥2− (1− sk)
[
∥xk − vk−1∥2 − a11∥xk−1 − vk−1∥2 + a21∥yk∥2

]
âîñïîëüçóåìñÿ ïî-

ëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ (4.16) ïðè ε = sk íåðàâåíñòâàìè

∥xk − vk∥2 ≤ (1 + sk)∥xk − vk−1∥2 + (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2,
∥xk−1 − vk−1∥2 ≤ (1 + sk)∥xk−1 − vk∥2 + (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2.

Òîãäà
wk ≤ [a3 + a11(1− sk)] (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2 + a5∥xk−1 − vk∥2−
− [(1− sk)− a3(1 + sk)] ∥xk − vk−1∥2 − [a21(1− sk)− a4] ∥yk∥2,

ãäå a5 = a11(1− s2k)− α . Îòñþäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà

∥xk−1 − vk∥2 ≤ (1 + sk)∥xk−1 − vk−1∥2 + (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2,

ïîëó÷àåì îöåíêó

wk ≤ a6∥vk−1 − vk∥2 − [1− sk − a3(1 + sk)]∥xk − vk−1∥2−
−[a21(1− sk)− a4]∥yk∥2 + a5(1 + sk)∥xk−1 − vk−1∥2, k ≥ 0,

(4.24)

ãäå a6 = [a3 + a11(1 − sk) + a5](1 + s−1k ) . Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (4.24) ñ ïîìîùüþ
(4.16) ïðè u = xk−1 , v = xk , w = vk−1 , ε = 4 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ∥xk−1 − vk−1∥2 ≤
5∥xk−1 − xk∥2 + (5/4)∥xk − vk−1∥2 . Ïîëüçóÿñü èì â (4.24), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

wk ≤ a6∥vk−1 − vk∥2 − a7∥yk∥2 − a8∥xk − vk−1∥2, k ≥ 0, (4.25)

ãäå a7 = a21(1− sk)− a4 − 5a5(1 + sk) ; a8 = 1− sk − (a3 + 5a5/4)(1 + sk) .
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N > 1 òàêîå, ÷òî ∀ k − 1 > N ≥ k0 ñ ó÷¼òîì (4.1)

íàðÿäó ñ (4.22) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

a11(1− sk) < a11(1− s2k) ≤ 1/7;
a21(1− sk) ≥ 7/12− αk; a3(1 + sk) ≤ 5/6 + 7αk − sk;

a5(1 + sk) ≤ 1/9 + αk; a5 ≤ 1/9; 0 < α < 1/324.
(4.26)

Ñ ó÷åòîì (4.1), (4.22) è (4.26) â (4.25) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò ìåñòî îöåíêè:

a6 ≤ (5/6 + 6αk + 1/7 + 1/9)(1 + s−1k ) = (23/21 + 6αk)(1 + s−1k );
a7 ≥ 7/12− 4αk − 5(1/9 + αk) = 1/36− 9αk > 0;

a8 ≥ 1− sk − 5/6− 7αk + sk − 5(1/9 + αk)/4 = 1/36− 33αk/4 > 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòè îöåíêè è (4.5), èç (4.25) ñ ó÷¼òîì (4.1), (4.22), (4.23) è (4.26) ïîëó÷èì:

wk ≤ a6∥vk−1 − vk∥2 ≤ (23/21 + 6αk)C
2(1 + s−1k )τ−2k |τk+1 − τk|2;

uk+1 ≤ (1− sk)uk + dk, k − 1 ≥ N,
(4.27)
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ãäå dk = wk+g1 = C2(23/21+6αk)(1+s
−1
k )τ−2k |τk+1−τk|2+12C2βkτk/(5m) . Çäåñü, ââèäó (4.1)

è (4.27), èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
∑k=∞

k=0 sk =∞ , dk/sk = (wk + g1)/sk → 0, k →∞ . Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} , îáëàäàþùàÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.23), (4.27),
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ñì., íàïðèìåð, [21], ñ. 96). Ñõîäèìîñòü {uk} ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî
âûáîðà ïðèáëèæåíèé ∇fk(x) â (2.7), ò.ê. sk è dk â (4.27) íå çàâèñÿò îò ýòèõ ïðèáëèæåíèé.
Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â (4.8). Èç (4.3), (4.7) è (4.8) ñëåäóåò (4.2).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}

è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ ... ≤ ∥x0 − x∗∥,

∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − xk−1∥ ≤ ∥xk−1 − xk−2∥ ≤ ....

Ïðèìå÷àíèå 4. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà (2.4)�(2.7), (4.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì òåîðåìû 1, ìîãóò áûòü âûáðàíû, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:

αk = c1(1 + k)−2; βk = c2(1 + k)−1; τk = c3(1 + k)−2; δk = c4(1 + k)−5/2,

ãäå ÷èñëà ci > 0 , i ∈ [1 : 4] ; c1 ≥ c2 > c3 > c4 .

5. Ïðàâèëî îñòàíîâà ìåòîäà è ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð

Ïðàâèëî îñòàíîâà ìåòîäà (2.4)-(2.7), (4.1) ñòðîèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî, íà-
ïðèìåð, â ðàáîòàõ [6] - [12], [14]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ãðàäèåíò ∇f(x) ôóíêöèè f(x) ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí â çàäà÷å (1.1) â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0 ∈ Q ñ íåêîòîðîé îøèáêîé
δk , òàêîé, ÷òî δk → 0 ïðè k → ∞ , è âûïîëíÿåòñÿ (2.7). Îäíàêî, â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ
îøèáêà íà÷àëüíûõ äàííûõ íå îáÿçàòåëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à îáû÷íî áîëüøå íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà w > 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ H ,
âìåñòî âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇f(x) âîçìîæíî âû÷èñëèòü åãî àïïðîêñèìàöèþ
∇fw(x) äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà w > 0 , ÷òî

max ∥∇fw(x)−∇f(x)∥ ≤ w(1 + ∥x∥), x ∈ H, k ≥ 0. (5.1)

Òîãäà, çàìåíÿÿ ïðèáëèæ¼ííûé ãðàäèåíò ∇fk(x) â ìåòîäå (2.4)-(2.7), (4.1) íà ∇fw(x) èç
(5.1), âìåñòî (2.4)-(2.5) ïðèõîäèì ê ìåòîäó

1 ýòàï. yk = xk − xk−1; zk = PQ
(
xk + αky

k
)
;

2 ýòàï. xk+1 = PQ
{
zk − βkB−1(zk)[∇fw(zk) + τkz

k]
}
, k = 0, 1, 2, ..., (5.2)

Îäíàêî, äëÿ ìåòîäà (5.2) óñëîâèÿ (4.1) ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ αk , βk , τk ñ ïàðà-
ìåòðîì ïîãðåøíîñòè δk ≡ w > 0 , k ≥ 0 áóäóò î÷åâèäíî íàðóøåíû, òàê ÷òî ïðîöåññ
(5.2) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ è åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé k áóäåò íåâåðíî. Ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëî îñòàíîâà ìåòîäà (5.2) è îïðåäåëèòü êîëè-
÷åñòâî k ≥ 1 íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ xk+1 ê íîðìàëüíîìó
ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è (1.1) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 , ∥xk(w)+1 − x∗∥ ≤ ε , ïðè âûáðàí-
íîé ïîãðåøíîñòè w > 0 . Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 ∈ H è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ ìåòîäà

αk, βk, τk, δk, (5.3)
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óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4.1). Ìîãóò áûòü âûáðàíû ïàðàìåòðû, óêàçàííûå âûøå â
ïðèìå÷àíèè è w < δ0 . Ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå óñëîâèé (4.1) çäåñü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òî
w = wk , k ≥ 0 , òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìåòîäà (5.2), ñîâåðøåííî íå ñâÿçàííûì ñ
óñëîâèÿìè (4.1). Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî w, 0 < w < δ0 â (5.1), ïðîöåññ (5.2) ñ
âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè (5.3) áóäåì ïðîäîëæàòü äî íîìåðà èòåðàöèè k0 ≥ 1 , îïðåäå-
ë¼ííîãî èç óñëîâèÿ

δk ≥ w, k = 0, 1, 2, ..., k(w). (5.4)

Òàê êàê δk → +0 ïðè k → ∞ , δ0 > w , òî òðåáóåìûé íîìåð èòåðàöèè k(w) ≥ 1
áóäåò êîíå÷íûì è íàéäåòñÿ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî w > 0 . Â òåîðåìå 2 äàåòñÿ
îáîñíîâàíèå êðèòåðèÿ (5.4) îñòàíîâà ïðîöåññà (5.2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü: 1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1; 2) ïðèáëèæåíèÿ ∇fw(x)
ãðàäèåíòîâ ∇f(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5.1); 3) ìíîæåñòâî òî÷åê x1 , x2 , ..., xk(w)

ïîëó÷åíî ìåòîäîì (5.2), ãäå íîìåð èòåðàöèè k = k(w) ≥ 1 îïðåäåë¼í â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì îñòàíîâà (5.4). Òîãäà

∥xk(w) − x∗∥ → 0ïðè w → +0, (5.5)

â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çàäàííûõ w > 0 , ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð k(w(ε))
òàêîé, ÷òî ∥xk(w) − x∗∥ ≤ ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 èç (5.1) è ïðàâèëà îñòàíîâà (5.4)
ñëåäóåò, ÷òî

max ∥∇fw(x)−∇f(x)∥ ≤ δk(1 + ∥x∥), x ∈ Q, k = 0, 1, 2, ..., k(w). (5.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∇fw(x) èç (5.1) è (5.6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.7) ∀ k = 0, 1, 2, ..., k(w) .
Îòñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ δk → 0 èìååì, k(w) → ∞ ïðè w → +0 , ò.å. îñòàíîâ ìåòîäà
áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðè î÷åíü áîëüøèõ íîìåðàõ k(w).

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ìåòîäà (5.2) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå H ê
ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è (1.1), ïîýòîìó ∀ ε > 0 ∃ íîìåð k(ε) , íå çàâèñÿùèé îò ïðèáëèæåííûõ
ãðàäèåíòîâ ∇fk(x) â (2.7) è xk+1 èç (5.2), òàêîé, ÷òî

∥xk − x∗∥ < ε ∀ k > k(ε). (5.7)

(Çäåñü ε > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà, ò.å. ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1).)
Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ k(w) → ∞ ñóùåñòâóåò ÷èñëî w(ε) > 0 òàêîå, ÷òî k(w(ε)) > k(ε)

∀ w ∈ (0, w(ε)] . Ïîýòîìó òî÷êè x1 , x2 , ..., xk(w) ñîîòâåòñòâóþò, ñ ó÷åòîì (5.7), òî÷êàì
ìåòîäà (2.4)-(2.7), (4.1) ïðè ∇fk(x) = ∇fw(x) , k = 1, 2, ..., k(w) . Ïîñêîëüêó k(w(ε)) > k(ε) ,
èç (5.7) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∥xk(w) − x∗∥ < ε , êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ∀ε > 0 è ïîýòîìó
âëå÷åò (5.5). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð çàäà÷è (1.1) ñòðîèì ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì èñïîëüçî-
âàííîìó â ðàáîòå [14]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü w > 0 ôèêñèðîâàíà è âûïîëíåíî
ïðàâèëî îñòàíîâà (5.4). Ñîîòíîøåíèå (5.5) ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó îñòàíîâà (5.4) è ñôîðìó-
ëèðîâàíî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ îøèáêè w > 0 â (5.1). Ïðè òàêîì óðîâíå ïîãðåø-
íîñòè â (5.1), âûïîëíåíèè ïðàâèëà îñòàíîâà (5.4) è òåîðåìû 2, ðåãóëÿðèçóþùèì áóäåò
îïåðàòîð Rw = Rw

(
∇fw(xk(w)), w

)
, ñîïîñòàâëÿþùèé âñÿêîìó íàáîðó ñâîèõ àðãóìåíòîâ,

ò.å. ÷èñëó w ∈ (0, w(ε)] è ïðèáëèæåíèþ ∇fw(x) ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(x) èç (5.1), òî÷-
êó xk(w) ìåòîäà (5.2), (5.4). Âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðèçóþùåãî îïåðàòîðà Rw ,
0 < w ≤ w(ε) ïàðàìåòðû ìåòîäà (5.2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4.1), (5.1), à â îñòàëüíîì
ïðîèçâîëüíû.
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6. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÊÐÌ

Îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÊÐÌ (2.4)-(2.7) ïîëó÷èì ïðè áîëåå ñòðîãèõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ, ÷åì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî:
1) ôóíêöèÿ φ(x) ∈ C1,1(Q) ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè κ > 0 ;
2) äëÿ ïàðàìåòðîâ αk , βk , τk , δk , ìåòîäà (2.4)�(2.7) âûïîëíåíû (4.1) è, êðîìå òîãî,

íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì (4.1), ñóùåñòâóåò íîìåð èòåðàöèè k2 òàêîé, ÷òî ïðè k ≥ k2 ≥ 1
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 < αk < 1/4, τk < mc1 − δk, δk < mc1;
βk [α

2
k (mc2 + 5mc1 − 5δk − 5τk) +mc2/5 + 3δk + 11τk/4] ≤

≤ m (7/12− 2αk − α2
k) ; 4αk < 5βk (mc1 − δk − τk) /(6m) < 1 + 4αk,

0 < βk (4mc2 + 60δk + 55τk) /(20m) < 7/12,

(6.1)

ãäå c1 = 4Lκ/(L+ 2κ) ; c2 = 3(L+ 2κ) .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} , îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.4)�(2.7), (4.1), (6.1), èç ïðî-

èçâîëüíîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ H , íà÷èíàÿ ñ íîìåðà k ≥ k2 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
âûáîðà ïðèáëèæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ â (2.7) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è (1.1) ñ îöåíêîé

∥xk+1 − x∗∥ ≤
[
qk∥xk − x∗∥2 + g1k

]1/2
, (6.2)

ãäå qk = 1+ 4αk − 5βk (mc1 − δk − τk) /(6m) , 0 < qk < 1 ïðè óñëîâèÿõ (6.1), (4.1); g1k → 0
ïðè δk → 0 , τk → 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ââèäó äîêàçàííîé òåîðåìû 1, â
óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ìåòîä ñõîäèòñÿ ∀ x0 ∈ Q ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïðèáëè-
æ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ èç (2.7). Äàëåå, â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.19) îöåíèì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (ñì. [21], ñ. 188)

(∇φ(u)−∇φ(v),v −w) ≤ (L+ µ)∥u−w∥2/4− Lµ∥u− v∥2/(L+ µ),

u,v,w ∈ Q , µ = 2κ , ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè φ(x) ∈ C1,1Q . Ïîëà-
ãàÿ çäåñü u = zk , v = x∗ , w = xk+1 , è â (4.19) vk = x∗ , îò (4.19) ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 − (1 + 5α)∥xk − x∗∥2 + b11∥xk+1 − xk∥2+
+b21∥zk − x∗∥2 ≤ b31∥xk − x∗∥2 + b41∥yk∥2 − α∥xk−1 − x∗∥2+

+b51∥zk − xk+1∥2 + g1, k ≥ 0,
(6.3)

ãäå b11 = 7/12 − β(3δ + 11τ/4)/m ; b21 = β (mc1 − δ − τ) /m ; b31 = β(6δ + 11τ/2)/m ;
b41 = 2α + α3 ; b51 = (L+ µ)β/2 = c2β/6 .

Â (6.3) ñíà÷àëà îöåíèì êâàäðàò íîðìû â òðåòüåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 ≤ ∥xk−1 − x∗∥2 ≤ ...,

ïîýòîìó
−α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ −α∥xk − x∗∥2. (6.4)

Òåïåðü â (6.3) îöåíèì êâàäðàòû íîðì: â ÷åòâ¼ðòîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè � ñ ïîìî-
ùüþ íåðàâåíñòâà

∥zk − x∗∥2 ≥ (1− ε)∥zk − xk∥2 + (1− ε−1)∥xk − x∗∥2, ε > 0,
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ïîëó÷àåìîãî èç (3.4) ïðè u = zk , v = xk , w = x∗ , ε = 6 , òîãäà

b21∥zk − x∗∥2 ≥ −5b21∥zk − xk∥2 + 5b21∥xk − x∗∥2/6; (6.5)

â ÷åòâ¼ðòîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè � ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

∥xk+1 − z
k∥2 ≤ (1 + ε)∥xk+1 − xk∥2 + (1 + ε−1)∥xk − zk∥2, ε > 0

, ñëåäóþùåãî èç (4.16) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = zk , ïîëàãàÿ â í¼ì ε = 5 , òî åñòü

b51∥zk − xk+1∥2 ≤ 6b51∥zk − xk∥2 + 6b51∥xk+1 − xk∥2/5, (6.6)

à çàòåì â í¼ì âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èç ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íåðàâåí-
ñòâîì (4.18). Òîãäà, ñ ó÷¼òîì îöåíîê (6.4), (6.5), (6.6), îò (6.3) ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 − b1∥xk − x∗∥2 + b2∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ b3∥yk∥2 + g1, k ≥ 0,

(6.7)

ãäå b1 = 1+4α− 5b21/6 = 1+ 4α− 5β(mc1− δ− τ)/(6m) ; b2 = b11− 6b51/5 = 7/12− β(3δ+
11τ/4)/m− c2β/5 ; b3 = 2α + α3 + α2β (mc2 + 5c1 − 5δ − 5τ) /m ;
g1 = β [5δ(1 + C)2 + 12C2τ ] /(5m) ; b1 > 0, b2 > 0, b3 > 2α+ α3 ïðè óñëîâèÿõ (4.1), (6.1).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî ìåòîäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 . Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì íåðàâåíñòâîì, íåðàâåíñòâîì b3 −
b2 < 0 , ñïðàâåäëèâûì ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 3, è, ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ −b3 > −b2 , b2 ≥
b3 − b2 , (b3 − b2)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 , ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì:

0 ≥ (b3 − b2)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
=

= b3∥yk∥2 − b3∥xk+1 − xk∥2 + b2
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ b3∥yk∥2 − b2∥xk+1 − xk∥2 + (b3 − b2)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ b3∥yk∥2 − b2∥xk+1 − xk∥2.

(6.8)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (6.8) â (6.7) è óïðîñòèâ, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ qk∥xk − x∗∥2 + g1k, k ≥ 0, (6.9)

ãäå qk = 1+ 4αk − 5βk (mc1 − δk − τk) /(6m) , 0 < qk < 1 ïðè óñëîâèÿõ (6.1), (4.1); g1k → 0
ïðè δk → 0 , τk → 0 . Èç (6.9) ñëåäóåò (6.2).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Âûâîä. Ïðåäëàãàåìûé ðåãóëÿðèçîâàííûé ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé

äâóõýòàïíûé êâàçèíüþòîíîâñêèé ìåòîä ïðåäïî÷òèòåëåí â ñðàâíåíèè ñî ñâîèìè ïðåäøå-
ñòâåííèêàìè, ïîñêîëüêó èìååò ïðåèìóùåñòâî â òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è è âû÷èñëèòåëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè.
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On version of regularized projection two-step two-stage

quasinewton minimization method

c⃝ V. G. Malinov 2

Abstract. In the work regularized method for solving minimization problems with inaccurate
initial date on the convex closed set of separable Gilbert variable metric space, based on the new
version of projection generalised two-step two-stage Quasinewton method in conjunction with the
Tikhonov function method is proposed. For continuously di�erentiable convex functions with a
Lipschitz gradients the convergence of the method and estimates of the rate of convergence of the
method on the supplementary requirement of strongly convexity functions are proved. Stop rule
is constructed and regularizing operator is described. Distinction of the proposed method from
preceding method of the considering class is superior accuracy also calculating stability.

Key Words: minimization on the simple set, regularized projection generalized two-step two-
stage, variable metric method, convergence, rate of convergence.
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