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Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ Òåéëîðà-Ôóðüå äëÿ ÷èñëåííîãî è

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

èçó÷àåìîé çàâèñèìîñòè

c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ1

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè ðàçëîæèìîé â
ðÿä Òåéëîðà âûðàæåííûå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå, à òàêæå ðÿäû äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå. Ñ ïîìîùüþ âûøåîòìå÷åííûõ âûðà-
æåíèé îïðåäåëåíû ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Äàíû îöåíêè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäóëÿöèîííûé Ôóðüå-àíàëèç, ðÿä Òåéëîðà-Ôóðüå, ÷èñëåííîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå, ýêñïåðèìåíòàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ, òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêå (â îïòèêå, ñâåðõïðîâîäèìîñòè è ò.ä.) øèðîêî ïðèìåíÿåò-
ñÿ ìåòîä ìîäóëÿöèîííîãî Ôóðüå-àíàëèçà [1-3]. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà íåïîñðåäñòâåííîå èçìåðåíèå ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ïî êàêèì ëèáî ïðè÷èíàì
çàòðóäíåííî. Íàïðèìåð, èññëåäóåìàÿ íåëèíåéíàÿ ÷àñòü çàâèñèìîñòè çàìàñêèðîâàíà çíà-
÷èòåëüíîé åå ëèíåéíîé ÷àñòüþ, èëè îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü. Â âûøåîò-
ìå÷åííîì ìåòîäå îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëà èëè åå ïðîèçâîäíàÿ
ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ îòêëèêà ýòîãî ìàòåðèàëà íà ìîäóëèðîâàííîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå,
íàïðèìåð ãàðìîíèê ñèãíàëà îòêëèêà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ìî-
äóëÿöèè (ìîäóëÿöèîííàÿ ìåòîäèêà) çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè ñèãíàëà
îòêëèêà îò âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè (ñì. íàïðèìåð [1]). Â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ àìïëèòóä ìîäóëÿöèè ýòî íå òàê. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü àìïëèòóäû
âûñøèõ ãàðìîíèê ñèãíàëà îòêëèêà, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [2, 3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì îáîñíîâàíèå ôîðìóë ïîëó÷åííûõ â óêàçàííûõ ðàáî-
òàõ, ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îöåíêè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ.

2. Ðÿä Òåéëîðà-Ôóðüå

Ïóñòü ôóíêöèÿ (èññëåäóåìàÿ çàâèñèìîñòü) f(x) ðàçëîæèìà â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå
x0 , ò.å. f(x) ∈ C∞((x0 − R, x0 + R)) è îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ f(x)
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Çäåñü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè óêàçàííîãî ðÿäà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
x − x0 = z . Äîïóñòèì, âåëè÷èíà z ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà τ . Òàê íàïðèìåð, â
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ìîäóëÿöèîííûé àíàëèç
[1-3], è z îò âðåìåíè ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íàïðèìåð: z(τ) = h · cos(ωτ) .
Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x0 � åñòü âåëè÷èíà ñòàòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, à âåëè÷èíà

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
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h � ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ìîäóëÿöèè äàííîãî âîçäåéñòâèÿ ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω .
Âñëåäñòâèå ÷åãî ôóíêöèÿ f áóäåò çàâèñåòü îò τ (âðåìåíè) ïåðèîäè÷åñêè. Â îêðåñòíîñòè
x0 ôóíêöèè f(x) ñîîòâåòñòâóåò ðÿä Òåéëîðà [4, 5]:

f(x0 + z) =
∞∑
n=0

zn

n!
f (n)(x0). (2.1)

Çäåñü f (n)(x0) - ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n â òî÷êå x0 è |z| < R . Òàê êàê z(τ) ìåíÿåòñÿ ïî
ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, òî ðÿä (2.1) ïðåîáðàçóåòñÿ â ðÿä Ôóðüå [2, 3]:

f(x0 + h · cos t) =
∞∑
n=0

hn · cosn t
n!

f (n)(x0) =
A0

2
+

∞∑
m=1

Am · cos(mt), (2.2)

ãäå t = ωτ è

Am = 2
∞∑
n=0

1

n!(n+m)!
·
(
h

2

)2n+m

f (2n+m)(x0). (2.3)

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (2.3) äåéñòâèòåëüíî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ Am ðÿäà Ôóðüå (2.2). Êîýôôèöèåíòû Am îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå (â ñèëó
óäîáñòâà âîçüìåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ 0 è 2π ):

Am = 1
π

2π∫
0

∞∑
n=0

hn·cosn t
n!

f (n)(x0) · cos(mt)dt = 1
π

∞∑
n=0

hn

n!
f (n)(x0) ·

2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt .

Âû÷èñëèì èíòåãðàë
2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt (2.4)

Èíòåãðàë (2.4) îòëè÷åí îò íóëÿ, òîãäà êîãäà n = 2k +m è ðàâåí:

2π∫
0

cos2k+m(t) · cos(mt)dt = π

22k+m−1
· (2k +m)!

k! (k +m)!
, (2.5)

ãäå m, k = 0, 1, 2,. . . .
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (2.4) ïðîèçâåäåì ïóòåì çàìåíû cos x âûðàæåíèåì ( eix+e−ix)/2 :

2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt = 1

2n+1

n∑
k=0

Ck
n

2π∫
0

ei(n−k)te−ikt
(
eimt + e−imt

)
dt =

=
1

2n+1

n∑
k=0

Ck
n

2π∫
0

(
ei(n−m−2k)t

)
dt.

Çäåñü Ck
n = n!

k!(n−k)! � áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Èíòåãðàë îòëè-
÷åí îò íóëÿ ïðè óñëîâèè êîãäà, n+m−2k = 0 è n−m−2k = 0 . Ò.å. â ñóììå îñòàíåòñÿ ïî
îäíîìó ÷ëåíó ïðè k = (n−m)/2 è k‘ = (n+m)/2 . Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü âåëè÷èí (n−m)
è (n+m) ïðè öåëûõ k èìååì: n = 2k +m è k‘ = k +m . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt =
2π∫
0

cos2k+m t · cos(mt)dt = π

22k+m−1
· (2k +m)!

k! (k +m)!
.
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Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü (2.5) ïðè ëþáûõ m è k = 0 :

2π∫
0

cosm t · cosmtdt =
2π∫
0

(
eit + e−it

2

)m(
eimt + e−imt

2

)
dt =

=
1

2m+1

m∑
k=0

Ck
m

 2π∫
0

e(2m−2k)itdt+

2π∫
0

e−2kitdt

 =
π

2m−1
.

Ïðè m = 0 âû÷èñëåíèÿ äàþò (2.5):

2π∫
0

cos2k tdt =

2π∫
0

(
eit + e−it

2

)2k

dt =
1

22k

k∑
m=0

Cm
2k

2π∫
0

e2(m−k)itdt =
π

22k−1
· (2k)!
(k!)2

.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ïóñòü f(x) = cosx , ïðè x = h · cost áóäåì èìåòü õîðîøî èç-

âåñòíûé ðÿä Ôóðüå: cos(h · cost) = J0 (h) + 2
∞∑
m=1

(−1)m J2m (h) cos (2mt) , ãäå J2m (h) �

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà 2m .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äëÿ ôóíêöèè f(x) ïðè x = h · cost èìååì ðÿä Òåéëîðà (2.1) è ðÿä
Ôóðüå (2.2). Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå (2.3) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âåëè÷èí ñòàòè÷åñêîãî
âîçäåéñòâèÿ x0 è àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè h .

Âûøåïðèâåäåííûå äîâîäû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − R, x0 + R) ðàçëîæèìà â
ðÿä Òåéëîðà, òî ïðè x = x0+h cos t , ãäå h ≤ R , ôóíêöèÿ f(x0+h cos t) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå âèäà A0

2
+

∞∑
m=1

Am cosmt, ãäå Am = 2
∞∑
n=0

1
n!(n+m)!

·
(
h
2

)2n+m · f (2n+m) (x0) , à âåëè÷èíà

f (2n+m) (x0) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà 2n+m â òî÷êå x0 .

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì âûðàæåíèÿ (2.3) åñòü òî, ÷òî ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿäà êîýôôè-
öèåíòà Ôóðüå Am ïîðÿäêà m ÿâëÿåòñÿ m− àÿ ïðîèçâîäíàÿ f (m)(x) . Òî åñòü, â âûñøèå
ãàðìîíèêè âêëàä äàþò âûñøèå ïðîèçâîäíûå.

Ò.î. ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (àìïëèòóä ãàðìîíèê) âûðà-
æåííûå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à � âûðàçèòü
ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò
ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå.

3. Ñâÿçü ïðîèçâîäíûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó t îò f(x) , ãäå x = x0 + h · cos t :

df

dx

dx

dt
= h sin t

(
df

dx

)
x=x0+h cos t

=
∞∑
m=1

mAm sinmt. (3.1)

Ïîëîæèì â (3.1) t = π/2 è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðÿä äëÿ ïðîèçâîäíîé f :(
df

dx

)
x0

= f (1) (x0) =
1

h

∞∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1)A2m−1(x0, h). (3.2)
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Ï ð è ì å ð 3.1. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ äëÿ ôóíêöèè:

(
d

dx
sinh(x)

)∣∣∣∣
x=x0

=
2cosh(x0)

h

∞∑
m=1

(−1)m−1(2m− 1)I2m−1 (h) =

=
2cosh(x0)

h

∞∑
k=0

[
(h/2)2k+1

k!(k + 1)!
− 3

(h/2)2k+3

k!(k + 3)!
+ 5

(h/2)2k+5

k!(k + 5)!
− ...

]
= cosh(x0)

Äëÿ ôóíêöèè f(x) è åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóÿ àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ôîðìóëû (3.2)
ïîëó÷èì ðÿäû:

f(x0) =
A0(x0, h)

2
+

∞∑
m=1

(−1)mA2m(x0, h), (3.3)

(
d2f

dx2

)
x0

=
1

h2

∞∑
m=1

(−1)m−1 (2m)2A2m(x0, h). (3.4)

Â èòîãå ìû â ñâîåì àðñåíàëå èìååì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, âûðàæåííûå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
è ïðîèçâîäíûå, âûðàæåííûå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Â ïëàíå ïðèëîæåíèÿ âàæíû íå
ñòîëüêî ðÿäû, ñêîëüêî êîíå÷íûå ñóììû.

Ôîðìóëû (3.2) � (3.4) íå òðåáóþò òàêèõ æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íàêëàäûâàåìûõ íà ôóíê-
öèþ f(x) , êàêèå òðåáóþò ôîðìóëû (2.1) � (2.3). Íàïðèìåð, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû
(3.2) íåîáõîäèìî, ÷òîáû f(x) â òî÷êå x0 èìåëà ïðîèçâîäíóþ.

Íèæå ðàññìîòðèì ñëó÷àè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè.

4. Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â åñòåñòâåííûõ è òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ. Íàïðèìåð, ïðè ðå-
øåíèè ðÿäà çàäà÷ íà êîìïüþòåðå, èç-çà ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî
óäîáíåå âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Äðóãîé îáëàñòüþ ÷èñ-
ëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû ÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûñøèõ ïðîèç-
âîäíûõ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ãàðìîíèê ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(y) , êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè y = x + h · cost ðÿäîì
Ôóðüå (2.2). Ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(y) âûðàçèì ÷åðåç àìïëèòóäû ãàðìîíèê
(êîýôôèöèåíòû Ôóðüå) Am (3.2) [6]:

f (1)(x, h) =
1

h
(A1 − 3A3 + 5A5 − ...) . (4.1)

Âòîðàÿ è äðóãèå âûñøèå ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä (3.4) [4]:

f (2)(x, h) =
1

h2
(4A2 − 16A4 + ...) , (4.2)
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f (3)(x, h) =
24

h3
A3 + ... , (4.3)

f (4)(x, h) =
192

h4
A4 + .... (4.4)

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (2.3) âûðàçèì ÷åðåç èíòåãðàëû [4, 5]:

Am (x, h) =
1

π

∫ +π

−π
f (x+ h cos t) cosmtdt. (4.5)

Ó÷èòûâàÿ ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (4.1) è âûðàæåíèå (4.5) ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2) :

f (1) (x, h) =
1

hπ

∫ +π

−π
f (x+ h cos t) cos tdt + O(h2). (4.6)

Äåéñòâèòåëüíî. Ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ (4.6) ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî O(h3) è â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò cosm (x)(m = 1, 2, 3, 4) ïîëó÷èì:

f (1) (x, h) =
1

hπ

∫ +π

−π

[
f (x) + hf (1) (x) cos t+

h2

2
f (2) (x) cos2 t+

h3

6
f (3) (x∗) cos

3 t

]
cos tdt =

= f (1) (x) +
h2

8
f (3) (x∗) = f (1) (x) + O(h2).

Çäåñü x∗ ∈ (x0 − h, x0 + h) .
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ñèëó óäîáñòâà âûïîëíèì ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ñ øàãîì τ =

π/2 (ïðè ýòîì îöåíêà ïîãðåøíîñòè âûðàæåíèÿ (4.6) íå íàðóøàåòñÿ):

f (1) (x, h) =
1

hπ
· π
2
[f (x+ h) − f (x− h)] + O(h2) =

=
f (x+ h) − f (x− h)

2h
+ O(h2).

(4.7)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (4.7) ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé [8-10]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óìåíüøåíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íå óìåíüøàåò
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Òî÷íîñòü ïðîèçâîäíîé óâåëè÷èâàåòñÿ íà äâà ïîðÿäêà ñ ó÷åòîì àìïëèòóäû òðåòüåé ãàð-
ìîíèêè (ôîðìóëà (4.1)). Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ äëÿ A1 è A3 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
cos(3t) èìååò 6 âåòâåé âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âîçüìåì ðàâíûì
τ = π/6 . Â èòîãå ïîëó÷èì:

f (1) (x, h) =
1

6h
· {

√
3

[
f

(
x+

√
3

2
h

)
− f

(
x−

√
3

2
h

)]
− 2 [f (x+ h) − f (x− h)] +

+ 7

[
f

(
x+

1

2
h

)
− f

(
x− 1

2
h

)]
}+ O(h4).
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Çàìåíèì h/2 íà h è âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ:

f (1) (x, h) =
1

12h
{
√
3
[
f
(
x+

√
3h
)
− f

(
x−

√
3h
)]

− 2 [f (x+ 2h)− f (x− 2h)] +

+ 7 [f (x+ h)− f (x− h)]}+ O(h4).

(4.8)

Ó÷åò â ôîðìóëå (4.1) A5 óìåíüøèò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà äâà ïîðÿäêà (O(h6)) ,
íî ïðèâåäåò ê áîëåå ãðîìîçäêèì ôîðìóëàì.

Âûïîëíèì ïðîâåðêó (4.8). Ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèè f(x±h) , f(x±2h)
è f(x±

√
3h) . Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèì â (4.8) è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì:

f (1)(x) ≈

≈ 1

12h
[6hf (1)(x) + 3h3f (3)(x)− 8hf (1)(x)− 16

3
h3f (3)(x) + 14hf (1)(x) +

7

3
h3f (3)(x) +O(h5)] =

= f (1)(x) +O(h4).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (4.8) ñïðàâåäëèâà ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h4) .
Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû äëÿ f (2) âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì (4.2) è øàã èíòåãðè-

ðîâàíèÿ âîçüìåì ðàâíûé π/4 è òîãäà èìååì:
f (2) (x, h) ≈ 4

h2
A2, ãäå A2 = 1

π

∫ +π

−π f (x+ h cos t) cos 2tdt . Ïðè âû÷èñëåíèè äàííîãî
èíòåãðàëà ìåòîäîì òðàïåöèé ïîëó÷èì èçâåñòíóþ ôîðìóëó [6 - 9]:

f (2) (x, h) =
1

h2
[f (x+ h) − 2f(x) + f (x− h)] + O(h2) .

Âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h4) èìååò âèä:

f (2) (x, h) =
1

h2


−3

2
[f (x+ h) + f (x− h)]− 5f(x) +

+
√
2
2

[
f
(
x+ h cos π

8

)
+ f

(
x− h cos π

8

)]
−

−
√
2
2

[
f
(
x+ h cos 3π

8

)
+ f

(
x− h cos 3π

8

)]
+

+4
[
f
(
x+

√
2
2
h
)

+
√
2
2
f (x− h)

]
 + O(h4) .

Äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî âèäîèçìåíèòü ïóòåì çàìåíû h íà h/2 .
Äëÿ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíûõ ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (4.3) è (4.4) ïîëó÷àþòñÿ

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

f (3) (x, h) =
1

2h3
{[f (x+ 2h) − f (x− 2h)] − 2 [f (x+ h) − f (x− h)]}+ O(h2) (4.9)

f (4) (x, h) =
3

2h4

[
f (x+ 2h) − 2f

(
x+

√
2h
)

+ 2f (x) − 2f
(
x−

√
2h
)
+ f (x+ 2h)

]
+

+O(h2).

Ïðè âû÷èñëåíèè âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó òðàïåöèé, ó÷èòûâàëîñü, ÷òî
cos(2t) èìååò 4 âåòâè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, cos(3t) � 6, à cos(4t) � 8 âåòâåé.
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Ïðîâåðèì òî÷íîñòü ôîðìóëû äëÿ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé. Âîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå ôîð-
ìóëàìè, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè ïðè ïðîâåðêå âûðàæåíèÿ (4.8).

f (3)(x) ≈ 1

2h3

[
4hf (1)(x) +

8

3
h3f (3)(x)− 4hf (1)(x)− 16

3
f

′′′
(x)− 2

3
h3f (3)(x) +O(h5)

]
=

= f (3)(x) +O(h2)

Ï ð è ì å ð 4.1. Íàéäåì f (4) äëÿ f = sinx :

(sinx)(4) =
3

h4
sin x

[
cos(2h)− 2 cos(

√
2h) + 1

]
+O(h2) =

⟨
cos t ≈ 1− t2

2
+
t4

24

⟩
=

=
3 sin x

h4

(
2

3
h4 − 1

3
h4
)
+O(h2) = sin x + O(h2)

Ïîâûñèòü òî÷íîñòü âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ íà äâà ïîðÿäêà âîçìîæíî ïóòåì ó÷åòà âûñøèõ
ãàðìîíèê ôóíêöèè (ñì. ôîðìóëû (3.4), (4.1),(4.2)). Íàïðèìåð, âî âòîðîé ïðîèçâîäíîé íåîá-
õîäèìî ó÷åñòü 4-þ ãàðìîíèêó, â òðåòüåé � ïÿòóþ, â ÷åòâåðòîé � øåñòóþ ãàðìîíèêó è òàê
äàëåå, ñëåäóÿ âûøå ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòîé è ïðàêòè÷íûé âèä èìååò òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ
(4.9).

5. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè è åå ïðîèçâîä-

íûõ

Íà ïðàêòèêå ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ âûñ-
øèõ ãàðìîíèê (ìåòîä ìîäóëÿöèîííîãî Ôóðüå àíàëèçà) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçìåðèòåëü-
íûå øóìû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì �ñèãíàë/øóì�. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîé çàâèñèìîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðè-
òåðèåì ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå è Òåéëîðà è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ
ðÿäà íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü.

×àñòî â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿåìîé çàâèñèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæåíèå U (ýäñ) âîç-
íèêàþùåå íà äàò÷èêå, êîòîðîå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè èëè åå
ïðîèçâîäíîé, íàïðèìåð, âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÂÀÕ) èëè äèôôåðåíöèàëüíîå
ñîïðîòèâëåíèå ñîîòâåòñòâåííî [1-7]. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, çàïèøåì: U(x) = C · f(x) . Â
ñëó÷àå ÂÀÕ C = 1 , à x = I (ãäå I � ñèëà òîêà). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Am åñòü àìïëè-
òóäû ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ, ò.å. Am ≡ Um(x0, h) è x0 + h · cos t (x0 � ñèëà ïîñòîÿííîãî
òîêà, h � àìïëèòóäà ïåðåìåííîãî òîêà è t � ïàðàìåòð îïðåäåëåííûé âûøå, ò.å. t = ωτ) . Â
ýòîì ñëó÷àå ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûì íàïðÿæåíèåì U∗ áóäåò íåñèíóñîèäàëüíûé
ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë, êîòîðûé â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé:

U∗(t) =
U∗
0

2
+

N∑
m=1

U∗
m · cos(t).

Çäåñü N � ÷èñëî ãàðìîíèê, äëÿ êîòîðûõ |U∗
m| > ∆U , ãäå ∆U � îøèáêà èçìåðåíèÿ.
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Äëÿ îöåíêè îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé df/dx ïðè îòñóòñòâèè ãèñòåðåçèñà â
çàâèñèìîñòè f(x) âîñïîëüçóåìñÿ ðÿäîì Ôóðüå (2.2) è ðÿäîì äëÿ ïðîèçâîäíîé (3.2) [3 - 5].
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî df/dx - �èñòèííàÿ� ïðîèçâîäíàÿ èññëåäóåìîé (�èñòèííîé�) çàâèñèìî-
ñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì (3.2). Âûðàæåíèå df∗/dx ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåííîé ïðîèçâîäíîé,
îïðåäåëÿåìîé êîíå÷íîé ñóììîé ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûõ àìïëèòóä U∗

m(x0, h) :

df∗
dx

=
1

h

N∑
m=1

(−1)m−1 · (2m− 1) · U∗
2m−1. (5.1)

Îøèáêó îöåíèì ïî ôîðìóëå: ∣∣∣∣h · df
dx

− h · df∗
dx

∣∣∣∣ < δU. (5.2)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.2) è (5.1) âûðàæåíèå (5.2) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ðÿäà (3.2) RN ïðèìåò
âèä: ∣∣∣∣∣

N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1 +RN −
N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · U∗
2m−1

∣∣∣∣∣ < δU. (5.3)

Çäåñü δU � âåëè÷èíà (íåêîòîðîå íàïðÿæåíèå), îïðåäåëÿþùàÿ òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ;
N � ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåë¼ííûõ, íå÷¼òíûõ ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ U∗

k , îãðàíè-
÷åííîå íàïðÿæåíèåì øóìîâ Uø è îøèáêîé èçìåðåíèÿ. Ãäå Uø � ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå
íàïðÿæåíèå øóìîâ. Ïóñòü âåëè÷èíà ∆U â öåëîì (ñ ó÷åòîì Uø) ÿâëÿåòñÿ îøèáêîé èçìå-
ðåíèÿ íàïðÿæåíèÿ U. Íåîáõîäèìî ÷òîáû ïðè âñåõ k ≤ N , U∗

k > ∆U(Uø) . Îñòàòîê ðÿäà

(3.2) RN î÷åâèäíî ðàâåí RN =
∞∑

m=N+1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííîé îøèáêå èçìåðåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ∆U ÷èñëî íàáëþäàåìûõ
ãàðìîíèê ñ àìïëèòóäîé áîëüøåé îøèáêè ðàñòåò ñ ðîñòîì àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè è çàâèñèò
îò �ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè èñõîäíîé çàâèñèìîñòè�. �Ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè� áóäåì îïðåäå-
ëÿòü ÷èñëîì äîìèíèðóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà çàâèñèìîñòè f . Âûñîêàÿ ñòåïåíü íåëè-
íåéíîñòè, ò.å. êîãäà ó ôóíêöèè èìåþòñÿ ðåçêèå èçìåíåíèÿ, ò.å. �ñêà÷êè� èëè �âûáðîñû�
áëèçêèå ê èçëîìàì è ðàçðûâàì ïåðâîãî ðîäà îáóñëàâëèâàåò ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà.
Áîëåå íàãëÿäíî ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ðåçêèå �âûáðîñû� (èçìåíåíèÿ) ó ôóíêöèè
îïèñûâàþòñÿ âûñîêèìè ÷àñòîòàìè ãàðìîíèê Ôóðüå èëè âûñîêèìè ñòåïåíÿìè ïîëèíîìà.
Íàèáîëüøàÿ íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà (íîìåð) ãàðìîíèêè èëè ñòåïåíü ïîëèíîìà áóäóò ôàê-
òè÷åñêè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà øèðèíå �âûáðîñà� èëè ñêà÷êà.

Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó δU . Äîïóñòèì, ÷òî îøèáêà èçìåðåíèÿ âåëè÷èí U∗
k äëÿ âñåõ

k ≤ N èìååò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó ∆U , òîãäà:

∣∣∣∣∣
N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1 +RN −
N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · U∗
2m−1

∣∣∣∣∣ <
<

N∑
m=1

(2m− 1)
∣∣A2m−1 − U∗

2m−1

∣∣ + |RN | .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |A2m−1 − U∗
2m−1| ≤ ∆U äëÿ àáñîëþòíîé îøèáêè ïîëó÷èì:

δUa =

∣∣∣∣h · df
dx

− h · df∗
dx

∣∣∣∣ < ∆U ·
N∑
m=1

(2m− 1) + |RN | = N2 ·∆U + |RN | (5.4)
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Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà áóäåò ðàâíà:

δUS =

√√√√ N∑
m=1

(2m− 1)2 ·∆U2 + R2
N = ∆U ·

√
N(2N − 1)(2N + 1)/3 +

R2
N

∆U2
.

Òîãäà òî÷íîå çíà÷åíèå h · (df/dx) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ:

h · df∗
dx

± ∆U

√
N(2N − 1)(2N + 1)/3 +

R2
N

∆U2
(5.5)

Íå îïðåäåëåííûì îñòàåòñÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí RN ðÿäà. Âåëè÷èíà îñòàòêà RN çàâèñèò îò
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè f(x) [4, 5]. Ïðè îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé df/dx ìû
ïðåäïîëàãàåì å¼ ñóùåñòâîâàíèå. Åñëè f(x) , êðîìå òîãî, èìååò d2f/dx2 óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì Äèðèõëå [4, 5], òî RN ëåãêî îöåíèòü è îí ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì U0/N ò.å.:
|RN | < U0/N . Çäåñü U0 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, îöåíêó êîòîðîé äàäèì
íèæå. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îñòàòêà RN íåîáõîäèìî, ÷òîáû
èñòèííûå A2m−1 èìåëè îöåíêó: |A2m−1| < U0/(2m− 1)3 . Ò.å. ìû ïîëó÷àåì:

|RN | =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=N+1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1

∣∣∣∣∣ < U0

∞∑
m=N+1

1

m2
<
U0

N
(5.6)

Áîëåå íàãëÿäíî âîññòàíàâëèâàåìàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî èçëîìîâ. Åñëè èññëåäóåìàÿ çàâèñèìîñòü U(x) îáëàäàåò ãèñòåðåçèñíûìè ñâîéñòâàìè
îöåíêà (5.6) íå ãîäèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìà ïðîèçâîäíàÿ èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

Çà âåëè÷èíó U0 ãðóáî ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå èç âñåãî ìíî-
æåñòâà U∗

2m−1 íàáëþäàåìûõ ãàðìîíèê (U0 = max |U∗
2m−1|) , íàïðèìåð, U∗

1 - àìïëèòóäó
ïåðâîé ãàðìîíèêè. Áîëåå òî÷íî â êà÷åñòâå U 0 ìîæíî âçÿòü max |U∗

2m−1| ïðè m > N , ò.å.
ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü îòáðàñûâàåìûõ àìïëèòóä ãàðìîíèê, íàïðèìåð, |U∗

2N+1| � ìîäóëü
ïåðâîé èç îòáðàñûâàåìûõ ãàðìîíèê èëè îøèáêó ∆U èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû ãàðìîíèêè.
Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ áóäåò ðàâíà:

δUS =

(
∆U

√
N(2N − 1)(2N + 1)/3 +

1

N2

)∣∣∣∣∣
N>>1

∝ ∆U ·N3/2 (5.7)

Àáñîëþòíàÿ îøèáêà îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå: δUa = (N2+1/N)·∆U . Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ
îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ δU ðàñòåò ñ ðîñòîì N êàê N3/2 . Ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
Nêð âåëè÷èíà δU áóäåò ñðàâíèìà ñ âîññòàíàâëèâàåìîé ïðîèçâîäíîé (δU ≈ h · (dU/dx)) .
Êðèòè÷åñêîå ÷èñëî àìïëèòóä ãàðìîíèê Nêð ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h
df

dx
=

∞∑
m=1

(−1)m−1 · (2m− 1) · A2m−1 <

∞∑
m=1

(2m− 1) · |A2m−1| ≈

≈ A∗

∞∑
m=1

1

(2m− 1)2
=
π2

8
A∗ ≈ U∗.

Çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.7) ïîëó÷èì:

Nêð =
3

√(
U∗

∆U

)2

. (5.8)
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Íàïðèìåð, ïðè 10% òî÷íîñòè èçìåðåíèé Nêð = 5 , ò.å. ó÷åò â ôîðìóëå (5.1) 9-îé ãàðìîíèêè
áóäåò êðèòè÷åñêèì.

Â îáùåì ñëó÷àå åñëè m + 1 ïðîèçâîäíàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Äèðèõëå, òî
îñòàòîê ðÿäà áóäåò îöåíèâàòüñÿ: |RN | ∝ U0/N

m . Çäåñü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m > 2 . Â
ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óáûâàþò î÷åíü áûñòðî.

Ïðè âîññòàíîâëåíèè ñàìîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè f ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

δU =

√
(N + 1)∆u2 + [U0/ (2N)]2;

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè d2f/dx2 èìååì:

δU =
√

(8/15)N(N + 1)(2N + 1)(3N2 + 3N − 1) ·∆u2 + [U0/(2N2)]2.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèè èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè ïðåäïîëàãàëîñü ñóùåñòâîâà-
íèå åå ïðîèçâîäíîé, à ïðè âîññòàíîâëåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè
ïðåäïîëàãàëîñü ñóùåñòâîâàíèå 3åé ïðîèçâîäíîé óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Äèðèõëå, ñî-
îòâåòñòâåííî.
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Application of the Taylor-Fourier series for numerical and

experimental calculation of investigation dependance

derivatives.

c⃝ N. D. Kuzmichev2

Abstract. Found the formulas for Fourier series coe�cient of function expanding Taylor serie
and formulas for numerical and experimental calculation of derivatives with help Fourier series
coe�cients.
Key Words: modulation Fourier analysis, Taylor-Fourier series, numerical di�erentiation,
experimental founding of derivatives, precision of calculation.
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