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Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ, îïè-
ñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì â íåîäíî-
ðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ èòåðàöèÿìè íà ãðàíèöå ðàçðûâà ðåøåíèÿ è êîýôôèöèåíòîâ.
Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èòåðàöèîííûé ìåòîä, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå, îïåðàòîð, ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè
è ðåøåíèåì. Ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ âîçíèêàþò ïðè ìà-
òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è, äèôôóçèè, ôèëü-
òðàöèè, òåîðèè óïðóãîñòè è äð.

Íà ïðàêòèêå, ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ êîí-
ñòðóêöèÿõ, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðíàÿ ñèòóàöèÿ. Ñðåäà íåîäíîðîäíàÿ, àíèçîòðîï-
íàÿ, ìíîãîñëîéíàÿ, è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ
òåïëà, ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Â òàêèõ òåëàõ (ñðåäàõ) òåïëîïåðåäà÷à ìåæ-
äó ñëîÿìè â ìíîãîñëîéíûõ ñðåäàõ ïðîèñõîäèò çà÷àñòóþ çà ñ÷åò êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà.
Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ Sk ñòà-
âÿòñÿ, òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì âûñîêîòåìïåðàòóðíîé
òåïëîôèçèêè çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ïðèîáðåëè ïåðâîñòåïåííîå çíà-
÷åíèå � ðàñ÷åò ìíîãîñëîéíûõ òåïëîèçîëÿöèîííûõ ïîêðûòèé â ìåòàëëóðãèè, àâèàöèîííîé
è êîñìè÷åñêîé òåõíèêå, ðàñ÷åò ìíîãîñëîéíûõ ïîêðûòèé ãîëîâîê ðàêåò, ýëåìåíòîâ ïðåîá-
ðàçîâàòåëåé ýíåðãèè è ò.ä. Åñëè òåïëîâîé êîíòàêò ìåæäó ñðåäàìè (òåëàìè) Ω1 è Ω2 , òàê
íàçûâàåìûé, � èäåàëüíûé, òî òåìïåðàòóðû è òåïëîâûå ïîòîêè íà êîíòàêòèðóþùèõ ïî-
âåðõíîñòÿõ â îáîèõ òåëàõ ñîâïàäàþò. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà, íàïðèìåð, êîãäà òåëà
Ω1 è Ω2 òåñíî ïðèæàòû, íàïðèìåð, â ñïàÿõ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî òàêèå óñëîâèÿ
íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè S êîíòàêòà òåë Ω1 è
Ω2 . Âîçìîæíû è äðóãèå ìîäåëè êîíòàêòà. Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ áîëüøîå âíèìà-
íèå çàñëóæèâàþò óñëîâèÿ íà S , òàê íàçûâàåìîãî, íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ñðåä. Ê çàäà÷å
ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ òàêîãî âèäà ïðèâîäèò, íàïðèìåð, çàäà÷à î ìîäåëèðîâàíèè ïðî-
öåññà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â òîíêîì ñòåðæíå 0 ≤ x ≤ l , èìåþùåì ïðè x = ξ ,
ξ ∈ (0, l) ðàçðåç ñ òåïëîèçîëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè. Â ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ òåïëîâîé
êîíòàêò ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ñðåäàìè, íàïðèìåð, äåòàëÿìè îáû÷íî íåëüçÿ ñ÷èòàòü
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èäåàëüíûì. Òàêîé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè íåäîñòàòî÷íî ïëîòíîì ñîïðèêîñ-
íîâåíèè øåðîõîâàòûõ òâåðäûõ òåë. Ïðè íåèäåàëüíîì òåïëîâîì êîíòàêòå òåïëîâîé ïîòîê
íåïðåðûâåí, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, îäíàêî ïðè íåèäåàëü-
íîì òåïëîâîì êîíòàêòå â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà íàðóøàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî òåìïåðàòóð íà S . Åñëè ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì,
òî äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ òåðìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòàêòà (êîíòàêòíîå òåïëîâîå ñîïðî-
òèâëåíèå). Òåìïåðàòóðà ïðè ïåðåõîäå ãðàíèöû íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà S òåðïèò ðàçðûâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûé òåïëîâîìó ïîòîêó ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì êîíòàêòíîìó òåïëîâîìó
ñîïðîòèâëåíèþ.

Ðàçëè÷èå òåìïåðàòóð ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì
êîíòàêòíîìó òåðìè÷åñêîìó ñîïðîòèâëåíèþ (îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîíòàêòíîé òåïëî-
âîé ïðîâîäèìîñòè), êîòîðàÿ êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì θk . Òàê ÷òî
â ñëó÷àå íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà óñëîâèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà íà êîíòàêòíîé
ãðàíèöå S çàìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè

∂u1
∂NS

=
∂u2
∂NS

= θk[u] = θk(u2(x)− u1(x)), x ∈ S; (1.1)

ãäå θk > 0 � êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîé ïðîâîäèìîñòè (êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òåïëî-
îáìåíà). Êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà, ñâÿçàííûé ñ óñëîâèÿìè êîíòàêòà íà S ,
çàâèñèò îò áîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü ìåæäó
äâóìÿ àíèçîòðîïíûìè òåëàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè k

(1)
α (x) è k

(2)
α (x) ïî-

ìåùåíà òîíêàÿ ñëàáî ïðîâîäÿùàÿ ïðîñëîéêà. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ êîíòàêòà ìîãóò áûòü
îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿìè (1.1), ãäå âåëè÷èíà θk ïðîïîðöèîíàëüíà êîýôôèöèåíòó òåïëî-
ïðîâîäíîñòè òîíêîé ñëàáî ïðîâîäÿùåé ïðîñëîéêè. Èç óñëîâèé (1.1) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå
íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ðàâåíñòâî òåïëîâûõ ïîòîêîâ èìååò ìåñòî, ò.å. òåïëîâîé ïîòîê íà
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà S ìåæäó òåëàìè Ω1 è Ω2 íåïðåðûâåí, à òåìïåðàòóðà ðàçðûâíà
(ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïî òåìïåðàòóðå), ò.å. ïîÿâëÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ òåïëîâûì ïî-
òîêàì ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòíûìè òåìïåðàòóðàìè. Òàêèì îáðàçîì, êîíòàêòè-
ðóþùèå òåëà íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà S èìåþò ðàçëè÷íóþ òåìïåðàòóðó, ñêà÷åê êîòîðûé
ïðîïîðöèîíàëåí òåïëîâîìó ïîòîêó ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè θ−1

k � êîýôôè-
öèåíòîì êîíòàêòíîãî òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ( θk � êîíòàêòíàÿ ïðîâîäèìîñòü).

Èññëåäîâàíèå êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåïëîîáìåíà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ïî ñåãîäíÿøíèé
äåíü. Ê ÷èñëó âàæíûõ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷ ñëåäóåò îòíåñòè, íàïðèìåð, çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ
(èäåíòèôèêàöèè) êîíòàêòíûõ òåïëîâûõ ñîïðîòèâëåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ òåïëîïåðåäà÷ó
ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ÷àñòÿìè êîíñòðóêöèé (áîëòîâûõ è çàêëåïî÷íûõ ñîåäèíåíèé,
ðàçúåìîâ, øàðíèðîâ è ò.ä.). Â êîíñòðóêöèÿõ íà êëåÿõ ðîëü êîíòàêòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
èãðàåò íåêîòîðîå ýôôåêòèâíîå òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèå êëååâîé ïëåíêè. Äëÿ ðåøåíèÿ òà-
êèõ çàäà÷ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü è ðàçâèâàòü ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìåòîäû òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ÓÌÔ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äâóõñëîéíóþ ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïëàñòèíêó. Çàïèøåì óñëî-
âèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñëîåâ

k1(x)
∂u1
∂x

= k2(x)
∂u2
∂x

, k1(x)
∂u1
∂x

= θk[u],

ãäå k1(x) è k2(x) � êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ñëîåâ, u1(x) è u2(x) � òåìïåðàòó-
ðû ñëîåâ, [u] = u2(x) − u1(x) � ñêà÷îê òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå ñëîåâ; θ−1

k � òåïëîâîå
êîíòàêòíîå ñîïðîòèâëåíèå. Âåëè÷èíà rk = θ−1

k ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, íàïðèìåð, êàê
êîíñòàíòà, èëè, â îáùåì ñëó÷àå, êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x , u (êàê ôóíêöèÿ òî÷êè è
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òåìïåðàòóðû) è ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èëè èç ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïî ðåçóëüòàòàì
èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóð â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ñëîåâ.

Çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ) ñ óñëîâèÿìè íåèäåàëüíîãî êîí-
òàêòà ÷àñòî âîçíèêàþò òàêæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â ìåõàíèêå ñïëîø-
íûõ ñðåä, òåîðèè óïðóãîñòè è äð. Ïî ïîâîäó ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çàäà÷ î ñîïðÿ-
æåíèè ñ óñëîâèÿìè íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà äîáàâèì ñëåäóþùåå. Íà ïðàêòèêå ïðè ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò
âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ÓÌÔ â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñî-
áîé ñîâðåìåííûå êîíñòðóêöèè (ñîîðóæåíèÿ) ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ è ñîäåðæàùèõ òîíêèå
âêëþ÷åíèÿ ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ðåçêî îòëè÷àþùèìèñÿ îò îñíîâíîé ñðåäû.
Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå ñëàáî òåïëîïðîâîäÿùèå ýëåìåíòû
(ýëåìåíòû ñ òåïëîèçîëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè), à òàêæå, íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñëàáî ïðîíèöàåìûå ýëåìåíòû (òîíêèå ñëàáî
ïðîíèöàåìûå âêëþ÷åíèÿ), òîëùèíû êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ
ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (íàïîðíîé ôèëüòðà-
öèè), íàïðèìåð, ïðè ñîçäàíèè â ðóñëàõ ðåê ãðàâèòàöèîííûõ ïëîòèí, ðàñïîëîæåííûõ íà
ôèëüòðóþùåì óïðóãîì îñíîâàíèè, âàæíî ó÷åñòü, ÷òî â àêòèâèçàöèè ôèëüòðàöèîííûõ
ïðîöåññîâ â îñíîâàíèè ãðàâèòàöèîííûõ ïëîòèí èìåþò, ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â îñíîâàíèè
ïëîòèí, òîíêèå ñëàáî ïðîíèöàåìûå âêëþ÷åíèÿ: ïðîñëîéêè ñëàáî ïðîíèöàåìûõ ãðóíòîâ,
öåìåíòàöèîííûå çàâåñû, øïóíòû. Ñ÷èòàÿ òàêèå âêëþ÷åíèÿ áåñêîíå÷íî òîíêèìè è ñëàáî
ïðîíèöàåìûìè èõ âëèÿíèå íà èññëåäóåìûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ìîæíî ó÷åñòü çàäàíèåì
óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ S ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé:

g(x) =

(
∂u

∂NS

)−

=

(
∂u

∂NS

)+

= θ(x)[u], x ∈ S,

(
∂u

∂NS

)±

=

(
2∑

α=1

kα(x)
∂u

∂xα
cos( ˆn, xα)

)±

,

[u] = u2(x)− u1(x) = u+(x)− u−(x)− ñêà÷åê ôóíêöèè u(x) íà S;

ãäå g(x) � çàðàíåå íåèçâåñòíûé ïîòîê òåïëîòû èëè âåùåñòâà ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ïëîùàä-
êó; θ(x) ≥ θ0 > 0 � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, S = Ω1 ∩Ω2 � òîíêîå âêëþ÷åíèå, Ω1 ∩Ω2 = ∅ , Ω1

è Ω2 � íåêîòîðûå îáëàñòè.
×èñëåííàÿ ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ

ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè è ïðåæäå âñåãî â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ äèñêðå-
òèçàöèè óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Âàæíåéøåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà âûñîêîòî÷íûõ ýêîíîìè÷íûõ àëãîðèòìîâ
äèñêðåòèçàöèè òàêèõ çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè,
â òîì ÷èñëå ðàçðàáîòêà ýêîíîìè÷íûõ, ñõîäÿùèõñÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èõ ðåàëèçàöèè.

2. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ñ ðàç-

ðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè. Çàäà÷à À

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R2 ñ Ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé ∂Ω . È ïóñòü Ω ðàçäåëåíà íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé êðè-
âîé S (âíóòðåííåé ãðàíèöåé S ) íà äâå ÷àñòè (íà ïîäîáëàñòè) Ω1 = Ω− è Ω2 = Ω+ (ëåâóþ
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è ïðàâóþ, ò.å. Ω− � ñëåâà îò S è Ω+ � ñïðàâà îò S ) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2 ñîîòâåòñòâåí-
íî,óäîâëåòâîðÿþùèìè òîìó æå óñëîâèþ Ëèïøèöà. Íà êðèâîé S âûáðàíà îðèåíòàöèÿ è â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåé áóäåì ãîâîðèòü î S+ � �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S è S−

� �îòðèöàòåëüíîé� ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S . Ïðåäïîëàãàåòñÿ (äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé
íà ïîâåðõíîñòè S , ñì. íèæå), ÷òî ê ïîâåðõíîñòè S ñî ñòîðîíû S+ ïðèìûêàåò îáëàñòü
Ω2 = Ω+ , à ñî ñòîðîíû S− ïðèìûêàåò îáëàñòü Ω1 = Ω− . Òàêèì îáðàçîì, Ω åñòü îáúåäè-
íåíèå îáëàñòåé Ω1 Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê êîíòàêòíîé ãðàíèöû S : Ω = Ω1∪Ω2∪S , à ∂Ω
� âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω (â îòëè÷èå îò S � âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè Ω . Î÷åâèä-
íî, ÷òî ∂Ω = (∂Ω1 ∪ ∂Ω2) \ S . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Ω1 = Γ1 ∪ S , ∂Ω2 = Γ2 ∪ S , ãäå ÷àñòè
(êóñêè) Γk , k = 1, 2 � îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk (Γk � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü
∂Ωk ïîñëå âû÷åòà S , k = 1, 2 , ò.å. Γk � ãðàíèöû îáëàñòåé Ωk áåç S ), Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω ≡ Γ .

×åðåç nα , α = 1, 2 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè ∂Ωα ,
α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S ,
îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , ò.å. íîðìàëü n íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 (n = n(x)
� åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê S , ñîãëàñîâàííûé ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íà S ).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó, âåêòîðû n1(x) è n2(x) , x ∈ S ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðî-
âàíû íà S , òî n(x) = n1(x) = −n2(x) íà S .

Çàìåòèì òàêæå, òàê êàê ãðàíèöû ∂Ω è ∂Ωk , k = 1, 2 îáëàñòåé Ω è Ωk , k = 1, 2
ïî ïðåäïîëîæåíèþ Ëèïøèöåâû, òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂Ω è x ∈ ∂Ωk , k = 1, 2 (çà
èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê) îïðåäåëåíû åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ
íîðìàëåé, íàïðèìåð, íîðìàëü n = (nx1 , nx2) , ãäå nx1 è nx2 � êîîðäèíàòû âåêòîðà n .
Òàê ÷òî âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ñóùåñòâóåò ïî÷òè âåçäå íà ∂Ω è ∂Ωk , k = 1, 2 . Â

äàëüíåéøåì íà êóñêàõ
◦
Γk ãðàíèö ∂Ωk ïîëîæèòåëüíîé ìåðû mesΩk > 0 , k = 1, 2 áóäóò

çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëåííîãî òèïà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω = Ω1∪Ω2∪S , ñîñòîÿùåé èç äâóõ

÷àñòåé (ïîäîáëàñòåé) Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà äâå ÷àñòè âíóòðåííåé ãðàíèöåé S .
Çàäà÷à À. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè u(x) âèäà: u(x) = u1(x) , x ∈ Ω1 = Ω− , u(x) =

u2(x) , x ∈ Ω2 = Ω+ , ãäå ôóíêöèÿ u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) Èùåòñÿ ôóíêöèÿ u1(x) , îïðåäåëåííàÿ íà Ω1 = Ω1 ∪ ∂Ω1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ â Ω1

óðàâíåíèþ

L1u1 = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(1)α (x)

∂u1
∂xα

)
+ d1(x)q1(u1) = f1(x), â Ω1, (2.1)

à íà ãðàíèöå ∂Ω1 \ S = Γ1 óñëîâèþ

u1(x) = 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 \ S; (2.2)

2) Èùåòñÿ ôóíêöèÿ u2(x) , îïðåäåëåííàÿ íà Ω2 = Ω2 ∪ ∂Ω2 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ â Ω2

óðàâíåíèþ

L2u2 = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(2)α (x)

∂u2
∂xα

)
+ d2(x)q2(u2) = f2(x), â Ω2, (2.3)

à íà ãðàíèöå ∂Ω2 \ S = Γ2 óñëîâèþ

u2(x) = 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω2 \ S. (2.4)
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Çäåñü k
(1)
α (x) , k

(2)
α (x) , dα(x) , fα(x) , qα(ξ) , α = 1, 2 � íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè,

îïðåäåëåííûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωα ïî ðàçíîìó, ïðè÷åì

k(1)α (x) ̸= k(2)α (x), d1(x) ̸= d2(x), f1(x) ̸= f2(x), q1(ξ) ̸= q2(ξ), x ∈ S; (2.5)

ýòè ôóíêöèè íàäåëåíû â îáëàñòÿõ Ωα íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè (ñì. äàëåå).
3) Èñêîìûå ôóíêöèè u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà

S , ïîçâîëÿþùèì �ñøèòü� ðåøåíèÿ u1(x) è u2(x) âäîëü S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 :

g(x) =
∂u1
∂NS

=
∂u2
∂NS

= θ(x)(u2 − u1), x ∈ S. (2.6)

Çäåñü

∂up
∂NS

=
2∑

α=1

k(p)α (x)
∂up
∂xα

cos( ˆn, xα), p = 1, 2.− (2.7)

� êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à θ(x) ≥ θ0 > 0 ; n � íîðìàëü ê S , íàïðàâëåííàÿ âíóòðü
îáëàñòè Ω2 (n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω1 ).

Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó (2.1)-(2.7) íàçîâåì çàäà÷åé À.
Çàäà÷ó À ìîæíî ïåðåïèñàòü â óäîáíîì (êîìïàêòíîì) âèäå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà

u(x) =

{
u1(x), x ∈ Ω1,
u2(x), x ∈ Ω2;

kα(x), d(x), f(x), q(ξ) =

{
k
(1)
α (x), d1(x), f1(x), q1(ξ), x ∈ Ω1,

k
(2)
α (x), d2(x), f2(x), q2(ξ), x ∈ Ω2,

α = 1, 2,

ãäå k
(k)
α (x) , α = 1, 2 , dk(x) , fk(x) , qk(ξ) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ

Ω1 è Ω2 ôóíêöèè, çàäàâàåìûå â Ωk ïî ðàçíîìó. Çäåñü uk , k = 1, 2 � ñóæåíèå ôóíêöèè
u(x) íà Ωk , k = 1, 2 .

Òîãäà ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó À ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì íà S (çàäà÷ó î ñîïðÿæåíèè
ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì, áîëåå êîìïàêòíîì âèäå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç
îáëàñòåé Ω1 è Ω2 óðàâíåíèþ

Lu(x) ≡ −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
+ d(x)q(u) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 = (∂Ω1 \ S) ∪ (∂Ω2 \ S),

è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå S (íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé Ω1 è Ω2 )

g(x) =

(
∂u

∂NS

)−

=

(
∂u

∂NS

)+

= θ(x)[u], x ∈ S,

ãäå (
∂u

∂NS

)±

=

(
2∑

α=1

kα(x)
∂u

∂xα
cos( ˆn, xα)

)±

,

[u] = u2 − u1 = u+ − u− − ñêà÷åê ôóíêöèè u(x) íà S;
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Çíàêè �+�, �-� îáîçíà÷àþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé áåðóòñÿ ïî ðàçëè÷-
íûå ñòîðîíû ãðàíèöû ðàçäåëà S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 , ò.å. çíàê �+� îáîçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå
ôóíêöèè áåðåòñÿ íà S â òî÷êå x ∈ Ω2 , à �-� � â òî÷êå x ∈ Ω1 .

Êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ðàçíîñòü âåëè÷èíû â íèõ çàêëþ÷àþùåéñÿ, âçÿòîé íà
ïðàâîì è ëåâîì �áåðåãàõ� êîíòàêòíîé ãðàíèöû S . Òàê ÷òî èíäåêñ �+� îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå
âåëè÷èíû ñ ïðàâîãî �áåðåãà� êîíòàêòíîé ãðàíèöû. Åñëè áûòü áîëåå òî÷íûì, òî [u(x)]|S �
ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ðàçíîñòü ìåæäó u+ è u− � ïðàâûì è ëåâûì ïðåäåëüíûìè çíà÷å-
íèÿìè ôóíêöèè u(x) íà êðèâîé S , âû÷èñëåííûìè ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå x ∈ S ñî ñòîðîíû
îáëàñòè Ω2 è ñî ñòîðîíû îáëàñòè Ω1 :

[u(x)]|S ≡ u(x)|x→S−0 − u(x)|x→S+0 ,[
∂u

∂NS

]∣∣∣∣
S

≡ ∂u

∂NS

∣∣∣∣
x→S−0

− ∂u

∂NS

∣∣∣∣
x→S+0

.

Òî åñòü ýòî îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêà÷êà ôóíêöèè íà S , ãäå u+(x) , x ∈ S îçíà÷àåò
çíà÷åíèå (ñëåä) ôóíêöèè u(x) â òî÷êå x íà ãðàíèöå S ñî ñòîðîíû Ω2 , à u−(x) , x ∈ S �
çíà÷åíèå (ñëåä) ôóíêöèè u(x) â òî÷êå x íà S ñî ñòîðîíû Ω1 (ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ u(x)
íà êðèâîé S ñ ðàçíûõ ñòîðîí îò S : [u] ≡ u+(x) − u−(x) , x ∈ S , ãäå u±(x) = limu(x′) ,
x′ → x ∈ S , x′ ∈ Ω± ).

Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ãðàíèöû ∂Ωk îáëàñòåé Ωk Ëèïøèöåâû, òî îïåðàòîð ñóæå-
íèÿ u± → u±|S èç W 1

2 (Ω
±) â L2(S) íåïðåðûâåí; çäåñü Ω+ = Ω2 , Ω

− = Ω1 .
Äàëåå, òàê êàê êîýôôèöèåíòû kα(x) , α = 1, 2 , d(x) , ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) çàäàþòñÿ,

âîîáùå ãîâîðÿ, ïî ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , òî ýòè ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåòåðïåâàþò
ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â îáëàñòè Ω íà êðèâîé S ⊂ Ω .

Ðàçðûâíîñòü êîýôôèöèåíòà kα(x) óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ñðåäà (îáëàñòü
Ω ) ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé è ñîñòàâëåíà èç äâóõ (â íàøåì ñëó÷àå) ðàçíîðîäíûõ ïî ñâî-
èì ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ìàòåðèàëîâ (îáëàñòü Ω ñîñòîèò èç ÷àñòåé ñ ðàçíûìè
ñâîéñòâàìè).

Òàê êàê ôóíêöèè kα(x) , α = 1, 2 , d(x) , f(x) (ïî ïðåäïîëîæåíèþ) èìåþò íà S ðàçðûâ
ïåðâîãî ðîäà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

[kα(x)]|S = k(2)α (x)
∣∣
S
− k(1)α (x)

∣∣
S
= k+α (x)− k−α (x) ̸= 0, (2.8)

[d(x)]|S = d2(x)|S − d1(x)|S = d+(x)− d−(x) ̸= 0,

[f(x)]|S = f2(x)|S − f1(x)|S = f+(x)− f−(x) ̸= 0.

Èç óñëîâèÿ (2.8) è óñëîâèé (2.5), (2.6)(
∂u

∂NS

)−

=
∂u1
∂NS

=
∂u2
∂NS

=

(
∂u

∂NS

)+

, x ∈ S, (2.9)

ñëåäóåò, ÷òî (2.8) ïðåäïèñûâàåò ñêà÷åê ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç S , ò.å.
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ u(x) èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà S . Â òî æå âðåìÿ, â
ñèëó (2.9), [

∂u

∂NS

]
= 0, x ∈ S − ñêà÷åê ôóíêöèè

∂u

∂NS

íà S ðàâåí íóëþ,

òî åñòü óñëîâèå (2.9) � òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (íåïðåðûâ-
íîñòü ïîòîêà).
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû íàðÿäó ñ (2.9) áûëî çàäàíî óñëîâèå

[u] = 0, x ∈ S − ñêà÷åê ôóíêöèè íà S ðàâåí íóëþ

(âìåñòî óñëîâèÿ (2.6)), òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àëî áû, ÷òî îíî òðåáóåò íåïðåðûâíîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è íà êðèâîé S . Òàê ÷òî ðàçðûâ â êîýôôèöèåíòàõ kα(x) â óðàâíåíèè â ýòîì
ñëó÷àå îçíà÷àë áû, ÷òî ðåøåíèå u(x) çàäà÷è èìååò ñëàáûé ðàçðûâ íà êðèâîé S (ò.å.
ôóíêöèÿ u(x) íåïðåðûâíà íà S , à åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà
íà êîíòàêòíîé êðèâîé S .

Êðàåâàÿ çàäà÷à À ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì, ìîæåò îïèñûâàòü, íà-
ïðèìåð, ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà, êîãäà â ðîëè óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò, íàïðèìåð,
ïðàâàÿ ÷àñòü f1(x) ≡ g(x) ∈ U óðàâíåíèÿ (2.1), ïðè÷åì â ðîëè ìíîæåòñâà äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé U âûñòóïàåò

U =
{
f1(x) = g(x) ∈ L2(Ω1) : ξ1 ≤ g(x) ≤ ξ1 ï.â. íà Ω1

}
,

ãäå ξ1 è ξ2 � çàäàííûå êîíñòàíòû, ï.â. � ïî÷òè âñþäó, à â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà öåëè
g → J(g) , g ∈ U âûñòóïàåò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë

J(f1) = J(g) =

∫
Ω2

|u(x, g)− u0(x)|2dΩ2.

Çäåñü u0(x) ∈ L2(Ω2) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à u(x, g) � ðåøåíèå çàäà÷è À, îòâå÷àþùåå
äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî H(Ω0) , Ω1 ∪ Ω2 = Ω0 ïàð ôóíêöèé u(x) =
(u1(x), u2(x)) :

H(Ω0) =
{
u = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)

}
,

òî åñòü {
u(x) ∈ H(Ω0) ⇔ u1 ≡ u|Ω1

∈ W 1
2 (Ω1),

u(x) ∈ H(Ω0) ⇔ u2 ≡ u|Ω2
∈ W 1

2 (Ω2).

Çäåñü W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ

Ωk , k = 1, 2 ñ ãðàíèöåé ∂Ωk , k = 1, 2 è íîðìîé [1]-[3]

∥uk∥W 1
2 (Ωk) =

∫
Ωk

[
2∑

α=1

(
∂uk
∂xα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2.

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)H =
2∑

k=1

∫
Ωk

(graduk · gradvk + ukvk) dΩk =
2∑

k=1

∫
Ωk

[
2∑

α=1

∂uk
∂xα

∂vk
∂xα

+ ukvk

]
dΩk,

u(x), v(x) =

{
u1(x), v1(x), x ∈ Ω1,
u2(x), v2(x), x ∈ Ω2,

è íîðìîé

∥u∥2H = ∥u1∥2W 1
2 (Ω1)

+ ∥u2∥2W 1
2 (Ω2)

=
2∑

k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

,

H = H(Ω0) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(Ω0) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå è íîðìó:

(u, v)∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

graduk · gradvkdΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

ukvkdΓk +

∫
S

[u][v]dS =

2∑
k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

∂uk
∂xα

∂vk
∂xα

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

ukvkdΓk +

∫
S

[u][v]dS,

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2kdΓk +

∫
S

[u]2dS. (2.10)

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk ñîäåðæèò ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. ×åðåç W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) îáîçíà÷èì

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿ-

åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè (â îêðåñòíîñòè)
◦
Γk⊂ ∂Ωk ,

k = 1, 2 � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà
◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk , k = 1, 2 . Ïîä ó÷àñòêàìè

◦
Γk ãðàíèöû

∂Ωk ïîíèìàþòñÿ êóñêè ãðàíèöû ∂Ωk ; åñòåñòâåííî, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà

êàêîé-ëèáî èç ó÷àñòêîâ
◦
Γk âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó è ò.ï.; W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) ñîâïàäàåò ñ W 1

2 (Ωk)

ïðè
◦
Γk= ∅ ; W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) =

◦
W 1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∂Ωk .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ uk(x) ∈ W 1
2 (Ωk;

◦
Γk) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [3]∫

Ωk

u2k(x) dΩk ≤ C
Ωk;

◦
Γk

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk, k = 1, 2.

ñ ïîñòîÿííîé C
Ωk;

◦
Γk
, çàâèñÿùåé òîëüêî îò Ωk è

◦
Γk , ïðè ýòîì �ïëîùàäü� êóñêà

◦
Γk ïî-

âåðõíîñòè ∂Ωk äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé: mes
◦
Γk> 0 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) ïàð ôóíêöèé u(x) = (u1(x), u2(x)) :

◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) =

{
u = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1)×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
ñ íîðìîé (2.10):

∥u∥2◦
HΓ1,γ2

= ∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
[u]2dS.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è À áóäåì íàçûâàòü òà-

êóþ ôóíêöèþ u(x) ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

Q(u, v) =

∫
Ω1∪Ω2

[
2∑

α=1

kα
∂u

∂xα

∂v

∂xα
+ d(x)q(u)v

]
dΩ0 +

∫
S

θ(x)[u][v] dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(x)v dΩ0 = l(v), ∀v ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0). (2.11)
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Â äàëüíåéøåì, îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü:

kα(x) ∈ L∞(Ω1)× L∞(Ω2), 0 < ν ≤ kα(x) ≤ ν, x ∈ Ω1 ∪ Ω2;

d(x) ∈ L∞(Ω1)× L∞(Ω2), 0 < d0 ≤ d(x) ≤ d0, x ∈ Ω1 ∪ Ω2;

θ(x) ∈ L∞(S), 0 < θ0 ≤ θ(x) ≤ θ0, x ∈ S;
f(x) ∈ L2(Ω1)× L2(Ω2);

(2.12)

ôóíêöèÿ qα(ξ) îïðåäåëåíà íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

qα(0) = 0, 0 ≤ q0 ≤
[
qα(ξ1)− qα(ξ2)

]
/(ξ1 − ξ2) ≤ Lq <∞ äëÿ âñåõ ξ1, ξ2 ∈ R, ξ1 ̸= ξ2.

(2.13)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.12)-(2.13). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) çàäà÷è À â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1. Çà-

äà÷à î íàõîæäåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç (2.11) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ

Au = F,

ãäå îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ íà
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) áèëèíåéíîé ôîðìîé Q(u, v) ñ ïîìîùüþ

ðàâåíñòâà (
Au, v

)
◦
HΓ1,Γ2

= Q(u, v), ∀u, v ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0),

à ïðàâàÿ ÷àñòü F ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì(

F, v
)

◦
HΓ1,Γ2

= l(v), ∀u, v ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0),

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥u∥ ◦
HΓ1,Γ2

≤ C
2∑

k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk).

3. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ çàäà÷è À î ñîïðÿæåíèè ñ ðàçðûâ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì ñ èòåðàöèÿìè íà âíóòðåí-

íåé ãðàíèöå ðàçðûâà ðåøåíèÿ è åãî ñõîäèìîñòü

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó À ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì (2.1)-(2.7).
Îêàçûâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà ìîæíî ýôôåêòèâíî îñó-
ùåñòâëÿòü ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, à èìåííî, èòåðàöèé íà ãðàíèöå S ðàç-
ðûâà ðåøåíèÿ, â ñî÷åòàíèè ñ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [4], [5]
â îòäåëüíîñòè â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 .

Â äàííîì ïóíêòå îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñàõ î ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ
èòåðàöèÿìè íà ãðàíèöå S ⊂ Ω ðàçðûâà ðåøåíèÿ çàäà÷è À è îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè
ïðîöåññà èòåðàöèé.

Çàäà÷å (2.1)-(2.7) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ èòåðà-
öèÿìè íà âíóòðåííåé ãðàíèöå S :

L1u
n
1 = −

2∑
α=1

∂

∂xα

(
k(1)α (x)

∂un1
∂xα

)
+ d1(x)q1(u

n
1 ) = f1(x), x ∈ Ω1, (3.1)
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un1 = 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 \ S, (3.2)

∂un1
∂N∂Ω1

=
∂un1
∂NS

= θ(x)
[
un−1
2 (x)− un1 (x)

]
, x ∈ S; (3.3)

L2u
n
2 = −

2∑
α=1

∂

∂xα

(
k(2)α (x)

∂un2
∂xα

)
+ d2(x)q2(u

n
2 ) = f2(x), x ∈ Ω2, (3.4)

un2 = 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω2 \ S, (3.5)

− ∂un2
∂N∂Ω2

=
∂un2
∂NS

= θ(x)
[
un2 (x)− un1 (x)

]
, x ∈ S;n = 1, 2, ..., (3.6)

ãäå u02(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íàïðèìåð, u02(x) = 0 íà S .
Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.1)-(3.6) ñâîäèò ðåøåíèå èñõîäíîé ãðàíè÷íîé

çàäà÷è À ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì ê ðåøåíèþ íà êàæäîé èòåðàöèè n äâóõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷
(3.1)-(3.3) è (3.4)-(3.6) â ïîäîáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé un1 (x) è un2 (x)
ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ôóíêöèé {un(x)} =

{
(un1 (x), u

n
2 (x))

}∞
n=1

òà-
êèõ, ÷òî unk(x) ∈ W 1

2 (Ωk; Γk) , k = 1, 2 è êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì òîæäå-
ñòâàì: ∫

Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α

∂un1
∂xα

∂v1
∂xα

+ d1(x)q(u
n
1 )v1

]
dΩ1 +

∫
S

θ(x)un1v1 dγ =

=

∫
S

θ(x)un−1
2 v1dγ +

∫
Ω1

f1(x)v1dΩ1, ∀v1(x) ∈ W 1
2 (Ω1; Γ1), (3.7)

∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α

∂un2
∂xα

∂v2
∂xα

+ d2(x)q(u
n
2 )v2

]
dΩ2 +

∫
S

θ(x)un2v2 dγ =

=

∫
S

θ(x)un1v2dγ +

∫
Ω2

f2(x)v2dΩ2, ∀v2(x) ∈ W 1
2 (Ω2; Γ2); (3.8)

n = 1, 2, ... ; u02(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (íàïðèìåð, u02(x) = 0 íà S ).
Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [8] ìîæíî óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðå-

øèìîñòü çàäà÷ (3.7)-(3.8) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé un1 (x) è un2 (x) â êëàññàõ W 1
2 (Ω1; Γ1) è

W 1
2 (Ω2; Γ2) (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íîìåðå n ) ñîîòâåòñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.12), (2.13). Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå

4C2
∥∥θ(x)∥∥2

L∞(S)
< 1, (3.9)

ãäå C = const > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.1)-(3.6) ñõîäèò-
ñÿ â íîðìå ∥·∥H (à çíà÷èò è â íîðìå (2.10) â ñèëó èõ ýêâèâàëåíòíîñòè) ê åäèíñòâåííîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è À ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u02(x) ∈ W 1

2 (Ω2; Γ2) è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∥∥zn∥∥

H
=
(
∥zn1 ∥W 1

2 (Ω1) + ∥zn2 ∥W 1
2 (Ω2)

)1/2
≤ qn∥z02∥W 1

2 (Ω2), (3.10)

ãäå

0 < q =

(
2C2∥θ(x)∥2L∞(S)

1− 2C2∥θ(x)∥2L∞(S)

)1/2

< 1. (3.11)
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ðàçíîñòíûå àïïðîêñè-
ìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò è ðàçâèâàåò ðå-
çóëüòàòû [6]-[9].
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Iterative processes for states with discontinuous coe�cients

and solutions in optimal control of quasilinear equations

c⃝ F.V. Lubyshev4, M.E. Fairuzov5, G.Y. Galeeva6

Abstract. Developed an iterative process for state-controlled processes described by nonlinear
equations with discontinuous coe�cients and solution in inhomogeneous anisotropic media with
iterations on the boundary of discontinuity and coe�cients. The question of convergence of the
iterative process.
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