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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãíîñòèðîâàíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ ëî-
êàëüíîé ïîëîñòè â ñòåðæíå ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åãî èçãèáíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ èäåíòè-
ôèêàöèè ïîëîñòè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èç äâóõ ñïåêòðîâ èçãèáíûõ
êîëåáàíèé (âîêðóã ðàçíûõ îñåé).
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1. Ââåäåíèå

Ñòåðæíè, áàëêè ÿâëÿþòñÿ äåòàëÿìè ìíîãèõ ìåõàíèçìîâ è êîíñòðóêöèé, â êîòîðûõ ÷à-
ñòî îáðàçóþòñÿ äåôåêòû (òðåùèíû, ïîëîñòè èç-çà êîððîçèè, óäàðîâ è ò. ï.). Äëÿ ïðåäîò-
âðàùåíèÿ àâàðèé è ïîëîìîê âîçíèêàåò çàäà÷à èõ ðàííåé äèàãíîñòèêè. ×àñòî äëÿ âû-
ÿâëåíèÿ äåôåêòà â ñòåðæíå è åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ èñïîëüçóþò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû åãî
êîëåáàíèé [1-8].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãíîñòèðîâàíèå ëîêàëüíîé ïðèçìàòè÷åñêîé ïî-
ëîñòè â ñòåðæíå êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî
îñè X (ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ) è åå äëèíà, íî íåèçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî
îñè Y è åå ðàçìåðû â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ Y Z . Ðàíåå, â ñòàòüå [9], àâòîðàìè áûë
ðàññìîòðåí ñëó÷àé òðóá÷àòîãî ñòåðæíÿ, ó êîòîðîãî ïîëîñòü ïðîõîäèò ïî âñåé åãî äëèíå.
Áûëà ïðîâåäåíà äèàãíîñòèêà ïîëîñòè òðóá÷àòîãî ñòåðæíÿ, à òàêæå âûÿâëåíî ìåñòîïîëî-
æåíèå ïîëîñòè, ïðè êîòîðîì ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóá÷àòîãî
ñòåðæíÿ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñïëîøíî-
ãî áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò ñòàòüè [9], ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ïîëîñòü, ò.å.
ïîëîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ðàññìàòðèâàåìîé
ëîêàëüíîé ïîëîñòè èñïîëüçóþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èç äâóõ ñïåêòðîâ èçãèáíûõ êîëå-
áàíèé (âîêðóã ðàçíûõ îñåé). Ïîêàçàíî, ÷òî ïî äâóì ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ âçÿòà èç ñïåêòðîâ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé äåôåêòíîãî ñòåðæíÿ âîêðóã ðàç-
íûõ îñåé, ìîæíî îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû ðàçìåðà h è ìåñòîïîëîæåíèÿ
a ëîêàëüíîé ïîëîñòè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñ äåôåêòîì â âèäå ëîêàëüíîé ïîëî-
ñòè. Åãî ñå÷åíèå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.1.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñõåìà ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ ëîêàëüíîé ïîëîñòüþ

Óðàâíåíèå èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá èìååò âèä
[10]:

EJ
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρF

∂2u(x, t)

∂t2
= 0,

ãäå u(x, t) - ïðîãèá òåêóùåé îñè ñòåðæíÿ, E [êã/ì2] - ìîäóëü óïðóãîñòè, J [ì4] - ìî-
ìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè ñå÷åíèÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè êîëåáàíèé, ρ [êã/ì3] - ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, F [ì2] - ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñòåðæíÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ωai .

Âûáåðåì ñëåäóþùèé âèä çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ: ëåâûé êîíåö æåñòêî çàêðåïëåí, ïðàâûé
êîíåö ñâîáîäåí (êîíñîëüíûé ñòåðæåíü).

Ïîëîñòü êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ ëîêàëèçóåòñÿ â ñòåðæíå íà îòðåçêå [x1;x2] , äëèíà åå
èçâåñòíà. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.1, ïàðàìåòð a îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ïîëîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ñòåðæíÿ âäîëü îñè Y . Ïðè a = 0 ïîëîñòü ëåæèò íà ñðåäèííîé îñè ñòåðæíÿ.
Ïàðàìåòð h îïðåäåëÿåò ðàçìåðû ïîëîñòè, ïðè èçâåñòíîé åå ïðîòÿæåííîñòè. Íåîáõîäèìî
èäåíòèôèöèðîâàòü ïîëîñòü â ñòåðæíå, òî åñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
a è ïàðàìåòðà h ïîëîñòè.

3. Äèàãíîñòèðîâàíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ ïîëîñòè

Çàäà÷à îá èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ äëèíû L çàìåíîé
u(x, t) = y(x)cosωt ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å [10]:

y4(x) =
ρFω2

EJ
y(x) (3.1)

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(L) = 0, y′′′(L) = 0, (3.2)
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y1(x1) = y2(x1), y2(x2) = y3(x2),
y′1(x1) = y′2(x1), y′2(x2) = y′3(x2),

EJ1y
′′
1(x1) = EJ2y

′′
2(x1), EJ2y

′′
2(x2) = EJ1y

′′
3(x2),

EJ1y
′′′
1 (x1) = EJ2y

′′′
2 (x1), EJ2y

′′′
2 (x2) = EJ1y

′′′
3 (x2),

(3.3)

ãäå x1, x2 - ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû ïîëîñòè, y1 è y2 - ïðîãèáû ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò ëåâîé ãðàíèöû ïîëîñòè, y2 è y3 - ïðîãèáû ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà
è ñïðàâà îò ïðàâîé ãðàíèöû ïîëîñòè,

F =


F1, x ∈ [0, x1),
F2, x ∈ [x1, x2],
F1, x ∈ (x2, L],

J =


J1, x ∈ [0, x1),
J2, x ∈ [x1, x2],
J1, x ∈ (x2, L].

Ðàâåíñòâà (3.3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ [10, ñ.197].
Ïîëîñòü â ñòåðæíå ëîêàëèçóåòñÿ íà îòðåçêå [x1;x2] . Äëèíà åå èçâåñòíà. Äëÿ èäåíòè-

ôèêàöèè ðàçìåðà ïîëîñòè â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ Y Z (òî åñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
h ) ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ âîêðóã îñè Y . Äëÿ âûøåîïèñàííîãî ñòåðæíÿ

F1 = H2, J1 =
H4

12
.

Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà îòðåçêå [x1;x2] , ãäå ëîêàëèçóåòñÿ ïîëîñòü, ðàâíà
F2 = H2 − h2 . Îïðåäåëèì ìîìåíò èíåðöèè J2 . Â ñëó÷àå êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã
îñè Y ìîìåíò èíåðöèè J2 èìååò âèä:

J2 = JY =
H4 − h4

12

(îñü Y ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîé îñüþ). Òî åñòü îí íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a . Ñëåäîâàòåëü-
íî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèé âîêðóã îñè Y , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà, îïè-
ñàííîãî â [11].

Èçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ, åå äëèíà, à
òàêæå åå ðàçìåðû â ïëîñêîñòè Y Z . Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y ,
òî åñòü íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a . Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ îïðåäåëåíà ñèñòåìà
îñåé Z è Y (îñè ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé H ). Íåéòðàëüíàÿ îñü Z1

ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ. ×òîáû îäíîçíà÷íî âûÿâèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
a , ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Z1 . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå ïîëîæåíèÿ íàéäåì
öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Z [12].

Ðàçîáüåì ñå÷åíèå íà ôèãóðû: 1 - êâàäðàò (H ×H ), 2 - ïîëîñòü (h× h ).
Ïëîùàäè ôèãóð: êâàäðàò f1 = H2 , ïîëîñòü f2 = −h2 (äëÿ ïîëîñòè ïëîùàäü âûðàæà-

åòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé). Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ F2 = H2 − h2 .
Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû yi öåíòðîâ òÿæåñòè ôèãóð, ñîñòàâëÿþùèõ ñå÷åíèå, îòíîñè-

òåëüíî îñè Z . Ðåçóëüòàòû ïîìåñòèì â òàáëèöó.

×àñòè ñå÷åíèÿ Ïëîùàäè ÷àñòåé fi Êîîðäèíàòà yi èõ öåíòðîâ òÿæåñòè
1 H2 0
2 −h2 a

Îïðåäåëèì ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé îñè Z :

SZ = H2 · 0− h2 · a.
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Êîîðäèíàòà yc öåíòðà òÿæåñòè ñå÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Z èìååò âèä:

yc =
SZ
F2

=
−h2a
H2 − h2

.

Ïîëîæåíèå íåéòðàëüíîé îñè Z1 , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ (ðèñ. 3.1), íàé-
äåíî.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Íåéòðàëüíàÿ îñü Z1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ, d = (h2a)/(H2 − h2)

Âû÷èñëèì òåïåðü ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëü-
íîé îñè Z1 .

JZ1 =
H4

12
+H2

(
h2a

H2 − h2

)2

−

(
h4

12
+ h2

(
a+

h2a

H2 − h2

)2
)
.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ, âûðàæåíèå äëÿ JZ1 ïðèìåò âèä:

JZ1 =
H4 − h4

12
− H2h2a2

H2 − h2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ íà îòðåçêå [x1;x2] , ãäå
ëîêàëèçóåòñÿ ïîëîñòü, èìååò âèä:

J2 = JZ1 =
H4 − h4

12
− H2h2a2

H2 − h2
.

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç ñïåêòðà ÷àñòîò êîëå-
áàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì òåïåðü îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî ìåñòîïîëîæåíèå ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [x1; x2] ïîëîñòè
âäîëü îñè Y .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïî îäíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå èç äâóõ ðàçíûõ ñïåêòðîâ ÷à-
ñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé ìîæíî îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ìåñòîïîëîæåíèå è ðàçìå-
ðû ðàññìàòðèâàåìîé ëîêàëüíîé ïîëîñòè.
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4. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû íà êîíêðåòíîì ïðè-
ìåðå. Äëÿ îïèñàííîãî êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ âîçüìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

H = 0, 1 ì, L = 1 ì, ρ = 7850 êã/ì3, E = 2, 1 · 106 êã/ñì2 = 2, 1 · 1010 êã/ì2.

Ñòåðæåíü èìååò ïîëîñòü êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå [0,26;0,74]
ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] ïî èçâåñòíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Y ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 0, 01 ì , õàðàêòåðè-
çóþùåãî ðàçìåðû ïîëîñòè ïðîòÿæåííîñòüþ 0,48 ì, íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå [0,26;0,74].

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà
êîëåáàíèé âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî
ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà [11]. Ðåçóëüòàòû çàíåñåíû â òàáëèöó 1.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ,
ëîêàëèçîâàííîé íà ó÷àñòêå [0,26;0,74], h = 0, 01 .

ωa1(ðàä/ñ) a ωa2(ðàä/ñ) a ωa3(ðàä/ñ) a
166,239 0 1043,818 0 2921,126 0
166,138 0,01 1043,249 0,01 2920,040 0,01
165,837 0,02 1041,539 0,02 2916,772 0,02
165,334 0,03 1038,681 0,03 2911,294 0,03
164,626 0,04 1034,660 0,04 2903,562 0,04
164,195 0,045 1032,208 0,045 2898,830 0,045

Ï ð è ì å ð 4.2. Âîçüìåì ñòåðæåíü, îïèñàííûé â ïðèìåðå 4.1., ñ ïîëîñòüþ êâàä-
ðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå [0,26;0,32] ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü
ñòåðæíÿ. Äëèíà ïîëîñòè ñîñòàâëÿåò 0,06 ì.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] ïî èçâåñòíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Y ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 0, 01 ì .

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà
êîëåáàíèé âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî
ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà [11]. Ðåçóëüòàòû çàíåñåíû â òàáëèöó 2.

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ,
ëîêàëèçîâàííîé íà ó÷àñòêå [0,26;0,32], h = 0, 01 .

ωa1(ðàä/ñ) a ωa2(ðàä/ñ) a ωa3(ðàä/ñ) a
166,013 0 1040,687 0 2915,026 0
166,013 0,01 1040,648 0,01 2914,788 0,01
166,012 0,02 1040,532 0,02 2914,071 0,02
166,01 0,03 1040,338 0,03 2912,866 0,03
166,007 0,04 1040,061 0,04 2911,157 0,04
166,005 0,045 1039,891 0,045 2910,108 0,045
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Ï ð è ì å ð 4.3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòåðæåíü, êîíöû êîòîðîãî çàùåìëåíû
(îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê è ó îïèñàííûõ âûøå êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé).
Ñòåðæåíü èìååò ïîëîñòü êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå [0,26;0,74]
ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ. Äëèíà ïîëîñòè ñîñòàâëÿåò 0,48 ì.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] ïî èçâåñòíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Y ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 0, 01 ì , õàðàêòåðè-
çóþùåãî ðàçìåðû ïîëîñòè, íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå [0,26;0,74].

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà
êîëåáàíèé âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî
ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà [11]. Ðåçóëüòàòû çàíåñåíû â òàáëèöó 3.

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ,
ëîêàëèçîâàííîé íà ó÷àñòêå [0,26;0,74], h = 0, 01 .

Êîíöû ñòåðæíÿ çàùåìëåíû.
ωa1(ðàä/ñ) a ωa2(ðàä/ñ) a ωa3(ðàä/ñ) a
1061,08 0 2920,852 0 5720,131 0
1060,66 0,01 2919,869 0,01 5718,736 0,01
1059,39 0,02 2916,91 0,02 5714,538 0,02
1057,27 0,03 2911,953 0,03 5707,502 0,03
1054,29 0,04 2904,956 0,04 5697,564 0,04
1052,48 0,045 2900,676 0,045 5691,481 0,045

5. Ñîâïàäåíèå ÷àñòîò ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ è ñïëîøíîãî áåçäå-

ôåêòíîãî ñòåðæíÿ

Â ðàáîòå [9] íà ïðèìåðå êîëåáàíèé ñïëîøíîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ è òðóá÷àòîãî
ñòåðæíÿ (ïîëîñòü ïðîõîäèò ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì
ïîëîæåíèè ïîëîñòè ñòåðæíÿ, îäèí èç ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé ñïëîøíîãî áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ òàêæå ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ëîêàëèçîâàííîé íà îò-
ðåçêå [x1;x2] ïîëîñòè âäîëü îñè Y , ïðè êîòîðîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ
áåç ïîëîñòè (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè). Îäíàêî ñëó÷àé ëîêàëüíîé ïîëîñòè
îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ïîëîñòè, ïðîõîäÿùåé ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ (òðóá÷àòûé ñòåðæåíü),
òåì, ÷òî ýòè ïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé è ïîñëåäóþùèõ
÷àñòîò. Äëÿ òðóá÷àòîãî ñòåðæíÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [9], îòíîøåíèå

ωa
i

ω∗
i
íå çàâèñèò îò

i , äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3, 4 . . .
Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êî-

ëåáàíèé ñïëîøíîãî áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ, âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî
è ðàññìàòðèâàåìûé ñòåðæåíü ñ ëîêàëüíîé ïîëîñòüþ:

ω∗
1 = 166, 01(ðàä/ñ), ω∗

2 = 1040, 369(ðàä/ñ), ω∗
3 = 2913, 062(ðàä/ñ).

Íà ðèñ. 5.1 èçîáðàæåí ãðàôèê, ïîêàçûâàþùèé âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëüíîé
ïîëîñòè âäîëü îñè Y (òî åñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ), íà ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Ãðàôèê ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæåíèÿ
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ïîëîñòè, ïðè êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ ñîâ-
ïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè èçãèáíûõ êîëåáàíèé áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ
òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè). Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a , ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
ñîâïàäåíèå ÷àñòîò áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ è ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ, ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ
ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñîâïàäàþò ïðè
a = 0, 015 , âòîðûå - ïðè a = 0, 024 , òðåòüè - ïðè a = 0, 027 .

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îò ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ ïîëîñòè äëÿ ïðèìåðà 4.2. ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.2. Cîâïàäåíèå ÷àñòîò ñòåðæíÿ
ñ ïîëîñòüþ è áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè) ïðîèñõî-
äèò ïðè a = 0, 031 - äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïðè a = 0, 028 - äëÿ âòîðîé, ïðè
a = 0, 028 - äëÿ òðåòüåé.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îò ìåñòîïîëî-
æåíèÿ ïîëîñòè äëÿ ïðèìåðà 4.3. ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.3. Â ïðèìåðå 4.3. äëÿ ñïëîøíîãî
áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èìåþò âèä:

ω∗
1 = 1056, 367(ðàä/ñ), ω∗

2 = 2911, 916(ðàä/ñ), ω∗
3 = 5708, 520(ðàä/ñ).

Cîâïàäåíèå ÷àñòîò ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ è áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå
õàðàêòåðèñòèêàìè) ïðîèñõîäèò ïðè a = 0, 033 - äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïðè
a = 0, 030 - äëÿ âòîðîé, ïðè a = 0, 028 - äëÿ òðåòüåé.

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [0,26;0,74] ïîëîñòè íà ïîâåäåíèå

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò ωa1/ω
∗
1 , ðÿä 2 ñîîòâåòñòâóåò

ωa2/ω
∗
2 , ðÿä 3 ñîîòâåòñòâóåò ωa3/ω

∗
3
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Ð è ñ ó í î ê 5.2

Âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [0,26;0,32] ïîëîñòè íà ïîâåäåíèå

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò ωa1/ω
∗
1 , ðÿä 2 ñîîòâåòñòâóåò

ωa2/ω
∗
2 , ðÿä 3 ñîîòâåòñòâóåò ωa3/ω

∗
3

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [0,26;0,74] ïîëîñòè íà ïîâåäåíèå

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè, ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò ωa1/ω
∗
1 , ðÿä 2

ñîîòâåòñòâóåò ωa2/ω
∗
2 , ðÿä 3 ñîîòâåòñòâóåò ωa3/ω

∗
3

6. Âûâîäû

1. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî îñè X (ïðîõîäÿùåé âäîëü
ñòåðæíÿ) è åå äëèíà, íî íåèçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî îñè Y è åå ðàçìåðû â ïëîñ-
êîñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ Y Z , ïðîâåäåíî äèàãíîñòèðîâàíèå ëîêàëüíîé ïîëîñòè â ñòåðæíå.
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Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïîëîñòè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷à-
ñòîò èç äâóõ ñïåêòðîâ èçãèáíûõ êîëåáàíèé (âîêðóã ðàçíûõ îñåé). Ïî äâóì ñîáñòâåííûì
÷àñòîòàì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âçÿòà èç ñïåêòðîâ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ
ïîëîñòüþ âîêðóã ðàçíûõ îñåé, ìîæíî îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû ðàçìåðà
h è ìåñòîïîëîæåíèÿ a ïîëîñòè.
2. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî ïîëîæåíèå ëî-
êàëüíîé ïîëîñòè ñòåðæíÿ âäîëü îñè Y , ïðè êîòîðîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû åãî èçãèáíûõ
êîëåáàíèé (âîêðóã îñè Z1 ) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè áåçäå-
ôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè), ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
a ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ïîëîñòü ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ â ïðîìåæóòêå ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ñòåðæíÿ è åãî íåé-
òðàëüíîé îñüþ, ñëåäóåò ñ îñòîðîæíîñòüþ ïðèìåíÿòü ìåòîäû äèàãíîñòèðîâàíèÿ äåôåêòîâ ñ
ïîìîùüþ îäíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Îíè íå âñåãäà ïîçâîëÿò âûÿâèòü
è ïðàâèëüíî èäåíòèôèöèðîâàòü òàêîé äåôåêò.

Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü Ì.À. Èëüãàìîâó è Á.Ì. Ëþïàåâó çà îáñóæäåíèÿ.
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Diagnosing cavity in the rod

c⃝ A. M. Akhtyamov3, E. V. Salyakhova4

Abstract. The article deals with diagnosing the location and size of the local cavity in the rod on
the natural frequencies of its �exural vibrations. For cavity identi�cation two spectra of �exural
vibrations (around di�erent axes) are suggested to use.
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