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àâòîðåãðåññèè â íåóñòîé÷èâûõ ñëó÷àÿõ

c⃝ À. Í. Ñòàðöåâ1, Ò. Ñ. Ìèðçàåâ2

Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ àâòîðåãðåññèè, îòëè÷íûå îò îöå-
íîê íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â íåóñòîé÷èâûõ (êðèòè÷åñêèõ)
ñëó÷àÿõ, ò.å. êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
èìåþò, êàê ïðàâèëî, ñëîæíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäëàãàåìûå æå íåñòàíäàðòíûå
îöåíêè â áîëüøèíñòâå êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ èìåþò áîëåå ïðîñòîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííàÿ àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, îäíîâðåìåííàÿ àâòîðå-
ãðåññèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîñòðàíñòâåííàÿ (spatial) àâòîðåãðåññèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáûêíî-
âåííàÿ àâòîðåãðåññèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, îöåíêà ïàðàìåòðîâ, íåñòàíäàðòíûé ïîäõîä, ïðåäåëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ íåñòàíäàðòíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê â ðàçëè÷íûõ
ìîäåëÿõ àâòîðåãðåññèè. Óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíûõ
ñâÿçåé, çàäàþùèõ èñõîäíûé ïðîöåññ è â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ îòäåëüíî.
Ñõîæèì ñïîñîáîì ìîæíî ñòðîèòü è êëàññè÷åñêèå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò.å. íå
îïèðàÿñü íà ìåòîä ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû êâàäðàòîâ ïî èñõîäíûì ïàðà-
ìåòðàì.

Íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêîãî òèïà îöåíîê ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îöåíêè íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ èìåþò ñëîæíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âûðàæàþ-
ùååñÿ, êàê ïðàâèëî, ÷åðåç ôóíêöèîíàëû îò ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé èìåííî êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàïðèìåð, â ñëó÷àå îáûêíîâåííîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ò.å. êîãäà Xt = αXt−1+ εt, áûëî óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå âîïðîñó òàáóëèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ìîäåëè îáûêíîâåííîé àâòîðåãðåññèè ïðåäñòàâëÿþò
áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ýêîíîìèñòîâ (ïðîãíîçèðîâàíèå óðîæàéíîñòè è ò.ï.), òî ìîäåëè îäíî-
âðåìåííîé àâòîðåãðåññèè, ò.å. êîãäà Xt = αXt−1 + βXt+1 + εt è ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé
àâòîðåãðåññèè, ò.å. êîãäà Xt,s = αXt−1,s+ βXt,s−1 + εt,s ïðåäñòàâëåíèé èíòåðåñ â ãåîëîãèè,
ñåëüñêîì õîçÿéñòâå è â ÷àñòíîñòè ïðè îáðàáîòêå ñïóòíèêîâûõ èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè
Çåìëè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãíîçà àíîìàëüíûõ ÿâëåíèé. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ìîäå-
ëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåññèè íà÷àëè èíòåíñèâíî èññëåäîâàòüñÿ ëèøü â ïîñëåäíèå
2 äåñÿòèëåòèÿ. Áîëåå ïîäðîáíóþ èñòîðèþ âîïðîñà, â ñðàâíåíèè ñ ïðèâåäåííåé çäåñü, ïî
êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ìîæíî ïî÷åðïíóòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ññûëêàõ íà
ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè.

1Ïðîôåññîð, ôèëèàë Ðîññèéñêîãî Ýêîíîìè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà èì. Ã.Â.Ïëåõàíîâà â ã. Òàøêåíòå, e-
mail: anstartsev@gmail.com.

2Ìë. íàó÷í. ñîòð., Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÀÍÐÓç., Òàøêåíò, e-mail:
tsmirzaev@mail.ru.
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2. Ìîäåëè îäíîìåðíîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Xt = αXt−1 + εt, t = 1, 2, ..., (2.1)

ãäå ε1, ε2, ...− íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (í.î.ð.ñ.â.)
ñ Eε1 = 0, Eε21 = 1, X0− íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Èçâåñòíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà α, ïîëó÷åííàÿ ïî n íàáëþäåíèÿì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ èìååò âèä

⌢
α n =

n∑
t=1

Xt−1Xt

n∑
t=1

X2
t−1

. (2.2)

Åñëè {εi} íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, òî îöåíêà (2.2) ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà îöåíêà
⌢
α n çàòðóäíÿåò íàõîæäåíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ äàæå â ñëó÷àå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ øóìîâ {εi} . Èçâåñòíî (ñì [1], [2]), ÷òî√
n
(

⌢
α n − α

)
èìååò íîðìàëüíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè α ∈ (−1, 1) , à äëÿ |α| ≥ 1

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì è áîëåå òîãî ïðè |α| > 1 îíî ñòàíîâèòñÿ çà-
âèñÿùèì îò ðàñïðåäåëåíèÿ øóìîâ {εi} . Íàïðèìåð, ïðè α = 1 èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå
(ñì [2], [3]): ïðè n→ ∞

n
(

⌢
α n − 1

)
⇒ 1

2

(
w2(1)− 1

)/ 1∫
0

w2(t)dt,

ãäå w(t)− ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à ñèìâîë ⇒ îçíà÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â ðàáîòå [4] áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ, áîëåå ïðîñòàÿ ïî ñòðóêòóðå, îöåíêà ïàðàìåòðà
α. Ïðîñòîå ñóììèðîâàíèå (2.1) ïî t îò k äî n ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îöåíêå

α∗
nk =

Xk + ...+Xn

Xk−1 + ...+Xn−1

= α +
εk + ...+ εn

Xk−1 + ...+Xn−1

. (2.3)

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n→ ∞

P
(
nα(c)

(
α∗
n,k − 1

)
< x

)
⇒ 1

2
+

1

π
arctg

[
(x− ρ)

/√
1− ρ2

]
,

ãäå c = lim
n→∞

k
n
< 1, α(c) =

√
(1− c)(1 + 2c)/3, ρ = 1

2

(
3(1−c)
1+2c

)1/2
.

Åñëè æå c = 1, òî

P
(√

k(n− k)
(
α∗
n,k − 1

)
< x

)
⇒ 1

π

x∫
−∞

1

1 + u2
du.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå α = −1 êàêèå-ëèáî ðåçóëüòàòû îòñóòñòâóþò. Ïðèíöèï èíâàðèàíò-
íîñòè, èñïîëüçîâàííûé ïðè èññëåäîâàíèè îöåíêè (2.2) â ðàáîòå [2], ïðè α = −1 ðåçóëüòàòà
íå äà¼ò,à ÷òî êàñàåòñÿ îöåíêè (2.3), òî îíà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî äðóãàÿ îöåíêà, èìåþùàÿ â ñëó÷àå α = −1
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå.
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Äëÿ α = −1 óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ ñîñòàâèì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïî
t îò k äî 2n, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîãî íà (−1)t−1

2n∑
t=k

(−1)t−1Xt = α
2n∑
t=k

(−1)t−1Xt−1 +
2n∑
t=k

(−1)t−1 εt

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå
X̄2n,k = αX̄2n−1,k + E2n,k. (2.4)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.4) áåç ó÷¼òà E2n,k, ïîëó÷èì îöåíêó

α∗
2n,k = X̄2n,k

/
X̄2n−1,k.

Òåïåðü èç (2.4) íàéäåì îòêëîíåíèå

α∗
2n,k − α =

E2n,k

X̄2n−1,k

. (2.5)

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ε1, ε2, ...− í. î. ð. ñ. â. ñ E (ε1) = 0, E (ε21) = 1 è X0 = 0,
òî ïðè n→ ∞ â ñëó÷àå α = −1

P
(
nα (c)

(
α∗
2n,k − α

)
< x

)
⇒
√
1− ρ2

π

x∫
−∞

du

u2 − 2ρu+ 1
=

1

2
+

1

π
arctg

x− ρ√
1− ρ2

,

ãäå c = lim (k/n) , α (c) =
√

2 (2− c) (1 + c)/3, ρ = 1
2

(
3(2−c)
2(1+c)

)1/2
.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè k → ∞ è n→ ∞ òàê, ÷òî c = 2, òî

P
(√

(k − 1) (2n− k)
(
α∗
2n,k − α

)
< x

)
⇒ 1

π

x∫
−∞

du

1 + u2
.

3. Ìîäåëè îäíîìåðíîé îäíîâðåìåííîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ñ îäíèì ïàðàìåòðîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü îäíîâðåìåííîé àâòîðåãðåññèè

X
(n)
k =

{
α(X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1) + εk, k = 1, 2, ..., n− 1,

X
(n)
0 ; X(n)

n , çàäàííûå ñ.â.,
(3.1)

ãäå α− íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, {εk, k = 1, 2, ..., n− 1}− íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé ðàâíîé åäèíèöå.

Ïðîöåññ (3.1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â ñëó÷àå, êîãäà |α| < 1/2, íåóñòîé÷èâûì ïðè |α| =
1/2 è îòíîñèòñÿ ê âçðûâíîìó òèïó ïðè |α| > 1/2.

Òðàäèöèîííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà â ìîäåëè (3.1) ñòðîèòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ. Ýòà îöåíêà èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è â íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå èìååò
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëû îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà. Öåëüþ ðàáîòû àâòîðîâ [5] áûëî ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè
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íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ α̂n ïàðàìåòðà α ïî íàáëþäåíèÿì,
{
X

(n)
k , k = 1, 2, ..., n− 1

}
, êî-

òîðàÿ èìååò âèä:

α̂n =

(
n−1∑
k=1

X
(n)
k

(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

))/(
n−1∑
k=1

(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

)2)
.

Îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè α̂n ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå X

(n)
k ÷åðåç ε1, ..., εn−1.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè α = ±1/2, òî

X
(n)
k = (±1)k

(
1− k

n

)
X

(n)
0 + (±1)k

k

n
X(n)
n +

+2

(
1− k

n

) k−1∑
l=1

(±1)k+l lεl + 2
k

n

n−1∑
l=k

(±1)k+l (n− l) εl. (3.2)

Ïðè ïîëó÷åíèè ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X
(n)
0 =

X
(n)
n = 0.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè {εk, k ∈ N}− íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eε1 = 0, E (ε1)

2 = 1 è E (ε1)
8 <∞, òî â ñëó÷àå α = 1/2 ïðè n→ ∞

n2 (α̂n − α) ⇒

1∫
0

χtdwt

2
1∫
0

(χt)
2 dt

,

ãäå (wt)t∈[0,1] − ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è

χt = 2 (1− t)

t∫
0

sdws + 2t

1∫
t

(1− s) dws, t ∈ [0, 1].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå α = −1/2 êàêîé-ëèáî ðåçóëüòàò â ðàáîòå [5] îòñóòñòâó-
åò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêè áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû, èìåþùèå áîëåå
ïðîñòîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå è â òîì ÷èñëå ïðè α = −1/2,
ïðè÷åì â ñëó÷àÿõ α = 1/2 è α = −1/2 îöåíêè ñòðîèòñÿ ïî-ðàçíîìó.

Â ñëó÷àå α = 1/2 óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ ñîñòàâèì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ (3.1) ïî k îò 1
äî n-1

n−1∑
k=1

X
(n)
k = α

n−1∑
k=1

(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

)
+

n−1∑
k=1

εk

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå
Xn = αYn + Zn. (3.3)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.3) áåç ó÷¼òà Zn, ïîëó÷èì îöåíêó

α∗
n = Xn/Yn.
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Òåïåðü èç (3.3) íàéäåì îòêëîíåíèå

α∗
n − α =

Zn
Yn
. (3.4)

Â ñëó÷àå α = −1/2 óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ ñîñòàâèì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
(3.1) ïî k îò 1 äî n-1, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîãî íà (−1)k

n−1∑
k=1

(−1)kX
(n)
k = α

n−1∑
k=1

(−1)k
(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

)
+

n−1∑
k=1

(−1)k εk

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå
X̃n = αỸn + Z̃n. (3.5)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.5) áåç ó÷¼òà Z̃n, ïîëó÷èì îöåíêó α̃n = X̃n

/
Ỹn è å¼ îòêëîíåíèå

α̃n − α =
Z̃n

Ỹn
. (3.6)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X
(n)
0 = X

(n)
n = 0 è òîãäà äëÿ ïîñòðîåííûõ

îöåíîê èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü {εk, k = 1, 2, ..., n− 1} -í.î.ð.ñ.â. ñ E (εk) = 0 è
E (εk)

2 = 1.
1. Åñëè α = 1/2, òî ïðè n→ ∞

σn2 (α∗
n − α) ⇒ ξ1

ξ2
;

2. Åñëè α = −1/2, òî ïðè n→ ∞

σn2 (α̃n − α) ⇒ −ξ1
ξ2
,

ãäå σ2 = 2/15, à (ξ1, ξ1)− íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöåé

(
1

√
5/24√

5/24 1

)
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè α∗
n ñóùå-

ñòâåííî ïðîùå ÷åì â òåîðåìå 3.2 è ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû ìîìåíòíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε1, ..., εn−1, à ðåçóëüòàò â ñëó÷àå α = −1/2 àíàëîãîâ íå
èìååò.

4. Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îä-

íèì ïàðàìåòðîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèè íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ïëîñêîñòè
Z2

Xk,l =

{
α(Xk−1,l +Xk,l−1) + εk,l, åñëè k, l ≥ 1
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ,

(4.1)

ãäå {εk,l : (k, l) ∈ Z, k, l ≥ 1}− í.ñ.â.

ñ E (εk,l) = 0, E
(
ε2
k,l

)
= 1.
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Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåññèè ñòàëè èçó÷àòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî è îíè
íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òàêèõ, êàê ãåîãðàôèÿ, ãåîëîãèÿ, áèîëîãèÿ,
ñåëüñêîå õîçÿéñòâî, à òàêæå ïðè àíàëèçå ñïóòíèêîâûõ èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè Çåìëè.
Äèñêóññèþ ïî ýòèì ïðèìåíåíèÿì ñì. â ðàáîòå [6].
Ïðîöåññû âèäà (4.1) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè (àñèìïòî÷åñêè ñòàöèîíàðíûìè) â ñëó÷àå, êî-
ãäà |α| < 1/2, íåóñòîé÷èâûìè (êðèòè÷åñêèìè) ïðè |α| = 1/2 è îòíîñÿòñÿ ê âçðûâíîìó
òèïó ïðè |α| > 1/2. Òàêèå ïðîöåññû, îïðåäåëåííûå íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå Z1 âåäóò ñåáÿ
ïðèìåðíî òàêæå, íî â ðîëè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé âûñòóïàþò α = ±1.

Äëÿ òðàäèöèîííîé îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ α̂m,n, ïîñòðîåííîé ïî íàáëþäåíèÿì
èç Rm,n = {Xk,l : 1 6 k 6 m, 1 6 l 6 n} â ðàáîòå [7] áûëà äîêàçàíà å¼ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ïðè m,n → ∞ êàê â óñòîé÷èâîì, òàê è â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî E

(
ε4k,l
)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî k, l > 1.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îöåíêà áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû è èñïîëüçóþùàÿ òîëü-
êî ÷àñòü íàáëþäåíèé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü äèàãîíàëè â ïðÿìîóãîëüíèêå Rm,n. Òàêîé
ïîäõîä ñ ñóùåñòâåííûì ñîêðàùåíèåì ÷èñëà íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì â çàäà÷àõ
ãåîëîãèè è íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñòÿõ ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåñ-
ñèè.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû m = n. Îöåíêó áóäåì ñòðîèòü îñíîâûâàÿñü íà íàáëþäåíèÿõ,
ðàñïîëîæåííûõ âäîëü äèàãîíàëè êâàäðàòà Rn,n = {Xk,l : 1 6 k 6 n, 1 6 l 6 n} . Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (4.1) ýòè íàáëþäåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Xk,k =

{
α(Xk−1,k +Xk,k−1) + εk,k, åñëè k ≥ 1
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

(4.2)

Ñóììèðóÿ (4.2) ïî k îò 1 äî n, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ

n∑
k=1

Xk,k = α

n∑
k=1

(Xk−1,k +Xk,k−1) +
n∑
k=1

εk,k.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè α, ïîëó÷èì

α∗
n − α = Zn/Yn, (4.3)

ãäå Zn =
n∑
k=1

εk,k, Yn =
n∑
k=1

(Xk−1,k +Xk,k−1), α
∗
n = Xn/Yn - ïðåäëàãàåìàÿ îöåíêà ïàðàìåò-

ðà α, à Xn =
n∑
k=1

Xk,k.

Äëÿ ïîñòðîåííîé îöåíêè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 4.1. Åñëè {εi,j : i, j > 1}− í.î.ð.ñ.â. ñ E (εi,j) = 0 è E (εi,j)
2 = 1,

òî ïðè n→ ∞ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå (α = ±1/2)

2σ−1n3/4 (α∗
n − α) ⇒ ξ1

ξ2
signα,

ãäå σ2 = 16
15

√
π

(
7 + 8

√
2
)
, à ξ1 è ξ2− íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàí-

äàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5. Ìîäåëè îäíîìåðíîé àâòîðåãðåññèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè âòîðîãî ïîðÿäêà

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + εt, t = 1, 2, ... n, (5.1)
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ãäå a1, a2 − íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ε1, ..., εn − ¾øóìû¿, îáðàçóþùèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé
σ2 > 0. Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî y−1 = y0 = 0.

Åñëè ââåñòè îïåðàòîð ñäâèãà Byt = yt−1, òî ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè (5.1) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

Φ(B)yt = εt,

ãäå Φ(B) = 1− a1B − a2B
2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå yt ÷åðåç ε1, ..., εt ñâÿçàíî ñ îáðàùåíèåì îïåðàòîðà
Φ(B). Â ñâÿçè ñ ýòèì êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

Φ(z) = 1− a1z − a2z
2

íîñèò íàçâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà è åãî ñâîéñòâà âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò ïî-
âåäåíèå ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè.

Åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, òî ìîäåëü
(5.1) ïðèíÿòî íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîé è íåóñòîé÷èâîé - â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå (ñì., íàïðèìåð,[3]). Ñëó÷àé, êîãäà êîðíè ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1, ìû
áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì.

Òðàäèöèîííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè (5.1) èëè â áîëåå îáùåé ìîäåëè àâòîðå-
ãðåññèè p− ãî ïîðÿäêà (AR(p)−ìîäåëè) ñòðîÿòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ýòè
îöåíêè èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è â ñâÿçè ñ ýòèì èìåþò (â êðèòè÷åñêîì
ñëó÷àå) ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëû îò âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà.

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê â [4]äëÿ AR(1)-ìîäåëè,êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, áûëè èñïîëü-
çîâàíû óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [8]), ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ
ñâÿçåé (2.1), çàäàþùèõ èñõîäíûé ïðîöåññ. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë ïðèìåí¼í àâòîðàìè
è äëÿ AR(2)-ìîäåëè (ñì.[9],[10]).

Ïîñêîëüêó îöåíêè ïàðàìåòðîâ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ ñòðîÿòñÿ ïî-ðàçíîìó, òî ìû áóäåì
èõ ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.

Ñëó÷àé 1: Φ(z) = (1− z)2, ò.å.a1 = 2, a2 = −1 (ãèïîòåçà Í1 ).

Ñîñòàâèì äâà óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.1) ïî t ñíà÷àëà
îò 1 äî k, à çàòåì îò 1 äî n :

k∑
t=1

yt = a1

k∑
t=1

yt−1 + a2

k∑
t=1

yt−2 +
k∑
t=1

εt,

n∑
t=1

yt = a1

n∑
t=1

yt−1 + a2

n∑
t=1

yt−2 +
n∑
t=1

εt

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå {
Yk = a1Yk−1 + a2Yk−2 + Ek,

Yn = a1Yn−1 + a2Yn−2 + En .
(5.2)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.2) áåç ó÷åòà Ek è En, ïîëó÷èì îöåíêè

â1 =
Yk Yn−2 − Yn Yk−2

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

, â2 =
Yk−1Yn − Yn−1Yk

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

.

Òåïåðü èç (5.2) íàéäåì îòêëîíåíèÿ

â1 − a1 =
Ek Yn−2 − EnYk−2

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

, â2 − a2 =
En Yk−1 − EkYn−1

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

.
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Ò å î ð å ì à 5.1. Åñëè ε1, ε2, ...− í.î.ð.ñ.â. ñ E (ε1) = 0 è E (ε21) = 1, òî ïðè
n→ ∞, k → ∞, k = 0(n), â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Í1, èìååì

k√
3
(â1 − a1) ⇒

ξ1
ξ2
,

k√
3
(â2 − a2) ⇒

ξ1
ξ2
,

ãäå (ξ1, ξ2) − íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöåé A =

(
1

√
3/2

√
3/2 1

)
.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Ïðåäåëüíûé ôóíêöèîíàë â òåîðåìå 4.1 èìååò âèä f(x, y) =
x/y è îí ðàçðûâåí ïðè y = 0. Íî òàê êàê òî÷êà ðàçðûâà èìååò ìåðó íóëü îòíîñèòåëüíî
äâóìåðíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà
â R2, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îáîáùåííîé ôóíêöèîíàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû (ñì.[11] ãë.I, � 5, òåîðåìà 5.1).

Ñëó÷àé 2: Φ(z) = (1 + z)2 , ò.å. a1 = −2, a2 = −1 (ãèïîòåçà Í2 ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé

y2t+1 = a1y2t + a2y2t−1 + ε2t+1, (5.3)

y2t = a1y2t−1 + a2y2t−2 + ε2t, (5.4)

óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ áóäåì ñòðîèòü ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ (5.3) ïî t îò 1 äî k, à çàòåì
(5.4) îò 1 äî n. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé{

Ȳ2k+1 = a1Ȳ2k + a2Ȳ2k−1 + Ē2k+1 ,

Ȳ2n = a1Ȳ2n−1 + a2Ȳ2n−2 + Ē2n,
(5.5)

ãäå Ȳ2m+1 =
m∑
t=1

y2t+1, Ȳ2m =
m∑
t=1

y2t, Ē2m+1 =
m∑
t=1

ε2t+1, Ē2m =
m∑
t=1

ε2t. Òåïåðü, ïîñòóïàÿ

òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 1, èç (5.5) ïîëó÷èì

ˆ̂a1 − a1 =
(
Ē2k+1Ȳ2n−2 − Ē2nȲ2k−1

)
/
(
Ȳ2kȲ2n−2 − Ȳ2n−1Ȳ2k−1

)
, (5.6)

ˆ̂a2 − a2 =
(
Ē2nȲ2k − Ē2k+1Ȳ2n−1

)
/
(
Ȳ2kȲ2n−2 − Ȳ2n−1Ȳ2k−1

)
. (5.7)

Ò å î ð å ì à 5.2. Â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ε1, ε2, ..., ÷òî è â
òåîðåìå 4.1, â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Í2 èìååì ïðè k → ∞, n→ ∞ è k = 0(n)√

2

3
k
(̂̂
a1 − a1

)
⇒ −ξ1

ξ2
,

√
2

3
k
(̂̂
a2 − a2

)
⇒ ξ1

ξ2
,

ãäå (ξ1, ξ2) − ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé A =(
1

√
3/8√

3/8 1

)
.

Ñëó÷àé 3:Φ(z) = 1− z2, ò.å. a1 = 0, a2 = 1 (ãèïîòåçà Í3 ).
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Çäåñü èñïîëüçóåì òîò æå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, ÷òî è â ñëó÷àå 2, íî ïðè k = n.
Òîãäà âìåñòî (5.6) è (5.7) ïîëó÷èì

a∗1 − a1 =
Ē2n+1Ȳ2n−2 − Ē2nȲ2n−1

Ȳ 2
2n−2 − Ȳ 2

2n−1 − y2nȲ2n−1

, a∗2 − a2 =
Ē2nȲ2n − Ē2n+1Ȳ2n−1

Ȳ 2
2n−2 − Ȳ 2

2n−1 − y2nȲ2n−1

.

Îäíàêî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ïðè ãèïîòåçå Í3 )

y2k−1 = ε1 + ε2 + ...+ ε2k−1, y2k = ε2 + ε4 + ...+ ε2k,

Ȳ2n−1 = nε1 + (n− 1)ε3 + ...+ ε2n−1,

Ȳ2n = nε2+(n−1)ε4+ ...+ε2n . Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìèðîâîê ïîëó÷èì ïðè n→ ∞

n√
3
(a∗1 − a1) ⇒

ξ1ξ2 − ξ3ξ4
ξ22 − ξ24

,
n√
3
(a∗2 − a2) ⇒

ξ2ξ3 − ξ1ξ4
ξ22 − ξ24

, (5.8)

ãäå (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) − ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé

A =


1 0 0

√
3/2

0 1
√
3/2 0

0
√
3/2 1 0

√
3/2 0 0 1

 . (5.9)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.8) è äàþò îñíîâíîå óòâåðæäåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (a1 = 0; a2 =
1). Áîëåå äåòàëüíîå îáîñíîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 1.

Ñëó÷àé 4: Φ(z) = 1 + z2, ò.å. a1 = 0, a2 = −1 (ãèïîòåçà Í4 ).

Â äàííîì ñëó÷àå îöåíêè ñòðîÿòñÿ, èñõîäÿ èç (5.3) è (5.4), êîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíî óìíî-
æàþòñÿ íà (−1)t+1 è çàòåì ñóììèðóþòñÿ ïî t îò 1 äî n.

Îáîçíà÷èì

Ŷ2n−1 =
n∑
t=1

(−1)t+1y2t−1, Ŷ2n =
n∑
t=1

(−1)t+1y2t,

Ê2n−1 =
n∑
t=1

(−1)t+1ε2t−1, Ê2n =
n∑
t=1

(−1)t+1ε2t.

Òîãäà îòêëîíåíèÿ îöåíîê îò îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ çàïèøóòñÿ òàê

a∗∗1 − a1 =
Ê2n+1Ŷ2n−2 − Ê2nŶ2n−1

Ŷ 2
2n−2 − Ŷ2n−1 + y2nŶ2n−2

, a∗∗2 − a2 =
Ê2nŶ2n−2 − Ê2n+1Ŷ2n−1 + y2nÊ2n

Ŷ2n−2 − Ŷ2n−1 + y2nY2n−2

.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Í4

Ŷ2n−1 = nε1 − (n− 1)ε2 + ...+ (−1)n+1ε2n−1, Ŷ2n = nε2 − (n− 1)ε4 + ...+ (−1)n+1ε2n,

ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì, ïîëó÷èì ïðè n→ ∞

n√
3
(a∗∗1 − a1) ⇒

ξ1ξ2 − ξ3ξ4
ξ22 − ξ24

,
n√
3
(a∗∗2 − a2) ⇒

ξ2ξ3 − ξ1ξ4
ξ22 − ξ24

.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) − ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñ
òîé æå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé, ÷òî è â (5.9). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò,

îòíîñÿùèéñÿ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
∨
a
2

èç ðàáîòû [3]. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

ε1, ε2, ... îáðàçóþò ìàðòèíãàë ðàçíîñòè ñ E |ε1|2+δ < ∞, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå (ïðè
ãèïîòåçå Í4 )

n
(

∨
a2−a2

)
⇒
(
2− w2

1(1)− w2
2(1)

)
/

1∫
0

(
w2

1(t) + w2
2(t)
)
dt,

ãäå w1(t) è w2(t) − íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.
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On nonstandard estimation methods in autoregression

models in unstable cases.

c⃝ A. N. Startsev3, T. S. Mirzaev4

Abstract. In the report is suggested some estimates of autoregression parameters that are di�erent
in comparison of the least squares estimates (LSE). LSE in the unstable (critical) cases, i.e. when
the characteristic equation roots are lain on the unit circle, have, as a rule, compound limit
distributions. Suggested by us nonstandard estimates in majority cases have more simple limit
distributions.
Key Words: the �rst order simple autoregression, one-dimensional simultaneous autoregression,
spatial autoregression of the �rst order, simple autoregression of the second order, parameter
estimates, nonstandard approach, limit distributions.
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