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Ñòðóêòóðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëîêàëüíûõ

êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé

c⃝ Â. Í. Êðèçñêèé1, Ð. Ð. ßìàòîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàðèâàþòñÿ àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåé òî÷å÷íûõ èñ-
òî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðå-
äàõ Æþëèà, îïèñûâàþùèõ ðóäíûå è ïîðèñòûå íåôòåãàçîíàñûùåííûå ñðåäû. Íà îñíîâå âàðè-
àöèîííûõ àëãîðèòìîâ À.Í.Òèõîíîâà ñòðîÿòñÿ ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïî îïðå-
äåëåíèþ ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèôðàêòàëüíûå ïîðèñòûå êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûå ñðåäûÆþëèà, ïîëå
ïîñòîÿííîãî òîêà, ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷à

1. Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî êðóïíûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ àññîöèà-
öèè ñëàáîêîíòðàñòíûõ è ìàëîðàçìåðíûõ çàëåæåé óãëåâîäîðîäîâ. Õàðàêòåðèñòèêè íåô-
òåãàçîíàñûùåííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûõ ïîðèñòûìè èëè òðåùèíîâàòûìè ñðåäàìè, â
ñóùåñòâåííîé ìåðå îïðåäåëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì çåðåí ïîðîäû, êàïèëëÿ-
ðîâ è òðåùèí ïî ôîðìå è ðàçìåðàì. Êàê èçâåñòíî, ïîðèñòûå ñðåäû � ñðåäû ôðàêòàëüíîé
ñòðóêòóðû. Âàæíîé ýêñïëóàòàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîäîáíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êîýô-
ôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðûé ìîæíî ðàññ÷èòàòü, åñëè çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ïîðîâûõ
ïóñòîò (êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè è ñâÿçíîñòü ïîðîâûõ êàíàëîâ), ò.å. åñëè èçâåñòíà ñòðóê-
òóðà ñðåäû, îòâå÷àþùàÿ ñòîõàñòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîðîâûõ ïóñòîò, êàïèëëÿðîâ è
òðåùèííûõ êàíàëîâ.

Âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå ôðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ êâàçèôðàêòàëàìè, ïî-
ñêîëüêó íà íåêîòîðîì ìàëîì ìàñøòàáå ôðàêòàëüíîñòü èñ÷åçàåò. Êâàçèôðàêòàë îòëè÷àåòñÿ
îò èäåàëüíûõ àáñòðàêòíûõ ôðàêòàëîâ êîíå÷íîñòüþ, íåïîëíîòîé è íåòî÷íîñòüþ ïîâòîðå-
íèé ñòðóêòóðû. Â ñèëó ýòîãî, äëÿ ðàñ÷åòà ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ,
ïðåäñòàâèìûõ âêðàïëåíèÿìè îäíîé ñðåäû â äðóãóþ (çàïîëíåííûõ ôëþèäîì ïîð â ñêåëåòå,
çåðåí îäíîãî âåùåñòâà â äðóãîì è ò.ï.) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êëàññè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû, ó÷èòûâàþùèå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåëêèõ àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé, ãåíåðèðóåìûõ
ïðîöåäóðàìè, ðåàëèçóþùèìè ïðè ïîñòðîåíèè ïðèíöèï ôðàêòàëüíîñòè.

Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé â êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ ïðåäî-
ñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè ïîèñêà è ïðîãíîçà ñëàáîêîíòðàñòíûõ è ìàëîðàçìåðíûõ çàëåæåé
óãëåâîäîðîäîâ, à òàêæå îöåíêè çàïàñîâ íåôòè íà ðàçðàáàòûâàåìûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòî-
ðîæäåíèé. Ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå òåõíîëîãèè êîíòðîëÿ íàä ñîñòîÿíèåì çàïàñîâ ïîçâî-
ëèò ðåøèòü äâå âàæíûå â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè çàäà÷è:

� îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ äîáû÷è, ÷òî ïðîäëèò ñðîê ýêñïëóàòàöèè ðàçðàáàòûâàåìûõ
ìåñòîðîæäåíèé,

� âîçîáíîâèòü äîáû÷ó èñòîù¼ííûõ ìåñòîðîæäåíèé, êîãäà áóäåò óñòàíîâëåí ôàêò âîç-
îáíîâëåíèÿ èõ çàïàñîâ.

1Ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; Krizsky@rambler.ru.

2Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; YamatovRim@yandex.ru.
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Ðàíåå â ðàáîòàõ [1]-[3] íà îñíîâå êîìáèíàöèè ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèî-
íàðíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â òðåõìåðíûõ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè. Íà
èõ îñíîâå ðàññìàòðèâàëèñü îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö è óäåëüíîé ïðîâîäèìî-
ñòè âêëþ÷åíèé â êëàññå ïðîñòûõ òåë [4], òåë âðàùåíèÿ [5] è áåñêîíå÷íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ
òåë [6,7] ñ àïïðîêñèìèðîâàííîé ñïëàéíîì ãðàíèöåé. Â [8,9] ðåçóëüòàòû îáîáùåíû è ðàñ-
ïðîñòðàíåíû íà êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûå ñðåäû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ ïî-
ñòðîåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà îñíî-
âå ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî òèïà ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíîé îáðàòíîé çàäà÷è ïîèñêà
ïàðàìåòðîâ, ïîëîæåíèÿ è ôîðìû êâàçèôðàêòàëüíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â êîìïëåêñå ïðîãðàìì è äîïóñêàþò ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñóïåðêîìïüþòåðîâ, ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
êîìïëåêñîâ èëè âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ.

2. Ìîäåëèðîâàíèå êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåä Æþëèà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Æþëèà ( J3D ), êîòîðûå â êóáå ñòîðîíû 4 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ïðè äåëåíèè åãî íà N3 ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ, îáðàçóþò êâàçèôðàêòàëüíûå
âêëþ÷åíèÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî îáú-
åêòà ñðåäû óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ≪ êóá≫ ñî ñãëàæåííûìè óãëàìè è ðåáðàìè, ñ ãðàíÿìè,
ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì è äëèíàìè ðåáåð, ìíîãî ìåíüøèìè ðàçìåðîâ
âñåãî ôðàêòàëà, ãåîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûì
ïîñòîÿííûì òåíçîðîì óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà J3D ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðêîìïëåêñíûõ
÷èñåë wm(k) , ïîñòðîåííûõ äëÿ ëþáîãî ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà k ïî ïðàâèëó:

w0 = k, wm+1 = Pn1(wm)/Qn2(wm) = J(wm).

Çäåñü Pn1 è Qn2 , n1 ≥ n2 � ãèïåðêîìïëåêñíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè n1 è n2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, à ðàöèîíàëüíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå J(w) � ýíäîìîðôèçì.

Ìíîæåñòâîì Æþëèà J(k) íàçûâàåòñÿ [10] çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ïðèòÿæåíèÿ
áåñêîíå÷íîñòè � òàêèõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë k , ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wm(k) ñõî-
äèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìó ïðåäåëó, ïðè m ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ìíîæåñòâî Æþëèà
íà ãèïåðêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x, y, z ñàìîïîäîáíî. Ìíîæåñòâà Æþëèà äåëÿòñÿ íà äâà
îñíîâíûõ êëàññà: ñâÿçíûå è âïîëíå íåñâÿçíûå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç
íåñ÷åòíîãî ÷èñëà äèñêðåòíûõ òî÷åê(≪ ïûëü Ôàòó≫ ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J3D = C\J(k) � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Æþëèà äî ãèïåðêîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Ìíîæåñòâî J3D èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Êàê ìíîæå-
ñòâî J(k) , òàê è ìíîæåñòâî J3D , ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîôèçèêè, èíòåðåñíû ñâîèìè ãåîëîãè-
÷åñêèìè àíàëîãàìè.

Â ÷àñòíîì, íàèáîëåå èññëåäîâàííîì ñëó÷àå, Pn1(w)/Qn2(w) = w2+d , ãäå d = a+ib+jc ,
a , b , c ∈ R � ïðîèçâîëüíîå ãèïåðêîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî Æþëèà J(k) è åãî äî-
ïîëíåíèå � J3D(a, b, c) , ïðè êîíå÷íîì m , áóäóò êâàçèôðàêòàëüíûìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè, çàâèñÿùèìè îò òðåõ ïàðàìåòðîâ a , b è c .

Êâàçèôðàêòàëû ñãåíåðèðîâàííûå íà îñíîâå J3D -àëãîðèòìà îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ:

1. ïðè a = b = c = 0 ìíîæåñòâî J3D(0, 0, 0) � åäèíè÷íûé øàð;
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2. ìíîæåñòâî J3D(a, 0, 0) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñåé y è z è ïðè ìàëûõ a � åñòü
òåëî âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè x ;

3. åñëè |q| =
√
a2 + b2 + c2 > 2 è x2 + y2 + z2 ≥ q , òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ

J(x, y, z) ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò îïòèìèçèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êâàçèôðàê-
òàëüíûõ âêëþ÷åíèé â ñëó÷àå ñèììåòðèè, îãðàíè÷èòü âàðèàöèè a , b è c , ïðîâåñòè ñåðèþ
ñðàâíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè a = b = c = 0 â êëàññå ïðîñòûõ òåë.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Íà ðèñóíêå 2.1 äåìîíñòðèðóþòñÿ ìíîæåñòâà J3D è èõ àêñèàëüíûå ñå÷åíèÿ ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a , b è c ; Pn(w) = w2 + d .

Îñóùåñòâëÿÿ ïåðåíîñ, ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå è ïîâîðîò ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà ìîæ-
íî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå àíàëîãè ãåîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïîäëåæàùèõ ìîäåëèðîâàíèþ:
≪ êëàññè÷åñêèå≫ âêëþ÷åíèÿ (øàð, ëèíçà, òåëî âðàùåíèÿ); ëîêàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, îêðó-
æåííûå îðåîëîì ïîðîäû (çîíîé ïåðåìåøèâàíèÿ ñðåä); ïîðèñòûå ñðåäû.

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ J3D -êâàçèôðàêòàëüíûõ
âêëþ÷åíèé ñòàëêèâàåòñÿ ñ ðÿäîì ïðîáëåì:

1. áîëüøîå êîëè÷åñòâî (103−104) ýëåìåíòàðíûõ âêëþ÷åíèé, ÷òî âåäåò ê ðîñòó ðàçìåð-
íîñòè ðåøàåìûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



Ñòðóêòóðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëîêàëüíûõ êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ . . . 11

ìíèìûõ ãðàíèö ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè ýëåìåíòàðíûõ êóáîâ ïðè ðàñ÷åòå ôèçè÷åñêîãî
ïîëÿ;

2. áîëüøàÿ ãëóáèíà ðåêóðñèè èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé (áîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé m ).

Âñå ýòî âëå÷åò çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà ãåíåðèðîâàíèå êâàçèôðàê-
òàëüíûõ âêëþ÷åíèé è íà ðàñ÷åòû ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â ñðåäå ïðè èõ íàëè÷èè. Äëÿ óñêîðå-
íèÿ íà ýòîì ýòàïå ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðîöåäóðû ãåíåðàöèè.

3. Ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà â êóñî÷íî-

àíèçîòðîïíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ

Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòóþ ñðåäó (ñì. ðèñóíêå 3.1 à), ðàçäåëåííóþ ãëàäêè-
ìè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè ãðàíèöàìè γ1.0 , γ2.0 ,..., γn.0 íà ãîðèçîíòàëüíûå ñëîè Ω0.0 ,
Ω1.0 , Ω2.0 , . . . , Ωn.0 ñ óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè, çàäàííûìè ñèììåò-
ðè÷íûìè òåíçîðàìè σ0.0 , σ1.0 , σ2.0 , . . . , σn.0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü êàæäûé ñëîé Ωi.0

ñîäåðæèò ki ëîêàëüíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ãðàíèöàìè γi.j è ïîñòîÿííûìè
ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè ïðîâîäèìîñòè σi.j , j = 1, ki .

Ïóñòü â òî÷êå A ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ Ωm.0 íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ïîñòîÿí-
íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ñ êîòîðîãî ñòåêàåò òîê ñèëû I .

Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P ̸= A U(P ) � ïîòåíöèàë ñðåäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâà-
åìîãî èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî òîêà, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé:

div(σi.j∇Ui.j(P )) = −fi.j(P ), P ∈ Ωi.j, i = 0, n, j = 0, ki, (3.1)

(σi.0∇Ui.0(P ),n)− (σi.j∇Ui.j(P ),n)
∣∣
γi.j

= 0, Ui.0(P )− Ui.j(P )|γi.j = 0, i = 0, n, j = 1, ki,

(3.2)
(σi.0∇Ui.0(P ),n)− (σi−1.0∇Ui−1.0(P ),n)

∣∣
γi.0

= 0, Ui.0(P )− Ui−1.0(P )|γi.0 = 0, i = 1, n, (3.3)

Ui.0(P ) → 0, P (x, y, z) → ∞, i = 0, n, (3.4)

ãäå fi.j =

{
Iδ(P,A), P ∈ Ωm.0,
0, P /∈ Ωm.0

, δ(P,A) � ôóíêöèÿ Äèðàêà, n � âåêòîð íîðìàëè, (3.2) �

(3.3) � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè òîêà íà ãðàíèöàõ êîíòàêòîâ ñðåä,
(3.4) � óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîýòàïíî
ïîíèæàÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è [3], [8, 9].

Ð è ñ ó í î ê 3.1
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà
(áåç êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé â ïîñëåäíåì ñëîå � ðèñóíîê 3.1 á) ñ òî÷å÷íûì èñòî÷-
íèêîì åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, íàõîäÿùåìñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Q(xq, yq, zq) :

div(σi.j∇Gn
i.j(P,Q)) = −δ(P,Q), P ∈ Ωi.j, i = 0, n, j = 0, ki, (3.5)

(σi.0∇Gn
i.0(P,Q),n)− (σi.j∇Gn

i.j(P,Q),n)
∣∣
γi.j

= 0, Gn
i.0(P,Q)−Gn

i.j(P,Q)
∣∣
γi.j

= 0, (3.6)

i = 0, n− 1, j = 1, ki,

(σi.0∇Gn
i.0(P,Q),n)− (σi−1.0∇Gn

i−1.0(P,Q),n)
∣∣
γi.0

= 0, (3.7)

Gn
i.0(P,Q)−Gn

i−1.0(P,Q)
∣∣
γi.0

= 0, i = 1, n,

Ui.0(P ) → 0, P (x, y, z) → ∞, i = 0, n, (3.8)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) � (3.4) èìååò âèä:

U(P ) =
kn∑
j=1

∫
γn.j

Un.j(Q)
(
(σn.0 − σn.j)∇Gn

n.j(P,Q),nQ
)
dγn.jQ +Gn(P,A), (3.9)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (3.1) � (3.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ëþ-
áîé òî÷êå P êóñî÷íî-àíèçîòðîïíîé îáëàñòè, åñëè áóäåò îïðåäåëåíî ðåøåíèå çàäà÷è (3.5)
� (3.8) � ôóíêöèÿ Ãðèíà Gn(P,Q) � è áóäóò èçâåñòíû ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé, íå âîøåäøèõ â çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Çäåñü � n âåêòîð
âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå Q .

Îïóñêàÿ â (3.9) òî÷êó P íà êàæäóþ èç ãðàíèö γn.l, l = 1, kn è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ
(3.2), ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà âèäà:

Un.l(P )−
kn∑
j=1

∫
γn.j

Un.j(Q)
(
(σn.0 − σn.j)∇Gn

n.j(P.Q),nQ
)
dγn.jQ = Gn(P,A), P ∈ γn.l. (3.10)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5) � (3.8) ñíîâà ïðèìåíèì ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ñ÷èòàÿ âêëþ÷åíèåì ïîñëåäíèé ñëîé (ñì. ðèñóíêå 3.1 â):

div(σi.j∇G̃n
i.j(P,Q)) = −δ(P,Q), P ∈ Ωi.j, i = 0, n− 1, j = 0, ki, (3.11)

(σi.0∇G̃n
i.0(P,Q),n)− (σi.j∇G̃n

i.j(P,Q),n)
∣∣∣
γi.j

= 0, G̃n
i.0(P,Q)− G̃n

i.j(P,Q)
∣∣∣
γi.j

= 0, (3.12)

i = 0, n− 1, j = 1, ki,

(σi.0∇G̃n
i.0(P,Q),n)− (σi−1.0∇G̃n

i−1.0(P,Q),n)
∣∣∣
γi.0

= 0, (3.13)

G̃n
i.0(P,Q)− G̃n

i−1.0(P,Q)
∣∣∣
γi.0

= 0, i = 1, n− 1,

G̃i.0(P,Q) → 0, P (x, y, z) → ∞, i = 0, n− 1. (3.14)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5) � (3.8) áóäåò èìåòü âèä:

Gn(P,Q) =

∫
γn.0

Gn(Q1, Q)
(
(σn−1.0 − σn.0)∇G̃n(P,Q1),nQ1

)
dγn.0Q1

+ G̃n(P,Q), (3.15)
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à çíà÷åíèÿ Gn(P,Q) íà ãðàíèöå γn.0 � îïðåäåëÿþòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Gn(P,Q)−
∫
γn.0

Gn(Q1, Q)
(
(σn−1.0 − σn.0)∇G̃n(P,Q1),nQ1

)
dγn.0Q1

= G̃n(P,Q), P ∈ γn.0.

(3.16)
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò èñõîäíîé çàäà÷è (3.1) � (3.4) ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å (3.11) �

(3.14) óïðîñòèë ãåîìåòðèþ îáëàñòè ðåøåíèÿ � â ñðåäå ñòàëî íà îäèí ñëîé ñ âêëþ÷åíèÿìè
ìåíüøå.

Ê çàäà÷å (3.11) � (3.14), ñëåäîâàòåëüíî, ñíîâà ìîæíî ïðèìåíèòü âûøåîïèñàííûé ñïî-
ñîá, âïëîòü äî ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ Ω0.0 . Åñëè ïðè ýòîì
òåíçîð åãî óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè çàäàí ìàòðèöåé äèàãîíàëüíîé σ0.0 = σ11 0 0

0 σ22 0
0 0 σ33

 , òî ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêè:

G̃0(P,Q) =
1

4π
√
σ11σ22σ33

√(xp − xq)2

σ11
+

(yp − yq)2

σ22
+

(zp − zp)2

σ33

−1

,

ãäå P (xp, yp, zp) , Q(xq, yq, zq) � òî÷êè, ñîäåðæàùèå ïðèåìíèê è èñòî÷íèê òîêà.
Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ çíà÷åíèé àíîìàëüíîãî ïîòåíöèàëà

ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ñèñòåìû äâóõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñèëû I1 = +1 À
, I2 = −1 À ñ êîîðäèíàòàìè A1(+40,+40, 0) ì, A2(−40,−40, 0) ì ñîîòâåòñòâåííî, âû-
÷èñëåííîãî ïî àëãîðèòìó, èçëîæåííîìó âûøå, íà ïëîùàäêå D = {x ∈ [−20, 20], y ∈
[−20, 20], z = 0)} ≪ äíåâíîé≫ ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óäåëüíîé
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ σ0.0 = 0, 01 Cì/ì, ïðè ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå N äåòàëèçà-
öèè êâàçèôðàêòàëà J3D(0, 0, 0) è øàðà ñ öåíòðîì â O(0, 0, 6) ì, ðàäèóñà R = 2 ì è
óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ σ0.1 = 0, 02 Ñì/ì.

N 1
Nu

Nu∑
i=1

|Uspr−Uj3d|i
Uspri

, %

√
Nu∑
i=1

(Uspr − Uj3d)2, Â max
i∈1,Nu

|Uspr − Uj3d|i, Â

20 5,13 0,00017722 3,18e-06
30 1,29 0,00006944 1,03e-06
40 1,00 0,00006117 8,89e-07
50 0,69 0,00006047 5,61e-07

Òàáëèöà 1: Ñîïîñòàâëåíèå çíà÷åíèé àíîìàëüíîãî ïîòåíöèàëà â îäíîðîäíîì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå â ïðèñóòñòâèå êâàçèôðàêòàëà J3D(0, 0, 0) è Uspr � øàðà, Nu � êîëè÷åñòâî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ñîñòàâèëà ìåíåå 6 %, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
äîñòàòî÷íîé õîðîøåé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Óâåëè÷åíèå N � êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ≪ êó-
áîâ≫ âõîäÿùèõ â êâàçèôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, âëå÷åò ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.

4. Âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö è ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïî íàáëþ-
äàåìûì çíà÷åíèÿì ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷
ýëåêòðîðàçâåäêè. Âñëåäñòâèå íååäèíñòâåííîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷à íåêîð-
ðåêòíà.
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Áóäåì èñêàòü ïàðàìåòðû êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé, êàê ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà À.Í. Òèõîíîâà.

Çàäàäèì ôîðìó i.j -ãî êâàçèôðàêòàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ Ωi.j âåêòîðàìè
φi.j(Ri.j, Oi.j, ai.j, bi.j, ci.j, Ni.j) , ãäå Ri.j = (Rx

i.j, R
y
i.j, R

z
i.j) � âåêòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñ

êîýôôèöèåíòàìè ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ êóáà ñòîðîíû 4 ì ïî îñÿì x , y è z ñîîòâåòñòâåí-
íî, Oi.j = (Ox

i.j, O
y
i.j, O

z
i.j) � ñìåùåííàÿ îò òî÷êè (0, 0, 0) êîîðäèíàòà öåíòðà, ai.j, bi.j, ci.j

� ïàðàìåòðû J3D ôóíêöèè, Ni.j � ïàðàìåòð äåòàëèçàöèè ôðàêòàëà, îïðåäåëÿþùèé
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ≪ êóáîâ≫ .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íîìåðíûé âåêòîð s = (φ0.1, φ0.2, . . . , φi,j, . . . , φn.kn) , îïðå-
äåëÿþùèé âèä âñåõ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñðåäû. Áóäåì èñêàòü åãî êàê ðåøåíèå,
ìèíèìèçèðóþùåå ðåãóëÿðèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë À.Í. Òèõîíîâà âèäà:

F (s) = ∥Ue − Um(s)∥L2(D×D) + α
∥∥s − s0

∥∥
R10k , (4.1)

ãäå Ue , Um � ñîîòâåòñòâåííî ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ìîäåëüíûå (êàê ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)
� (3.4)) çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ìåæäó äàò÷èêàìè, ðàñïîëîæåííûìè â óçëàõ ñåòî÷íîãî
ìíîæåñòâà D × D ïðèåìíèêîâ/èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, s0 � k -
êîìïîíåíòíûé âåêòîð (îïèñûâàþùèé k âêëþ÷åíèé) îïîðíîé ìîäåëè, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ
ó÷åòîì âñåé àïðèîðíî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå èññëåäóåìîé ñðåäû (íàïðèìåð,
ïî äàííûì ñåéñìî- è/èëè ãðàâèðàçâåäêè).

Îãðàíè÷èâàÿ âàðèàöèþ êîìïîíåíò êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà s , ïîëó÷èì êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè À.Í. Òèõîíîâà, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êâàçèðåøå-
íèå, îïðåäåëÿþùåå ôîðìó êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ýêñòðåìàëü ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà (èñêîìûå ïàðàìåòðû âêëþ÷åíèé) èùåò-
ñÿ ìåòîäîì Õóêà�Äæèâñà ïîèñêà ìèíèìóìà ñèëüíî-îâðàæíîé ôóíêöèè.

Ñèñòåìà Ox
0.1, ì Oy

0.1, ì Oz
0.1, ì R0.1 a0.1 b0.1 c0.1 VJ3D,%

èñòî÷íèêîâ 1,123 -1,345 -6,234 2,234 -0,382 0,596 -0,112 4,352
âêëþ÷åíèå îäíîðîäíîå

A1 1,225 -1,468 -6,550 1,975 -0,376 0,590 -0,120 8,458
ε,% 9,08 9,12 5,06 11,59 1,57 1,02 7,14 94,36
A1, A2 1,075 -1,413 -6,450 2,375 -0,420 0,575 -0,124 6,965
ε,% 4,27 4,99 3,46 6,31 9,95 3,52 10,71 60,05

A1, A2, A3, A4 1,144 -1,325 -6,325 2,275 -0,420 0,564 -0,120 4,470
ε,% 1,87 1,51 1,45 1,84 4,71 1,85 7,14 2,80

âêëþ÷åíèå àíèçîòðîïíîå
A1 1,288 -1,125 -6,650 2,025 -0,420 0,564 -0,140 7,640
ε,% 14,65 16,38 6,67 9,36 9,95 5,37 25,00 75,55
A1, A2 1,250 -1,475 -6,525 2,425 -0,378 0,600 -0,120 7,594
ε,% 11,31 9,64 4,66 8,55 1,05 0,67 7,14 74,50

A1, A2, A3, A4 1,155 -1,225 -6,375 2,344 -0,390 0,592 -0,116 4,986
ε,% 2,85 8,94 2,26 4,91 2,09 0,67 3,57 14,59

Òàáëèöà 2: Âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàê-
òàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ J3D(−0, 3820; 0, 5960;−0, 1120) , ñìåùåííîãî â òî÷êó O0.1 =
(1, 1230;−1, 3453;−6, 2343) ì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ âåêòîðîì ìàñøòàáèðîâà-
íèÿ R0.1 = (2, 2340; 2, 2340; 2, 2340) , ïî çíà÷åíèþ àíîìàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîñòîÿííîãî
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ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà îò ñèñòåìû èñòî÷íèêîâ ñèëû I1 = I3 = +1À, I2 = I4 = −1À ñ êîîðäè-
íàòàìè A1 = (40, 40, 0) ì, A2 = (−40,−40, 0) ì, A3 = (40, 0, 0) ì, A4 = (−30, 0, 0) ì ñîîò-
âåòñòâåííî, íà ïëîùàäêå D = {x ∈ [−20, 20], y ∈ [−20, 20], z = 0)} ≪ äíåâíîé≫ ïîâåðõíî-
ñòè îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ σ0.0 = 0, 01
Ñì/ì. Óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ σ0.1 = 0, 1 Ñì/ì â èçîòðîï-
íîì è ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîâîäèìîñòè âäîëü îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò 0, 2
Ñì/ì, 0, 05 Ñì/ì è 0, 1 Ñì/ì ñîîòâåòñòâåííî àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå. Ïàðàìåòð äåòàëèçà-
öèè N0.1 = 40 . Â êà÷åñòâå àïðèîðíî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷åíèÿ:
O0.1 = (0; 0;−10) , R0.1 = (3, 3, 3) , a = 0 , b = 0 , c = 0 .

Â òàáëèöå 2 ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, çíà÷åíèå VJ3D = NJ3D/N
3
0.1 × 100% �

àíàëîã êîýôôèöèåíòà ïîðèñòîñòè, ãäå NJ3D � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ îáðàçóþùèõ
âêëþ÷åíèå. Äëÿ øàðà VJ3D = 53, 846 , ïðè ïàðàìåòðå äåòàëèçàöèè N = 40 .

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ÷òî, íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ñòðàòåãèåé ïîèñ-
êà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ: íà ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ìåñòîïîëîæåíèå (êîîðäèíàòû öåíòðà), íà âòîðîì
� âåêòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿ, íà òðåòüåì � âûïîëíÿåòñÿ óòî÷íåíèå êîýôôèöèåíòîâ ãåíåðà-
òîðà ôðàêòàëà. Äàííîé ñòðàòåãèåé îïðåäåëÿëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàðüèðîâàíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ â ìåòîäå Õóêà�Äæèâñà. Íàéäåííûå ïàðàìåòðû êâàçèôðàêòàëà ïîçâîëÿþò ñòðî-
èòü îöåíêè êîýôôèöèåíòà ïîðèñòîñòè ñðåäû (ñì. ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû 2), à ïî-
ñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ êâàçèôðàêòàëà íà ñâÿçíîñòü (íàëè÷èå êàïèëëÿðíûõ êàíàëîâ) è
ôëþèäîäèíàìèêó ïîçâîëÿò îöåíèòü êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè íåôòåãàçîíàñûùåííûõ
ñèñòåì.
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Structural interpretation of local piecewise anisotropic

geological inclusions

c⃝ V .N. Krizsky3, R. R. Yamatov4

Abstract. The computer modeling algorithms for direct electric pointed source �elds in piecewise
quasifractal Julia media were build. Julia quasifractals are describe meaning or porous oil and gas
media. On the base of A.N.Tikhonov variation type algorithms the solving procedures for inverse
problems of determination of quasifractal media parameters were build.

Key Words: Quasifractal porous piecewise anisotropic Julia media, direct current �eld, direct
and inverse problem.
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