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ýëåêòðîêàðîòàæà âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû
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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ çàäà÷è ñêâàæèí-
íîé ýëåêòðîðàçâåäêè è êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä åå ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ïðÿìàÿ çàäà÷à ýëåêòðîðàçâåäêè,
ìîäåëèðîâàíèå êàðîòàæà ñêâàæèí.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ èçó÷åíèÿ âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ãåîëîãè÷åñêîãî ðàçðåçà çåìëè
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûÿâëåíèÿ è ïðîìûøëåííîé îöåíêè ìåñòîðîæäåíèé ïîëåçíûõ èñêîïàå-
ìûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû òðåáóåòñÿ ïåðåîöåíêà óæå ðàçâåäàííûõ çàïàñîâ ñ ó÷åòîì ïðîèçâå-
äåííîé ïðîìûøëåííîé âûðàáîòêè, áîëåå ïîëíîå îïîèñêîâàíèå ïðîäóêòèâíûõ çîí, óòî÷íå-
íèå êîíòóðîâ çàëåæåé. Êàðîòàæ èëè ãåîôèçè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ñêâàæèíàõ ÿâëÿþòñÿ
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè ðàçâåäêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Èñïîëüçîâàíèå ñêâà-
æèí äëÿ èçó÷åíèÿ îêîëîñêâàæèííîãî è ìåæñêâàæèííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò ñóùå-
ñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêîâûõ ðàáîò è óìåíüøèòü îáúåìû äîðîãîñòîÿùåãî
áóðåíèÿ.

Ñðåäè áîëüøîãî ÷èñëà èçâåñòíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé ñêâàæèí, âå-
äóùåå ìåñòî çàíèìàåò ýëåêòðè÷åñêèé êàðîòàæ ïîñòîÿííûì òîêîì, êàê íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûé è ýêîëîãè÷åñêè áåçîïàñíûé ìåòîä ðàçâåäêè. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðîåíèÿ çåìíûõ íåäð ïðåäîïðåäåëÿåòñÿ ðàçëè÷èåì çíà÷åíèé
óäåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîâîäèìîñòåé ãîðíûõ ïîðîä.

Â ðåàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà, âëèÿþò ôè-
çè÷åñêèå ðàçìåðû, ôîðìà ñêâàæèí, ó÷åò êîòîðûõ ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî âîññòàíîâèòü
ñòðóêòóðó èññëåäóåìîãî ðàéîíà.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîé çàäà÷è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà äëÿ âåðòèêàëüíîé áåñêîíå÷íîé ñêâàæèíû ñ ãëè-
íèñòîé êîðêîé â ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûõ
ïëàñòîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü â òðåõ-ñëîéíîì êóñî÷íî-îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå Ω , ñîñòîÿùåì èç ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíûõ, ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûõ ïëàñòîâ Ω1 , Ω2 , Ω3 ñ óäåëüíûìè ýëåêòðè-
÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè σ1 , σ2 , σ3 íàõîäèòñÿ âåðòèêàëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñêâàæèíà
ΩS , çàïîëíåííàÿ áóðîâûì ðàñòâîðîì óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè σS , è âîêðóã

1äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ
àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; viktorov@rambler.ru.
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êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ãëèíèñòàÿ êîðêà â âèäå êîëüöà ΩG óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâî-
äèìîñòè σG (ðèñ. 2.1).
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà ñ êîðêîé â òðåõ-ñëîéíîì ïðîñòðàíñòâå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîé çàäà÷è îïèñûâàþùàÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå òî÷å÷íîãî
èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà èíòåíñèâíîñòè I , âîçáóæäàåìîãî âíóòðè ñêâàæèíû â òî÷êå
A(x0, 0, z0) , â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñüþ z íàïðàâëåííîé âíèç è ñîâïàäàþùåé
ñ îñüþ âðàùåíèÿ ñêâàæèíû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆uS(P ) = − I

σS
δ(x− x0)δ(y)δ(z − z0), P (x, y, z) ∈ ΩS; (2.1)

∆ui(P ) = 0, P (x, y, z) ∈ Ωi, i = 1, 3; ∆uG(P ) = 0, P (x, y, z) ∈ ΩG; (2.2)

ui(P )|z=zi = ui+1(P )|z=zi ; σi
∂ui(P )

∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1
∂ui+1(P )

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2; (2.3)

ui(P )|rG = uG(P )|rG ;σi
∂ui(P )

∂n

∣∣∣∣
rG

= σG
∂uG(P )

∂n

∣∣∣∣
rG

, i = 1, 3; (2.4)

uS(P )|rS = uG(P )|rS ;σS
∂uS(P )

∂m

∣∣∣∣
rS

= σG
∂uG(P )

∂m

∣∣∣∣
rS

; (2.5)

uS,G → 0, |z| → ∞; u1,3 → 0,
√
x2 + y2 + z2 → ∞; u2 → 0,

√
x2 + y2 → ∞, (2.6)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïëîñêîñòü z = zi � íèæíÿÿ ãðàíèöà ñëîÿ Ωi ( i = 1, 3 ), δ �
ôóíêöèÿ Äèðàêà, n è m � åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòÿì rG è
rS ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå ïðÿìîé ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)�(2.6) îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàííûì ìåòîäîì
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [1].
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3. Êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ

Ïåðåéäåì â çàäà÷å (2.1)�(2.6) ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z) ñ ïëîñêî-
ñòüþ φ = 0 , ñîäåðæàùåé èñòî÷íèê òîêà. Ïîëó÷èì:

LuS ≡ 1

r

∂

∂r
r
∂uS
∂r

+
∂2uS
∂z2

+
1

r2
∂2uS
∂φ2

= − I

2rσS
δ (r − r0) δ (φ) δ (z − z0) , (r, φ, z) ∈ ΩS; (3.1)

LuG = 0, (r, φ, z) ∈ ΩG; Lui = 0, (r, φ, z) ∈ Ωi, i = 1, 3; (3.2)

∂u

∂φ

∣∣∣∣
φ=0,π

= 0; (3.3)

ui|z=zi = ui+1|z=zi ; σi
∂ui
∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1
∂ui+1

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2; (3.4)

ui|r=rG = uG|r=rG ; σi
∂ui
∂r

∣∣∣∣
r=rG

= σG
∂uG
∂r

∣∣∣∣
r=rG

, i = 1, 3; (3.5)

uS|r=rS = uG|r=rS ; σS
∂uS
∂r

∣∣∣∣
r=rS

= σG
∂uG
∂r

∣∣∣∣
r=rS

; (3.6)

uS,G → 0, |z| → ∞, u1,3 → 0,
√
r2 + z2 → ∞, u2 → 0, |z| → ∞, φ ∈ [0, π], (3.7)

ãäå óñëîâèå (3.3) âûðàæàåò ñèììåòðèþ ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé φ = 0
è φ = π .

Ê çàäà÷å (3.1)�(3.7) ïðèìåíèì êîíå÷íîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé
φ :

um (r, z) =

π∫
0

u (r, φ, z) cosmφdφ (3.8)

è áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå â âèäå:

u (r, φ, z) = π−1

∞∑
m=0

(2− δm0 )u
m (r, z) cosmφ, (3.9)

ãäå δm0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, δji =

{
0, i ̸= j
1, i = j

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (ïî ïàðàìåòðó m = 0, 1, 2, . . . )
äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå um(r, z) ðàçëîæåíèÿ èñ-
êîìîé ôóíêöèè u(r, φ, z) â ðÿä (3.9):

Ã(r0, z0), P̃ (r, z), Q̃(rQ, zQ),

LmumS ≡ 1

r

∂

∂r
r
∂umS
∂r

+
∂2umS
∂z2

− m2

r2
umS = − I

4rσS
δ (r − r0) δ (z − z0) , P̃ ∈ Ω̃S;

LmumG = 0, P̃ ∈ Ω̃G; Lmumi = 0, P̃ ∈ Ω̃i, i = 1, 3;
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umi |z=zi = umi+1

∣∣
z=zi

; σi
∂umi
∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1

∂umi+1

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2;

umi |r=rG = umG |r=rG ; σi
∂umi
∂r

∣∣∣∣
r=rG

= σG
∂umG
∂r

∣∣∣∣
r=rG

, i = 1, 3; (3.10)

umS |r=rS = umG |r=rS ; σS
∂umS
∂r

∣∣∣∣
r=rS

= σG
∂umG
∂r

∣∣∣∣
r=rS

;

|umS ||r=0 <∞; umS,G → 0, |z| → ∞;

um1,3 → 0,
√
r2 + z3 → ∞; um2 → 0, r → ∞,

ãäå îáëàñòè Ω̃S, Ω̃G, Ω̃1, Ω̃2, Ω̃3 ïîëó÷åíû ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé
ΩS, ΩG, Ω1, Ω2, Ω3 ïëîñêîñòüþ φ = const (ðèñ. 3.1 à�ñ).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Âûáåðåì â êà÷åñòâå âêëþ÷åíèÿ ñêâàæèíó Ω̃S (ñì. ðèñ. 3.1a, ãäå æèðíîé ëèíèåé îòìå-
÷åíà ãðàíèöà âêëþ÷åíèÿ).

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.10) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [2]:

um = Wm + V m, umS =
σG
σS

(Wm + V m), (3.11)

Wm =

∞∫
−∞

µm
(
Q̃
) ∂Gm

(
P̃ , Q̃

)
∂rQ̃

· rQ̃dz, V m =
I

4σS
Gm

(
P̃ , Ã

)
,

ãäå ôóíêöèè Gm(P̃ , Q̃) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(P,Q) â
êîñèíóñ-ðÿä (3.9) íàõîäÿòñÿ èç âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è:

LmGm
G ≡ 1

r

∂

∂r
r
∂Gm

G

∂r
+
∂2Gm

G

∂z2
− m2

r2
Gm
G = −δ (r − rQ) δ (z − zQ) ;

LmGm
i = 0, i = 1, 3;
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Gm
i |z=zi = Gm

i+1

∣∣
z=zi

; σi
∂Gm

i

∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1

∂Gm
i+1

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2; (3.12)

Gm
i |r=rG = Gm

G |r=rG ; σi
∂Gm

i

∂r

∣∣∣∣
r=rG

= σG
∂Gm

G

∂r

∣∣∣∣
r=rG

, i = 1, 3;

|Gm
G ||r=r0 <∞; Gm

G → 0, |z| → ∞; Gm
1,3 → 0,

√
r2 + z2 → ∞; Gm

2 → 0, r → ∞,

à µm
(
Q̃
)
� íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöè-

àëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ � åñòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

µm
(
P̃
)
− σG − σS
σG + σS

∞∫
−∞

µm
(
Q̃
)
rQ̃

∂Gm
(
P̃ , Q̃

)
∂rQ̃

dz =
σG − σS
σG + σS

· I

4πσS
Gm

(
P̃ , Ã

)
.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.12) ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ Ω̃G êàê âêëþ÷åíèå â
ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå (ðèñ. 3.1á):

Gm
(
P̃ , Q̃

)
= W̃m + Ṽ m, Gm

G,i

(
P̃ , Q̃

)
=
(
W̃m + Ṽ m

)
· σi
σG
,

W̃m
(
P̃ , Q̃

)
=

3∑
i=1

∫
S̃G,i

µ̃mG,i(Q̂) · r̃̃Q ·
∂G̃m

(
P̃ , Q̂

)
∂r̃̃Q

dz, Ṽ m = G̃m
(
P̃ , Q̃

)
,

ãäå G̃m
(
P̃ , Q̃

)
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé çàäà÷å:

LmG̃m
(
P̃ , Q̃

)
= −δ(P̃ , Q̃); G̃m

i

(
P̃ , Q̃

)∣∣∣
z=zi

= G̃m
i+1

(
P̃ , Q̃

)∣∣∣
z=zi

,

σi
∂G̃m

i

(
P̃ , Q̃

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
z=zi

= σi+1

∂G̃m
i+1

(
P̃ , Q̃

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2,
∣∣∣G̃m

i

(
P̃ , Q̃

)∣∣∣∣∣∣
r=0

<∞; (3.13)

G̃m
1,3

(
P̃ , Q̃

)
→ 0,

√
r2 + z2 → ∞; G̃m

2

(
P̃ , Q̃

)
→ 0, r → ∞.

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ W̃m = W̃m
1 + W̃m

2 + W̃m
3 ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïðè ïåðåõîäå

ãðàíèö S̃G,1, S̃G,2, S̃G,3 (ñì. ðèñ. 3.1á), äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

W̃i

m

ext(P̃0) = W
m

i (P̃0) + 0.5 · µ̃mG,i(P̃0), W̃i

m

in(P̃0) = W
m

i (P̃0)− 0.5 · µ̃mG,i(P̃0), i = 1, 3, (3.14)

ãäå W̃i

m

ext(P̃0), W̃i

m

in(P̃0), W
m

i (P̃0), P̃0 ∈ S̃G,i, i = 1, 3 � ñîîòâåòñòâåííî âíåøíèå, âíóò-
ðåííèå è ïðÿìûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.14) ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ µ̃mG,i :
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µ̃mG,1 − 2σ1−σG

σ1+σG

(
W̄m

1 + W̃m
2 + W̃m

3

)
= 2σ1−σG

σ1+σG
· Ṽ m

0 , Q̃ ∈ S̃G,1;

µ̃mG,2 − 2σ2−σG
σ2+σG

(
W̃m

1 + W̄m
2 + W̃m

3

)
= 2σ2−σG

σ2+σG
· Ṽ m

0 , Q̃ ∈ S̃G,2;

µ̃mG,3 − 2σ3−σG
σ3+σG

(
W̃m

1 + W̃m
2 + W̄m

3

)
= 2σ3−σG

σ3+σG
· Ṽ m

0 , Q̃ ∈ S̃G,3;

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.13) äëÿ ñëó÷àÿ n -ñëîéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷åíî ïî ðåêóððåíòíûì
ôîðìóëàì ìåòîäîì "ôèêòèâíûõ ãðàíèö"[3].

Èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ìåòîä îáëàäàåò ïðåèìóùåñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ïîçâî-
ëÿåò ïîýòàïíî ïîíèæàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñëîæíîñòü èññëåäóåìîé ñðåäû, ñ äðóãîé � ïîç-
âîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìû äîïóñêàþùèå ðàñïàðàëëåëèâàíèå
âû÷èñëåíèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ñêîðîñòü ñ÷åòà.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà êðóãîâàÿ ñêâàæèíà íàêëîííàÿ è ïåðåñåêàåò ïëàñò ñ ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàìè ïîä íåêîòîðûì óãëîì, ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî äðóãèì
ñïîñîáîì � â âèäå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
[4].
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