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Cèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè ìàëûõ

ïàðàìåòðîâ
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Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿøåíà èçó÷åíèþ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè â
ðåé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè
ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ìàëûé ïàðàìåòð

Èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì ñ ïå-
ðåìåííîé ñòðóêòóðîé ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà ìàëûõ ïî âåëè÷èíå ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí â èññëåäóåìîì îáúåêòå. Áîëåå òîãî, èõ îòáðàñûâàíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåàäåê-
âàòíîñòè ìîäåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè
ó÷åòà ìàëûõ ïàðàìåòðîâ èëè âîçìîæíîñòè èõ îòáðàñûâàíèÿ â ïðîöåññå ñîñòàâëåíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü [3]. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòîò âîïðîñ ñâÿçàí ñ
æåëàíèåì èññëåäîâàòåëÿ óïðîñòèòü ìîäåëü ïóòåì ïîíèæåíèÿ åå ïîðÿäêà. Èìåþòñÿ, î÷å-
âèäíî, è äðóãèå ìîòèâû îöåíêè âëèÿíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé òàêèõ
ñèñòåì. Âîïðîñ ó÷åòà ìàëîãî ïàðàìåòðà, êàê èçâåñòíî, äëÿ ñèñòåì ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè â îïðåäåëåííîé ìåðå ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì [2].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, â ñëó-
÷àå íàëè÷èÿ â íèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèìåíåíèè ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â îáû÷íûõ
ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåìàõ, îêàçûâàåòñÿ íå âîçìîæíûì â ñèëó ðàçðûâà ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëü-
íîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ðåçêèì èçìåíåíèÿì â ïîâåäåíèè òàêèõ ñèñòåì. Â
ñâÿçè ñî ñäåëàííûìè çàìå÷àíèÿìè, åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ îöåíêè ìàëîãî ïàðàìåòðà
íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè åãî îòáðàñûâàíèÿ â ìîäåëÿõ âîîáùå èëè óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèö
åãî èçìåíåíèÿ, â êîòîðûõ ñâîéñòâà ðåàëüíîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è
è ïîñâÿùàåòñÿ äàííàÿ ñòàòüÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé
âèäà

dx

dt
= f(t, x, y, µ, u(t, x, y)), (0.1)

µ
dy

dt
= g(t, x, y, µ), (0.2)

ãäå x ∈ Rn , y ∈ Rl , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ.
Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u(t, x, y) ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé
ïîâåðõíîñòè S(t) , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì s(t, x1, ..., xn) = 0 è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ìíîæåñòâî Ì ìåðû íóëü, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ãðàíèö îáëàñòåé si(t, x, y) > 0 è si(t, x, y) <
0 , i = 1, 2, ...n .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(t, x, u(t, x, y)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âïëîòü äî îáùåé ãðà-
íèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé. Ôóíêöèÿ g(t, x, y, µ) ∈ C(D), D = ([t0,+∞), Rn, Rl, µ ∈ (0, µ0)) ,
µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Îáëàñòè s(t,x)> 0 è s(t,x)< 0 áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè

u(t, x, y) . Â ýòèõ îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî: ui(t, x, y) = u
(1)
i (t, x, y) , i = 1, 2...n ïðè

si(t, x, y) > 0 è ui(t, x, y) = u
(2)
i (t, x, C) ïðè

1Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê
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si(t, x, y) < 0 . Ôóíêöèè u
(1)
i (t, x, y) è u

(2)
i (t, x, y) ∈ C([t0,+∞)×Rn ×Rl).

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (0.1)-(0.2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷åí-
íóþ â ïðåäïîëîæåíèè µ = 0 ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1) èç óðàâíåíèÿ
g(t, x, y) = 0 (0.3)

âûðàæàåì áûñòðóþ êîîðäèíàòó y = φ(t, x) è ïîäñòàâëÿåì åå êàê â óðàâíåíèå (0.1), òàê è
â âûðàæåíèÿ si(t, x, y) ;

2) ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [2] â ïðåäïîëîæåíèè ṡ(t, x) = 0 â ñèëó ñèñòåìû
(0.1) íàõîäèì âûðàæåíèå ôóíêöèè u(t, x) è ïîäñòàíîâêîé åå â óðàâíåíèå (0.1) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

dx

dt
= ψ(t, x), (0.4)

ãäå ψ(t, x) ∈ C([t0,+∞) × Rn), x ∈ Rn , îïèñûâàþùåå äâèæåíèå íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t)
( s∗(t, x) = 0 ) ;
3) òåì æå ìåòîäîì äîîïðåäåëÿåì ñèñòåìó (0.1) âíå ïîâåðõíîñòè S∗(t) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ṡ(t, x) ̸= 0 . Â ðåçóëüòàòå äîîïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó

dx∗

dt
= f(t, x∗, ū(t, x∗)), (0.5)

ãäå ū(t, x∗) óïðàâëåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðîöåññå äîîïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (0.1) âíå ìíîãîîá-
ðàçèÿ S∗(t) .

Ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðîé ôàêòè÷åñêè ïðîèçâåäåíî ðàçäåëåíèå äâèæåíèé â ñèñòåìå íà
áûñòðûå, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (0.2) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ , è ìåäëåííûå,
îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (0.5). Òàêîé ïðîöåäóðîé ìû ïðîèçâåëè ïåðåõîä ïðè èññëåäîâàíèè
èñõîäíîé ñèñòåìû èç ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n+ l â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíî-
ñòè ïîðÿäêà n . Ïðè ýòîì ïðàâîìåðåí âîïðîñ: ÿâëÿþòñÿ ëè ýêâèâàëåíòíûìè äâèæåíèÿ,
îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé (0.1) è ñèñòåìîé (0.5), ïîëó÷åííîé â ïðîöåññå äîîïðåäåëåíèÿ? Òî
åñòü, èìååò ëè ìåñòî lim

t→+∞
x(t) = x∗(t) ? Î÷åâèäíî, ýòîãî ìîæíî îæèäàòü òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà â äîñòàòî÷íî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ïðè çíà÷åíèÿõ t > t0 áûñòðûå êîëåáàíèÿ
¾çàòóõàþò¿.

Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ óñëîâèé íà ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòå-
ìû è ìàëûé ïàðàìåòð µ , ïðè êîòîðûõ ìîæíî óêàçàòü àëãîðèòì èçó÷åíèÿ ìåäëåííûõ äâè-
æåíèé. Â ðåøåíèè óêàçàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ
áûñòðûå êîëåáàíèÿ çàòóõàþò, à äâèæåíèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t) ìîæíî ìîäåëèðîâàòü
ìåäëåííûå äâèæåíèÿ.

1. Ñõîäèìîñòü áûñòðûõ äâèæåíèé.

Ïîä ñõîäèìîñòüþ áûñòðûõ äâèæåíèé áóäåì ïîíèìàòü èõ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ S∗(t) . Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ñðàâíå-
íèþ ðåøåíèé ñèñòåì (0.4), îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t) , è ðåøåíèé
ñèñòåìû (0.5), îïèñûâàþùåé äâèæåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïðåäëàãàåòñÿ òàêîå ñðàâíåíèå âûïîëíèòü íà îñíîâå ââåäåíèÿ ôóíêöèè V (t, z, s(z)) , ãäå
z = x∗ − x . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1)V (t, z, s) ∈ C([t0,+∞)×Rn ×Rm);V (t, 0, 0) = 0;

2) ∥z∥ ≤ V (t, z, s) ≤ k(t) ∥z∥ , t ≥ t0, V ∈ Rn, k(t) ∈ C([t0,+∞) , R1
+);
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3) ||V (t, z1, s)− V (t, z2, s)|| ≤ k(t) ∥z1 − z2∥ , ∀z1, z2 ∈ Rn;

4) lim
δ→+0

1

δ
(V (t+ h, z + δF, s(t+ h))− V (t, z, s(t)) ≤ ψ(t)V (t, z, s), ψ ∈ C([t0,+∞) , R1).

Çäåñü F åñòü ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

dz

dt
= f(t, z, s(z)).

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2) îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ïðîäîë-
æèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (0.5) âïðàâî ïðè çíà÷åíèè t > t0 , à óñëîâèÿ 3)-4) îáåñïå÷èâàþò
èõ îãðàíè÷åííîñòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ìû äîëæíû îáðàùàòü âíèìàíèå
íà òðè ìíîæåñòâà: S(t) ;S∗(t) è S̄(t) . Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå ïåðâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò
èç òî÷åê ïîâåðõíîñòè s(x) = 0, âòîðîå � èç òî÷åê ïîâåðõíîñòè s∗(φ(x)) = 0 è òðåòüå èç
òî÷åê ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì y = φ(x) .

Îöåíèì ïðè ïîìîùè ââåäåííîé ôóíêöèè áëèçîñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (0.2) y(t) è âû-
ðîæäåííîãî ðåøåíèÿ y∗(t) = φ(t, x∗) ïðè çíà÷åíèè µ = 0 . Ââåäåì ïåðåìåííóþ z = y−y∗ .
Ïîëîæèì V (t, z, s̄) = ∥y − y∗∥ , ãäå s̄ = y−φ(t, x) . Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V ïðèìåò
âèä

V̇ = φ′
x(t, x) · ẋ = φ′

x(t, x) · f(t, x, φ(t, x), u∗)−
1

µ
g(t, x, y), (1.1)

ãäå u∗ åñòü äîîïðåäåëåííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t) ôóíêöèÿ u(t, x) .
Òàêèì îáðàçîì V̇ = φ′

x(t, x) · ψ(t, x, u∗)− 1
µ
g(t, x, y) . Òðåáóÿ V̇ < 0 , èìååì:

À) φ′
xψ(t, x, u

∗) < 0 â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè u∗(t, x) ;
Á) 1

µ
g(t, x, y) áóäåò îãðàíè÷åíà â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè çíà÷åíèåì L ∥y∥ , ãäå L −

Const, L > 0 .
Â) â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé À) è Á)

äîëæíî èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå |φ′
x(t, x) · ψ(t, x, u∗)| > 1

µ
g(t, x, y) , t ∈ [t0,+∞)

Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè â ñèñòåìå (0.1) � (0.2) ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé óäîâëå-
òâîðÿþò ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ À), Á) è Â), òî
áûñòðàÿ êîîðäèíàòà äâèæåíèÿ y(t) ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîïàäàåò â δ− îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ S∗(t) .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå À), òî ìåäëåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äâèæåíèé
ôàêòè÷åñêè îêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîå âëèÿíèå íà ñòàáèëèçàöèþ áûñòðûõ äâèæåíèé â ñè-
ñòåìå. Âòîðîé ÷ëåí â âûðàæåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (t, x.y) ìîæåò ìåíÿòü çíàê íà
ìíîæåñòâå g(t, x, y) = 0 . Îäíàêî, â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
S∗(t) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Â) çíàê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (t, x.y) îñòàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíî ïîñòîÿííûì. Ýòè çàìå÷àíèÿ è óñòàíàâëèâàþò ñïðàâåäëèâîñòü ñäåëàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ò.å. ïðè t→ +∞ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè áûñòðûõ äâèæåíèé îêàæåòñÿ
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S∗(t) .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ñäåëàííûå óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dx1
dt

= −x2 + Sign(s),

µ
dx2
dt

= x1 − 2x2, (1.2)
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Ãäå µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, s = x1 + x2 − b, b− Const, b > 0 . Ïîëîæèâ
µ = 0 è çàìåíèâ â ïåðâîì óðàâíåíèè ïåðåìåííóþ x2 âûðàæåíèåì x2 =

1
2
x1 , áóäåì èìåòü

óðàâíåíèå
dx1
dt

= −1

2
x1 + Sign(s∗),

îïèñûâàþùåå ìåäëåííûå äâèæåíèÿ. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå S∗(t) , íà êîòîðîì óïðàâëåíèå
ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, ïðèìåò âèä s∗ = 3

2
x1−b = 0 . Âîçüìåì ôóíêöèþ V â âèäå V = ∥s∗∥ .

Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.2) ïðèìåò âèä V̇ = −3
4
x1 + 3

2
Sign(s∗) . Ïîòðåáîâàâ

âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ V̇ < 0 , íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
x1 > 2 â îáëàñòè s∗ > 0 è âñåõ çíà÷åíèé x1 > 0 â îáëàñòè s∗ < 0 . Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê â îáåèõ îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ïðè
çíà÷åíèÿõ x1 > 2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
s∗ = 0 òðàåêòîðèè ðåøåíèé ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ýòîìó ìíîæåñòâó.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî, åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé
lim ṡ∗ < 0 ïðè s∗ → +0 è lim ṡ∗ > 0 ïðè s∗ → −0 .

Òàêèì æå îáðàçîì îöåíèì ìíîæåñòâî g(x1, x2, 0) = x1 − 2x2 = 0 íà ïðåäìåò åãî óñòîé-
÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî áûñòðûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïåðåìåííóþ z = x∗2 − x2 ,
ãäå x∗2− êîîðäèíàòà äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè s∗(x1, x2) = 0 , à x2− êîîðäèíàòà áûñòðûõ
äâèæåíèé âíå ïîâåðõíîñòè S∗(t).

Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè ìîæíî ïðèíÿòü V = ∥z∥ . Ïîëàãàÿ µ = 0 , â ñèëó ñèñòåìû
áóäåì èìåòü

V̇ =
1

µ
g(x1, x2) +

1

2
(x2 − Sign(s∗)). (1.3)

Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.3), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îáëà-
ñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè óïðàâëåíèÿ u(x1, x2) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S

∗(t) ôóíê-
öèÿ V̇ èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

1) â îáëàñòè s∗(x1, x2) > 0 x2 < 1− 2
µ
g(x1, x2) ;

2) â îáëàñòè s∗(x1, x2) < 0 x2 < −1 + 2
µ
g(x1, x2).

3) â îáåèõ îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé À) è Á) äîëæíî èìåòü

ìåñòî x2 < min
{
1− 2

µ
g(x1, x2),−1 + 2

µ
g(x1, x2)

}
.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(x1, x2)ìîæíî âñåãäà âûáðàòü òàêóþ δ− îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ, óñëîâèÿ À) � Â) áóäóò âûïîëíåíû.

Ï ð è ì å ð 1.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà

dx
dt

= cy − ρSign(y + x),
dy
dt

= −ky + Sign(y + x),
µdz
dt

= µz − x− y,
(1.4)

ãäå Sign(y+x) = u(x, y) , c, k, ρ− ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîëîæèâ â (1.4) çíà÷åíèå
µ = 0 , áóäåì èìåòü ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ïîâåäåíèå ðåøåíèé â äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
R2 .

dx
dt

= cy − ρu(x, y),
dy
dt

= −ky + u(x, y),
(1.5)

ãäå óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ íà ìíîæåñòâå S∗(t). Ìåòîäîì
ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [1] ñèñòåìà (1.5) íà ìíîæåñòâå s∗(t) = 0 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

dx
dt

= cy − ρ k−c
1−ρ ,

dy
dt

= −ky + k−c
1−ρ ,

(1.6)
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ãäå k−c
1−ρ åñòü âûðàæåíèå äîîïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ ū(x, y) íà äàííîì ìíîæåñòâå.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè ṡ∗ ̸= 0 , ïîëó÷èì ñèñòåìó

dx
dt

= cy − ρky−cy+ṡ
1−ρ ,

dy
dt

= −ky + ky−cy+ṡ
1−ρ ,

(1.7)

îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå äâèæåíèé ñèñòåìû âíå ìíîæåñòâà S∗(t) . Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: x =
x1, y = x2, ñèñòåìà (1.6) ïðèìåò âèä

dx1
dt

= cx2 − ρ k−c
1−ρ ,

dx2
dt

= −kx2 + k−c
1−ρ ,

(1.8)

à, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: x = y1, y = y2 , ñèñòåìà (1.7) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

dy1
dt

= cy2 − ρψ(y1, y2),
dy2
dt

= −ky + ψ(y1, y2),
(1.9)

ãäå ψ(y1, y2) =
(k−c)y2+ṡ

1−ρ .

Íàïîìíèì, çäåñü ñèñòåìà (1.8) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà ìíîæåñòâå S∗(t) , à ñèñòå-
ìà (1.9) - âíå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ðåøåíèé óêàçàííûõ ñèñòåì, äëÿ ÷åãî
ââåäåì ôóíêöèþ V = ∥y − x∥ , ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â ñèëó ñèñòåì (1.7) è (1.8) ïðèìåò
âèä

V̇ = [(y1 − x1)(ẏ1 − ẋ2) + (y2 − x2)(ẏ2 − ẋ2)] · [(y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2]
− 1

2 =

= (y1−x1)$1(x2)+(y2−x2)$2(x2)√
(y1−x1)2+(y2−x2)2

· (− ρ
1−ρ)

,

ãäå Φ1(x2) = [(k − c)x2 − ṡ− (k − c)] , Φ2(x2) = [(k − c)x2 − ṡ+ (k − c)] .
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè Φ1 è Φ2 íåâîçðàñòàþùèå ïî ïåðåìåííîé x2 â îáëà-

ñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè, à ïàðàìåòð ρ ñâîèì çíà÷åíèåì óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 ≤ ρ < 1 ,
òî èìååì V̇ ≤ 0 . Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî ïðè ∥y − x∥ = 0ôóíêöèÿ V îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì 1) ÷ 4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t → +∞ âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç îáëàñòåé
îäíîçíà÷íîñòè s∗ > 0 è s∗ < 0 ïîïàäàþò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ
S∗(t) .

Âûâîäû. Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äîîïðåäåëåííàÿ ïî ïðåäëîæåí-
íîé ñõåìå èñõîäíàÿ ñèñòåìà â ïðåäïîëîæåíèè µ = 0 è ïðè íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé íà ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ìîæåò ñîäåðæàòü ñêîëüçÿùèå ðåæèìû, êîòîðûå îïè-
ñûâàþò ìåäëåííûå äâèæåíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå (0.1) - (0.2) . Êàê èçâåñòíî, íàëè÷èå èëè
îòñóòñòâèå ìåäëåííûõ ðåæèìîâ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé (0.1)-(0.2),
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì äëÿ ïðàêòèêè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèìåðîì 1, ìû ïîêàçàëè âîçìîæ-
íîñòü ãàøåíèÿ áûñòðûõ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ g(x, y, 0) = 0 , à ïðèìåðîì
2 óñòàíîâëåí ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èå â íèõ
ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ.

Îêàçûâàåòñÿ: åñëè ôóíêöèÿ ψ(t) â óñëîâèè 4) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ψ(t) ≤
0, t ∈ [t0,+∞) è âûïîëíåíî óñëîâèå F (t, 0, 0) ≡ 0 , òî â ñèëó [5] äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
z(t : t0, x0, s(t0)) èìååò ìåñòî ∥z(t : t0, z0, s(t0)∥ ≤ N äëÿ âñåõ t ≥ t0, N − const . À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî lim

t→+∞
∥z(t : t0, z0, s(t0)∥ = 0 , ò.å. ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ïîïàäàåò â

δ− îêðåñòíîñòü ïîâåðõíîñòè S (s(t, x) = 0) , x ∈ Rn ïðè t→ +∞.
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2. Èññëåäîâàíèå ìåäëåííûõ äâèæåíèé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ìíîæåñòâà: S∗(t); S̄(t) è Sk(t) . Ïåðâîå ìíîæåñòâî
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì s(t, x, y, 0) = 0 , âòîðîå � óðàâíåíèåì g(t, x, y, 0) = 0 , à òðåòüå
óðàâíåíèåì s(t, x, y, µk) = 0 , µk ∈ (0, µ∗) .
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè µ → 0 , â ìîìåíòû âðåìåíè tk , k = 1, 2, ... çíà÷åíèÿ µ
îáðàçóþò ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} .

Ïðè äîîïðåäåëåíèè [2], óðàâíåíèå (0.1), îïèñûâàþùåå ìåäëåííûå äâèæåíèÿ, ìîæåò
áûòü çàìåíåíî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dx

dt
= f(t, x, y, Uk(t, x)), (2.1)

ãäå îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå è íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ïðè äîîïðåäåëåíèè
ôóíêöèè u(t, x, y, µ) íà ìíîæåñòâå Sk(t) , ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèþ µ: . Ïðè ýòîì
u(t, x, y, µk) ∈ Uk(t, x). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (2.1) ìîæíî çàìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíûì
âêëþ÷åíèåì

dx

dt
∈ Fk(t, x), (2.2)

ãäå ìíîæåñòâî Fk(t, x) = f(t, x, y, Uk(t, x) îòâå÷àåò äîîïðåäåëåíèþ ñèñòåìû (0.1) â òî÷êå
x(t) íà ìíîæåñòâå Sk(t) . Âïðåäü â ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1) â ñèëó ìàëîñòè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ áûñòðóþ ïåðåìåííóþ y áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð, ò.ê. ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ tk ∈ [t0, T ) áûñòðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ y(t) äâèæåíèÿ â êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåò ñâîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y0 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:
1) Fk(t, x) - âûïóêëûå êîìïàêòû äëÿ âñåõ òî÷åê (t, x) ∈ Sk(t) , ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì
µk ;
2) ôóíêöèÿ Fk - ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, xk) → Fk(t, xk) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè
àðãóìåíòîâ, ãäå (t, xk) ∈ Sk(t) . Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ Fk èìååò ìåñòî α(F (t, xk), F (t, x

∗)) →
0 ïðè xk → x∗ , t− Const . Çäåñü α(A,B) = max{sup

a∈A
ρ(a,B), sup

b∈B
ρ(b, A)} .

Ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé [3]-[4].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ M δ ìíîæåñòâà M áóäåì
íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ ρ(x,M) ≤ δ . Î÷åâèäíî
M δ - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íàèìåíüøèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì
coM ìíîæåñòâà M áóäåì íàçûâàòü ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ A1, A2, , , ,
ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî M .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Âåêòîð-ôóíêöèþ y(t) áóäåì íàçûâàòü δ - ðåøåíèåì
(ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ñ òî÷íîñòüþ äî δ ) âêëþ÷åíèÿ ẋ ∈ F (t, x) ñ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé F , åñëè íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå èìååò ìåñòî ïî÷òè âñþäó ẏ(t) ∈
Fδ(t, y(t)) , ãäå Fδ(t, y(t)) ≡ [coF (tδ, yδ)]δ , F (tδ, yδ)− ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ F (t1, y1) äëÿ
âñåõ t1 ∈ tδ , y ∈ yδ , |y1 − y| ≤ δ , |t1 − t| ≤ δ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Ìíîæåñòâî F∗(t, x) äëÿ ìíîæåñòâ Fk(t, x) , k = 1, 2, ...
áóäåì ñ÷èòàòü ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì, åñëè èìååò ìåñòî α(Fk(t, x), F∗(t, x

∗)) → 0
ïðè x→ x∗ .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Åñëè òî÷êà (t∗, x∗) ∈ S∗(t) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðè-
òÿæåíèÿ ìíîæåñòâà S∗(t) , òî òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ p∗(t∗, x∗)òðàåêòîðèè ñ ìíîæåñòâîì
S∗(t) áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé ïàäåíèÿ. Åñëè â òî÷êå p∗(t∗, x∗) òðàåêòîðèÿ ïåðåõîäèò â
äðóãóþ îäíîçíà÷íóþ îáëàñòü, òî áóäåì åå íàçûâàòü òî÷êîé ñðûâà.

Ïðè ââåäåííûõ îïðåäåëåíèÿõ ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
1) äëÿ çíà÷åíèéµ ∈ (0, µ0) ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} , ò.å. µk →

µ∗ ïðè k → ∞ ;
2) êàæäîìó çíà÷åíèþ µk â ïðîñòðàíñòâå Rl îòâå÷àåò ìíîæåñòâî Sk(t, µk) ;
3) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ µk íà ìíîæåñòâå Sk(t) ñóùåñòâóåò òî÷êà ïàäåíèÿ (t, xk)

òðàåêòîðèè èç îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè. Êàê èçâåñòíî, ïðè äîîïðåäåëåíèè ñèñòåìû ( ) òàêîé
òî÷êå îòâå÷àåò ìíîæåñòâî Fk(t, xk) . Äëÿ çíà÷åíèÿ µ = 0 òàêîé òî÷êîé áóäåì ñ÷èòàòü
òî÷êó (t, x∗) ∈ S∗(t) .

4)äëÿ êàæäîé òî÷êè ïàäåíèÿ (tk, xk) ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ åå εk− îêðåñòíîñòü, êàæ-
äàÿ òî÷êà êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ρ(x, xk) ≤ εk . Òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì
îáîçíà÷àòü M εk . Äëÿ òî÷êè (t, x∗) - ñîîòâåòñòâåííî M ε∗ .

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ F (t, x) íåïðåðûâíà â òî÷êå (tk, xk) , òî â δ -
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìîæíî âûäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} , ñõîäÿùóþñÿ ê
ýòîé òî÷êå, ò.å. {xk} → x∗ ïðè k → ∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f(x) , ïðèíÿâ çà ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâîF (t, x∗) .

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ M εk - íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çà-
ìêíóòîå, êðîìå òîãî, îíè îáðàçóþò âëîæåííûå ïîäìíîæåñòâà â îáëàñòè G ∈ Rl ñ ðàäè-
óñàìè rµk , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ñ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé µ∗ , òî ïðè k → ∞ èìååò ìåñòî ρ(M εk ,M ε∗) → 0 (ðàâíîñèëüíî xk(t) → x∗ ∈ S∗(t) ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü rµk - ðàäèóñû âëîæåííûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè-
÷åì, r∗µ = min {rµk} . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì òåîðåì â îêðåñòíîñòè M ε∗ òî÷êè
(t, x∗) ïðè k → ∞ áóäåò ðàñïîëîæåíà òî÷êà (t, xk) ∈ Sk(t) , êîòîðàÿ áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ
îò òî÷êè (t, x∗) íà ñêîëü óãîäíî ìàëîì ðàññòîÿíèè ρ . Î÷åâèäíî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk} òî÷êà (t, x∗) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëüíîé ïðè r∗µ → 0 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà xp , îòñòîÿùàÿ îò òî÷êè (t, x∗) íà ðàññòî-
ÿíèè áîëüøåì rµk , òî ìíîæåñòâà M ε∗ è M εp íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
òåîðåìû.

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî Fk(t, xk) ñîñòîèò èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê çíà÷åíèé ôóíêöèè
f(t, x, u(t, x)) ïðè xk → x∗ . Ñðåäè òàêèõ çíà÷åíèé íàõîäÿòñÿ è âåêòîðû f+(t, x, u(t, x)) =
lim f ïðè x → x∗ â îáëàñòè s∗(x) > 0 , f−(t, x, u(t, x)) = lim f ïðè x → x∗ â îáëàñòè
s∗(x) < 0 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f+
Nk
, f−
Nk

- ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèè âåêòîðîâ f+ è f− íà íîðìàëü,
ïðîâåäåííóþ ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà Sk(t) â òî÷êå (t, xk) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6. Ìíîæåñòâî òî÷åê, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó âåêòîðàìè
f+(t, xk) è f−(t, xk) è âûïóêëîé îáîëî÷êîé, íàòÿíóòîé íà êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ, áóäåì
íàçûâàòü âûïóêëûì êîíóñîì Ck .

Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2, êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ
òî÷åê xk ∈ Sk(t) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà f+

k−1 ≥ f+
k è f−

k−1 ≥ f−
k äëÿ âñåõ xk ∈

[xk−1, xk] , òî èìååò ìåñòî ρ(Fk−1(t, xk−1), Fk(t, xk)) → 0 ïðè xk−1 → xk .
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1-3, òî âûïóêëûå êîíóñû Ck ÿâëÿþòñÿ
âëîæåííûìè äëÿ âñåõ xk ∈ [xk−1, xk] . Ýòè êîíóñû áóäóò ñîäåðæàòüñÿ ìåæäó íàïðàâëÿþ-
ùèìè ïðÿìûìè, ëåæàùèìè íà âåêòîðàõ f−

Nk
è f+

Nk
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè xk−1 → xk ,

âûïóêëûå îáîëî÷êè, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà Fk−1(t, xk−1) è Fk(t, xk) áóäóò îòñòîÿòü
äðóã îò äðóãà íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó, ò.å. èìååò ìåñòî ρ(Fk−1, Fk) → 0 .
Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå âëå÷åò âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèå ρ(Fk−1, F∗) → 0 ïðè xk → x∗ .

Ï ð è ì å ð 2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = 2Sign(2x1 − x2 + µ)− Sign(2x2 − x1 + µ),
ẋ2 = −2Sign(2x1 − x2 + µ) + Sign(2x2 − x1 + µ),
µẋ3 = x2 − x1.

(2.3)

ãäå µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Äîîïðåäåëèâ ñèñòåìó () ïðè µ = 0 , áóäåì èìåòü
ñèñòåìó âèäà

ẋ1 = 2SignS∗
1 − SignS∗

2 ,
ẋ2 = −2SignS∗

1 + SignS∗
2

(2.4)

Ïðè çíà÷åíèè µ = 0ìíîãîîáðàçèÿ S∗
1 è S∗

2 ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox2
è Ox1 ñîîòâåòñòâåííî. Òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ îò-
ðåçêè ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè ìíîãîîáðàçèé S∗

1 è S∗
2 . Ïðè çíà÷åíèè µ ̸= 0 òàêèìè

ìíîãîîáðàçèÿìè áóäóò x1 = µ è x2 = µ (ñì. ðèñóíîê 1).
Ìíîæåñòâàìè òî÷åê xk íà ìíîãîîáðàçèÿõ S∗

1 è S∗
2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êè xk íà òðàåêòîðè-

ÿõ äâèæåíèÿ. Äëÿ êàæäîé òàêîé òî÷êè èìååò ìåñòî f−
Nk

= f+
Nk
. Âûïóêëûìè êîíóñàìè

çäåñü ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè, îáðàçîâàííûå âåêòîðàìè: f−
1 (x1, x2) ; f

−
1 (x1, x2) è îòðåçêà-

ìè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ýòèõ âåêòîðîâ. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê xk−1 è xk , ëåæàùèå íà
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, èõ êîíóñû ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè è âëîæåííûìè. Ïðè ýòîì íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ïðè µ → 0 çíà÷åíèå µk−1 → µk , à xk−1 → xk äëÿ âñåõ x ∈ [xk−1, xk] .
Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè âñå òðåáîâàíèÿ êàê òåîðåìû 3, òàê è òåîðåì
1-2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè Fk−1 è Fk , îáðàçîâàííûå îòðåçêà-
ìè, ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû âåêòîðîâ f=

k è f+
k , ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè çíà÷åíèÿõ µ→ 0 .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ ðåøåíèå x∗(t) è ðåøåíèå xk(t) ,
íàõîäÿùèåñÿ â δ− îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S∗(t) , ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ
âåëè÷èíó ε(µ) .
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèé S∗
1(t) è S∗

2(t)

Âûâîäû. Â ýòîì ïóíêòå ñäåëàíà ïîïûòêà îöåíèòü âëèÿíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà íà ïîâåäå-
íèå â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ìåäëåííûõ äâèæåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áûñòðûå êîëåáàíèÿ
ñòàáèëèçèðóþòñÿ â êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå
ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íà ìíîãîîáðàçèå ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè è èõ ñîõðàíåíèå
â âèäå ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ, ïîçâîëÿþò îöåíèòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà,
îáåñïå÷èâàþùèå òðåáóåìûé ðåæèì â èçó÷àåìîé ñèñòåìå.
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Sistem with variable structure in the presence of small

parameter

c⃝ V.I. Safonkin 2

Abstract. The article is devoted to studying the behavior of system with variable structure in
the presence of small parameter. These results can be useful in studying relaxation oscillations in
physical devices.

Key Words: system with variable structure; small parameter.
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