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äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

c⃝ Î.Â. Ïî÷èíêà1

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâà
G(M3) ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f , çàäàííûõ íà ãëàä-
êèõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ M3 . Ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè åãî ñõåìû Sf , êîòîðàÿ
ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ è òîïîëîãèè âëîæåíèÿ â îáúåìëþùåå ìíî-
ãîîáðàçèå äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê f . Êðîìå
òîãî, âûäåëåíî ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ ñõåì S , èìåþùåå ïðåäñòàâèòåëÿ èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì äèôôåîìîðôèçìîâ èç G(M3) è ïî êàæäîé àáñòðàêòíîé ñõåìå S ∈ S
ïîñòðîåí äèôôåîìîðôèçì fS ∈ G(M3) , ñõåìà êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ñõåìå S .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ïðî-
ñòðàíñòâî îðáèò.

Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå ñâÿçíîå îðèåíòèðóåìîå n -ìíîãîîáðàçèå. Äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè:

1) åå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷íî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;

2) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïåðåñåêà-
þòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Ñâîèì íàçâàíèåì ýòè ñèñòåìû îáÿçàíû Ñ. Ñìåéëó [18], êîòîðûé â 1961 ãîäó, îñíîâû-
âàÿñü íà ðàáîòå Àíäðîíîâà è Ïîíòðÿãèíà [1] 1937 ãîäà, âûäåëèë ïîòîêè ñî ñâîéñòâàìè
1), 2), êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ãðóáûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ è äîêàçàë, ÷òî äëÿ
íèõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå íåðàâåíñòâàì Ìîðñà. Ñåãîäíÿ õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ëþáîé ðàçìåðíîñòè äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè, çà èñêëþ÷åíèåì
ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ è ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè. Îäíà-
êî, ýòè ñèñòåìû ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòàíåíèå â äèíàìèêå â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ
ìîäåëåé ãðóáûõ ñèñòåì, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå çàäà÷è åñòåñòâåííûõ íàóê.

Îäíèì èç ïåðâûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè åå òðàåêòîðèé è âîçìîæíîñòè êà÷åñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè)) îòëè÷àòü ýòî ïîâåäåíèå îò ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèé äðóãîé ñèñòåìû. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñîñòàâëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôè-
êàöèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè íåêîòîðîé, ïî-âîçìîæíîñòè ìè-
íèìàëüíîé, èíôîðìàöèè î ñèñòåìå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåé åå êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè) è íàçûâàåìîé ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì.
Íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïî âûäåëåí-
íîé èíôîðìàöèè ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ â êàæäîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè), íàçûâàåìîå ðåàëèçàöèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Âîçìîæ-
íîñòü ðåàëèçàöèè ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñèñòåìû ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà.

1Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, Íèæåãîðîäñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-pochinka@yandex.ru.
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Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-
ñÿ ÷èñëîì åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äëÿ êàñêàäîâ íà îêðóæíîñòè ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò ïîëó÷åí À.Ã. Ìàéåðîì [14] â 1939 ãîäó è ñîñòîèò èç ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ îð-
áèò è ÷èñëà âðàùåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà. Â 1955 ãîäó Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåð [13]
â êà÷åñòâå ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ââåëè ñõåìó ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
îñîáûõ òðàåêòîðèé íà äâóìåðíîé ñôåðå. Â 1971 ãîäó Ì. Ïåéêøîòî [15] îáîáùèë ïîíÿòèå
ñõåìû Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà è äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîë-
íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ êëàññ èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðóåìîãî ãðàôà,
âåðøèíû è ðåáðà êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îñîáûìè
òðàåêòîðèÿìè è ñåïàðàòðèñàìè ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, à èçîìîðôíîñòü
ãðàôîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñîõðàíåíèå âûäåëåííûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäãðàôîâ. Ãðà-
ôà, ïîäîáíîãî ãðàôó Ïåéêøîòî è îñíàùåííîãî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé,
îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà äëÿ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò (À.Í. Áåçäåíåæ-
íûõ, Â.Ç. Ãðèíåñ [2], [3], [4], [10]). Äëÿ ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé
íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ (ß.Ë. Óìàíñêèé [19]) â êà÷åñòâå ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
âíîâü èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà, ïîäîáíàÿ ñõåìå Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. Êëàññèôèêàöèîííûå ðå-
çóëüòàòû íà ÿçûêå ãðàôîâ Ïåéêøîòî è äèàãðàìì Ñìåéëà èìåþòñÿ è â ðàçìåðíîñòè n > 3 :
äëÿ ïîòîêîâ íà ñôåðå Sn , â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè ïîòîêè íå èìåþò çàìêíóòûõ òðàåê-
òîðèé è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé (Ñ.Þ. Ïèëþãèí [16]); äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà
Mn , âñå ñåäëîâûå òî÷êè êîòîðîãî èìåþò èíäåêñà Ìîðñà 1 (Ãðèíåñ Â.Ç., Ãóðåâè÷ E.ß.,
Ìåäâåäåâ Â.Ñ. [11], [12]).

Êàê ñòàëî ÿñíî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, íèêàêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î äèô-
ôåîìîðôèçìå íà 3-ìíîãîîáðàçèè íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü êëàññ åãî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-
æåííîñòè. Ïðè÷èíîé ñòîëü íåîæèäàííîãî ýôôåêòà îêàçàëàñü âîçìîæíîñòü �äèêîãî� ïî-
âåäåíèÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê, ïðè êîòîðîì, ñåïàðàòðèñà, ÿâëÿÿñü ãëàäêèì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, èìååò çàìûêàíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò ñåïàðàòðèñû
âñåãî îäíîé òî÷êîé, íî íå ÿâëÿþùååñÿ äàæå òîïîëîãè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Âïåðâûå
äèôôåîìîðôèçì ñ äèêèìè ñåïàðàòðèñàìè áûë ïîñòðîåí Ä. Ïèêñòîíîì â 1977 ãîäó [17].
Îí èñïîëüçîâàë êðèâóþ Àðòèíà-Ôîêñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-
âîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äèôôåîìîðôèçì Ïèêñòîíà çàäàí íà òðåõìåðíîé ñôåðå è èìååò
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ñåäëà, îäíîãî èñ-
òî÷íèêà è äâóõ ñòîêîâ. Èç ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå Ïèêñòîíà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêè íåñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ (ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî èõ
ãðàôû Ïåéêøîòî èçîìîðôíû) è ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ òèï âëî-
æåíèÿ ñåïàðàòðèñ. Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì ðàçëè÷àòü ýòè âëîæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâó îðáèò è ðàññìîòðåíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè åñòåñòâåí-
íîé ïðîåêöèè ñåïàðàòðèñû â ýòî ïðîñòðàíñòâî. Èìåííî ýòîé èäååé ñâÿçàíû âñå óæå èìå-
þùèåñÿ ðàáîòû ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà
3-ìíîãîîáðàçèÿõ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàçëè÷íîé îáùíîñòè (Õ. Áîíàòòè, Â.Ç. Ãðèíåñ, Â.Ñ.
Ìåäâåäåâ, Å. Ïåêó, Î.Â. Ïî÷èíêà [6]�[7]). Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðîèçâîëüíûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Êðîìå òîãî, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî
ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèåé â òîïî-
ëîãè÷åñêîì èíâàðèàíòå, ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì óæå íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâè-
åì íà îñîáûõ òðàåêòîðèÿõ (òðàåêòîðèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèÿì
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê).
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1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-

æåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G(M 3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(M3) êëàññ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà f , çàäàííûõ íà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ M3 . Êàê
óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, çàìûêàíèå èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé òî÷êè äèô-
ôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ìîæåò èìåòü ñëîæíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ýòî ÿâëåíèå
ìîæåò èìåòü êàê ÷èñòî òîïîëîãè÷åêóþ, òàê è äèíàìè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ñåïàðàòðèñà ñåäëîâîé òî÷êè ó÷àñòâóåò â ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
ïåðåñå÷åíèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå W s

σ1
∩W u

σ2
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-

çèé ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2 íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì. Ïðè ýòîì, êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé â ñëó÷àå, êîãäà
dim W s

σ1
= dim W u

σ2
è ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé â ñëó÷àå, êîãäà dim W s

σ1
̸= dim W u

σ2
.

Ïðåäñòàâèì äèíàìèêó ïðîèçâîëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M3 → M3

â âèäå �èñòî÷íèê-ñòîê� ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ q ∈ {0, 1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωq

ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñ èíäåêñîì Ìîðñà q . Ïîëîæèì
Af = Ω0 ∪ W u

Ω1
, Rf = Ω3 ∪ W s

Ω2
è Vf = M3 \ (Af ∪ Rf ) . Ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ôèëü-

òðàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Af (Rf ) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì)2 äèô-
ôåîìîðôèçìà f . Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî Vf ñîñòîèò èç áëóæäàþùèõ òî÷åê, êîòîðûå ïîä
äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà f (f−1) äâèæóòñÿ ê àòòðàêòîðó (ðåïåëëåðó). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç V̂f = Vf/f ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ f íà Vf è ÷åðåç p

f
: Vf → V̂f åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ. Â ñèëó âûáîðà ïðîñòðàíñòâà Vf , åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p
f
ÿâëÿåòñÿ íàêðû-

òèåì è, ñîãëàñíî [9], ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂f ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì3. Ïðè ýòîì

íàêðûòèå p
f
èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì η

f
: π1(V̂f ) → Z , ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ãîìî-

òîïè÷åñêîìó êëàññó [c] ∈ π1(V̂f ) öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ïîäíÿòèå êðèâîé c íà Vf
ñîåäèíÿåò òî÷êó x ñ òî÷êîé fn(x) . Ïîëîæèì Ŵs

f = p
f
(W s

Ω1
\ Af ) è Ŵu

f = p
f
(W u

Ω2
\Rf ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, Ŵs

f , Ŵu
f ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåî-

ìîðôèçìà f ∈ G(M3) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G(M3) íà-

çîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) η
f
= η

f ′ φ̂∗ ;

2) φ̂(Ŵs
f ) = Ŵs

f ′ è φ̂(Ŵu
f ) = Ŵu

f ′ .

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà f, f ′ ∈ G(M3) òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ïðèíöèïèàëüíûõ âçàèìîñâÿçàí-
íûõ ôàêòàõ, êàñàþùèõñÿ ñõåìû Sf . Ïåðâûé ôàêò (ëåììà 2.1.) óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîæåñòâà

Ŵs
f , Ŵu

f ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ ëàìèíàöèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè V̂f
â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 2.1., 2.2.. Âòîðîé ôàêò (ëåììà 2.2.) ñâÿçàí ñ ââåäåííûì àâòîðàìè

2Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ Mn íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f : Mn → Mn , åñëè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà A òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ U è A =

∩
n∈N

fn(U) . Ìíîæåñòâî R ⊂ Mn

íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äëÿ f , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .
3Ãëàäêîå ñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî ãîìåîìîðô-

íî S2 × S1 èëè íåïðèâîäèìî (ëþáàÿ ãëàäêî âëîæåííàÿ 2-ñôåðà îãðàíè÷èâàåò â íåì 3-øàð).
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ïîíÿòèåì ïåðåñòðîéêè ìíîãîîáðàçèÿ âäîëü ëàìèíàöèè è óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòîì
òàêîé ïåðåñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîïèé S2 × S1 .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå ýòèõ äâóõ íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì, âûäåëÿþùèì ìíîæåñòâî S àáñòðàêòíûõ ñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé
íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà èç G(M3) . Áîëåå äåòàëüíî.

2. Ðåàëèçàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G(M 3)

Ïîëîæèì Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + · · · + x2n ≤ 1} è Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn : x21 + · · · + x2n = 1} äëÿ n ∈ N . Ïóñòü A = S1 × D1 × R � òîëñòûé öèëèíäð è
W = S1 × {0} × R � åãî ñåðåäèíà. Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçìû íà ìíîãîîáðàçèè A :
as,+1(e

iψ, t, r) = (eiψ, t, r+1) , as,−1(e
iψ, t, r) = (e−iψ,−t, r+1) , au,+1(e

iψ, t, r) = (eiψ, t, r− 1) ,
as,−1(e

iψ, t, r) = (e−iψ,−t, r − 1) , ãäå eiψ, ψ ∈ [0, 2π) � ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Äëÿ δ ∈ {u, s} ,
ν ∈ {+1,−1} ïîëîæèì Âδ,ν = A/aδ,ν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p

δ,ν
: A → Âδ,ν åñòåñòâåí-

íóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà ïðîåêöèÿ p
δ,ν

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì è èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì

η
δ,ν

: π1(Âδ,ν) → Z . Ïîëîæèì Ŵδ,ν = p
δ,ν
(W) . Òîãäà ìíîæåñòâî Ŵδ,ν ãîìåîìîðôíî äâó-

ìåðíîìó òîðó äëÿ ν = +1 è ãîìåîìîðôíî áóòûëêå Êëåéíà äëÿ ν = −1 , à ìíîæåñòâî Âδ,ν

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ïîâåðõíîñòè Ŵδ,ν .
Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè A ïàðó òðàíñâåðñàëüíûõ aδ,ν -èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé

F1 =
∪

ψ0∈[0,2π),r0∈R
{(eiψ, t, r) ∈ A : ψ = ψ0, r = r0} , F2 =

∪
r0∈R

{(eiψ, t, r) ∈ A : r = r0 −

log2 t, t > 0}∪
∪
r0∈R

{(eiψ, t, r) ∈ A : r = r0− log2(−t), t < 0}∪W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç F̂1
δ,ν , F̂2

δ,ν

ïàðó òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé íà Âδ,ν , ñëîè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè îòíîñèòåëüíî

p
δ,ν

ñëîåâ ñëîåíèé F1, F2 , ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü X ⊂ Ŵδ,ν � ïóñòîå, êîíå÷íîå èëè

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê è Y � îáúåäèíåíèå âñåõ ñëîåâ ñëîåíèÿ F̂1
δ,ν , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êè ìíîæåñòâà X . Ïîëîæèì Ŵδ,ν,X = Ŵδ,ν \ X è Âδ,ν,X = Âδ,ν \ Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

F̂1
δ,ν,X ( F̂2

δ,ν,X) ñëîåíèå íà ìíîæåñòâå Âδ,ν,X , ñîñòîÿùåå èç ñëîåâ ñëîåíèÿ F̂1
δ,ν ( F̂2

δ,ν ) ïîñëå
óäàëåíèÿ èç íèõ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà Y .

Äàëåå ïîä îáîçíà÷åíèåì (V̂ , η) ïîíèìàåòñÿ 3-ìíîãîîáðàçèå V̂ , êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè v̂ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì, äîïóñêàþùèì ýïèìîðôèçì η

v̂
:

π1(v̂) → Z , è η � îòîáðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ ýïèìîðôèçìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Ŵδ ⊂ (V̂ , η) íàçîâåì δ -
ëàìèíàöèåé, åñëè:

1) Ŵδ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà nδ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Ŵ δ
1 , . . . , Ŵ

δ
nδ

òàêèõ, ÷òî êîìïîíåíòà Ŵ δ
1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è (cl Ŵ δ

i \ Ŵ δ
i ) ⊂

i−1∪
j=1

cl Ŵ δ
j äëÿ i > 1 ;

2) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , nδ ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè N(Ŵ δ
i ), Ñ(Ŵ δ

i ) ìíîæå-
ñòâà Ŵ δ

i , ÷èñëà mi ∈ N, νi ∈ {−1,+1} , ìíîæåñòâî Xi ⊂ Âδ,νi è äèôôåîìîðôèçì

µi : N(Ŵ δ
i ) → Âδ,νi,Xi

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) µi(Ŵ
δ
i ) = Ŵδ,νi,Xi

è η([c]) = miηδ,νi
(µi([c])) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé c ⊂ Ŵ δ

i ;

b) äëÿ j < i ìíîæåñòâî µj(N(Ŵ δ
j ) ∩ Ŵ δ

i ) ëèáî ïóñòî, ëèáî äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L̂2
i ∈

F̂2
δ,νi,Xi

êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà µj(N(Ŵ δ
j ) ∩ µ−1

i (L̂2
i ) ∩ Ñ(Ŵ δ

i )) ÿâëÿ-
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åòñÿ ñëîåì ñëîåíèÿ F̂2
δ,νj ,Xj

è äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L̂1
j ∈ F̂1

δ,νj ,Xj
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíî-

ñòè ìíîæåñòâà µi(N(Ŵ δ
i ) ∩ µ−1

j (L̂1
j) ∩ Ñ(Ŵ δ

j )) ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ñëîåíèÿ F̂1
δ,νi,Xi

.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
δ -ëàìèíàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè S2 × S1

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ëàìèíàöèè Ŵs è Ŵu íà ìíîãîîáðàçèè (V̂ , η) áóäåì
íàçûâàòü òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè äëÿ is ∈ {1, . . . , ns} è iu ∈ {1, . . . , nu}
òàêèõ, ÷òî Ŵ s

is ∩ Ŵ
u
iu ̸= ∅ , ìíîæåñòâî µis(N(Ŵ s

is) ∩ Ŵ
u
iu) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëîåâ

ñëîåíèÿ F̂1
s,νis ,Xis

è ìíîæåñòâî µiu(N(Ŵ u
iu)∩ Ŵ

s
is) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëîåâ ñëîåíèÿ

F̂1
u,νiu ,Xiu

.

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ìíîæåñòâà Ŵs
f è Ŵu

f ÿâëÿþòñÿ

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ ëàìèíàöèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè (V̂f , ηf
) .

Ïóñòü B = D2×S0×R � äâå êîïèè çàïîëíåííûõ öèëèíäðîâ è I = {0}×S0×R � èõ ñåðå-
äèíû. Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè B äèôôåîìîðôèçìû: bs,+1(d·eiψ, κ, r) = (d·eiψ, κ, r+1) ,
bs,−1(d ·eiψ, κ, r) = (d ·e−iψ,−κ, r+1) , bu,+1(d ·eiψ, κ, r) = (d ·eiψ, κ, r−1) , bs,−1(d ·eiψ, κ, r) =
(d · e−iψ,−κ, r − 1) , ãäå d ∈ [0, 1] . Ïîëîæèì B̂δ,ν = B/bδ,ν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç q

δ,ν
: B → B̂δ,ν

åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà ïðîåêöèÿ q
δ,ν

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì è èíäóöèðóåò ýïèìîð-
ôèçì â ãðóïïó Z íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðà-
çèÿ B̂δ,ν , îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ

δ,ν
îòîáðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ ýïèìîðôèçìîâ. Ïîëî-

æèì Îδ,ν = q
δ,ν
(I) . Òîãäà ìíîæåñòâî B̂δ,ν ÿâëÿåòñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ ìíîãîîáðà-

çèÿ Îδν , êîòîðîå ãîìåîìîðôíî ïàðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé äëÿ ν = +1 è îäíîé
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îêðóæíîñòè äëÿ ν = −1 . Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè B äâóìåðíîå bδ,ν -èíâàðèàíòíîå
ñëîåíèå G2 =

∪
r0∈R

{(d·eiψ, κ, r) ∈ B : κ = −1, r = r0}∪
∪
r0∈R

{(d·eiψ, κ, r) ∈ B : κ = +1, r = r0} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ2
δ,ν äâóìåðíîå ñëîåíèå íà B̂δ,ν , ñëîè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèåé îò-

íîñèòåëüíî q
δ,ν

ñëîåâ ñëîåíèÿ G2 .
Çàìåòèì, ÷òî ∂A = ∂B = S1 × S0 × R è aδ,ν |S1×S0×R = bδ,ν |S1×S0×R . Òîãäà îòîáðàæåíèå

ξδ,ν = q
δ,ν
(p

δ,ν
|∂A)−1 : ∂Âδ,ν → ∂B̂δ,ν ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïóñòü Ŵδ =

nδ∪
i=1

Ŵ δ
i �

δ -ëàìèíàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè (V̂ , η) . Ïîëîæèì J1 = ξδ,ν1µ1|∂N(Ŵ δ
1 )

: ∂N(Ŵ δ
1 ) → ∂B̂δ,ν1 .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V̂1 = (V̂ \ int N(Ŵ δ
1 )) ∪J1 B̂δ,ν1 ïîëó÷åíî ïåðåñòðîéêîé

ìíîãîîáðàçèÿ V̂ âäîëü ïîâåðõíîñòè Ŵ δ
1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 : (V̂ \int N(Ŵ δ

1 ))∪B̂δ,ν1 → V̂1
åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Äëÿ i = 1, . . . , nδ − 1 ïîëîæèì Ŵ δ

1,i = p1(Ŵ
δ
i+1 \N(Ŵ δ

1 ))∪ p1(Gi) ,

ãäå Gi � îáúåäèíåíèå ñëîåâ ñëîåíèÿ Ĝ2
δ,ν1

òàêèõ, ÷òî ∂Gi = J1(∂N(Ŵ δ
1 )∩Ŵ δ

i+1) . Ïîëîæèì

Ŵδ
1 =

nδ−1∪
i=1

Ŵ δ
1,i .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè v̂1 ìíîãîîáðàçèÿ V̂1
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì, äîïóñêàþùèì ýïèìîðôèçì η

v̂1
: π1(v̂1) → Z òà-

êîé, ÷òî îòîáðàæåíèå η1 , ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ ýïèìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì η(c) = η1([p1(c)]) , ζ

δ,ν1
(γ) = m1η1([p1(γ)]) äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ c ⊂

(V̂ \ int N(Ŵ δ
1 )), γ ⊂ B̂δ,ν1 è ìíîæåñòâî Ŵδ

1 ÿâëÿåòñÿ δ -ëàìèíàöèåé ñ êîìïîíåíòà-

ìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Ŵ δ
1,1, . . . , Ŵ

δ
1,nδ−1 íà ìíîãîîáðàçèè (V̂1, η1) .

Äëÿ i = 2, . . . , nδ îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂i � ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå ïåðåñòðîéêîé ìíî-
ãîîáðàçèÿ V̂i−1 âäîëü ïîâåðõíîñòè Ŵ δ

i−1,1 è íàçîâåì V̂nδ
ìíîãîîáðàçèåì, ïîëó÷åííûì ïå-

ðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ V̂ âäîëü δ -ëàìèíàöèè Ŵδ .

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åííîãî ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ V̂f âäîëü s -ëàìèíàöèè Ŵs

f (u -

ëàìèíàöèè Ŵu
f ) ãîìåîìîðôíà S2 × S1 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Íàáîð S = (V̂ , η, Ŵs, Ŵu) íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíîé
ñõåìîé, åñëè:

1) (V̂ , η) � ïðîñòîå ìíîãîîáðàçèå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî äîïóñêàåò ýïè-
ìîðôèçì η â ãðóïïó Z ;

2) Ŵs è Ŵu � òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ëàìèíàöèè íà ìíîãîîáðàçèè (V̂ , η) ;
3) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åííîãî ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîá-

ðàçèÿ V̂ âäîëü s -ëàìèíàöèè Ŵs (u -ëàìèíàöèè Ŵu) ãîìåîìîðôíà S2 × S1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ ñõåì. Èç ëåìì 2.1. è 2.2. ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ñõåìà Sf ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó S .

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáîé àáñòðàêòíîé ñõåìû S ∈ S ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð-
ôèçì fS ∈ G(M3) , ñõåìà êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ñõåìå S .
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Complete topological invariant for Morse-Smale

di�eomorphisms on 3-manifolds

c⃝ O. V. Pochinka4

Abstract. The present paper is devoted to topological classi�cation of a set G(M3) of preserving
orientation Morse-Smale di�eomorphisms f given on smooth closed orientable 3-manifolds M3 . A
complete topological invariant for a di�eomorphism f ∈ G(M3) is equivalence class of its scheme
Sf , which contains an information on periodic dates and on topology of embedding in ambient
manifold of two-dimensional invariant manifolds of the saddle periodic points of f . Moreover, it
is introduced a set S of abstract schemes, having a representative from each equivalence class of
schemes of the di�eomorphisms from G(M3) and it is constructed a di�eomorphism fS ∈ G(M3)
whose scheme is equivalent to S .

Key Words: Morse-Smale di�eomorphisms, topological classi�cation, orbit space.
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