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Ãåîìåòðè÷åñêèé àñïåêò óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì

îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

c⃝ Â. È. Íèêîíîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ïåðåìåííûõ. Óñòàíîâëåíà
âçàèìîñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî
äèíàìèêó ñèñòåìû è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòüþ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðîáàñòíîé ÷àñòè÷íîé
óñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü, èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí.

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü ïîâåäåíèå îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= A∗x(t), (1.1)

ãäå x ∈ Rn, A∗ ∈ Rn×n .
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî çàäàííîé ÷àñòè êîîð-

äèíàò ôàçîâîãî âåêòîðà ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû âèäà (1.1), íàïðèìåð, â ðàáîòàõ
[1],[2]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòèìè ðåçóëüòàòàìè óæå íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ìàòðèöà A∗ ñèñòåìû (1.1) èçâåñòíà ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè,
íàïðèìåð, èíòåðâàëüíàÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ìåòîäû ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèÿì
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ èññëåäîâàòü ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.1) ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåí-
íûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå ôàçîâîãî âåêòîðà
x ñèñòåìû (1.1). Îáîçíà÷èì ïåðâóþ êîîðäèíàòó ôàçîâîãî âåêòîðà ÷åðåç y , à îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû ñîñòàâÿò âåêòîð z . Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñèñòåìó (1.1) ïðåäñòàâèì â âèäå

dy

dt
= ay + bT z,

dz

dt
= cy +Dz,

(1.2)

ãäå y ∈ R, z ∈ Rn−1, a ∈ R, b ∈ Rn−1, c ∈ Rn−1, D ∈ R(n−1)×(n−1), T -çíàê îïåðàöèè òðàíñïî-
íèðîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí

σ(λ) = λs + γ1λ
s−1 + · · ·+ γs−1λ+ γs,

ãäå 0 ≤ s ≤ n− 1 , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì âåêòîðà bT îòíî-
ñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; nikonovvi1970@rambler.ru.
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bTDs + γ1b
TDs−1 + · · ·+ γs−1b

TD + γsb
T = 0. (1.3)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå [3] , âåêòîðû bT , bTD, . . . , bTDs−1 îáðàçóþò áàçèñ
èíâàðèàíòíîãî öèêëè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn−1 .

Ïîêàæåì, êàêèì æå îáðàçîì óñòîé÷èâîñòü ïåðåìåííîé y ñâÿçàíà ñ ýòèì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.2) ïî ïåðåìåííîé t â ñèëó âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì

d2y

dt2
= a

dy

dt
+ bT cy + bTDz. (1.4)

Àíàëîãè÷íî, âòîðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.4) äàåò

d3y

dt3
= a

d2y

dt2
+ bT c

dy

dt
+ bTDcy + bTD2z.

Òîãäà íà s− 1 è s -ì øàãå, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ

dsy

dts
= a

ds−1y

dts−1
+ bT c

ds−2y

dts−2
+ bTDc

ds−3y

dts−3
+ · · ·+ bTDs−2cy + bTDs−1z,

ds+1y

dts+1
= a

dsy

dts
+ bT c

ds−1y

dts−1
+ bTDc

ds−2y

dts−2
+ · · ·+ bTDs−1cy + bTDsz.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ds+1y

dts+1
+ γ1

dsy

dts
+ · · ·+ γs

dy

dt
= a

dsy

dts
+

s−1∑
j=0

bTDjc
ds−1−jy

dts−1−j +

+γ1

(
a
ds−1y

dts−1
+

s−2∑
j=0

bTDjc
ds−2−jy

dts−2−j

)
+ · · ·+ γs−1

(
a
dy

dt
+ bT cy

)
+ γsay+

+
(
bTDs + γ1b

TDs−1 + · · ·+ γsb
T
)
z.

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ (1.3), ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

ds+1y

dts+1
+ (γ1 − a)

dsy

dts
+ (γ2 − aγ1 − bT c)

ds−1y

dts−1
+ · · ·

+(γs − aγs−1 − bT cγs−2 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c)
dy

dt
−

−(aγs + bT cγs−1 + bTDcγs−2 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1c)y = 0.

(1.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1.2) ïî ïåðåìåííîé y ñâîäèòñÿ ê
èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè s ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà âåê-
òîðà bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D , òî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñèñòåìà (1.2) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ( (1.5) áûëî óñòîé÷èâûì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1.1., äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2)
áûëà àñèìïòîòè÷åñêè y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí

Ps(λ) = λs+1 + (γ1 − a)λs + (γ2 − aγ1 − bT c)λs−1 + · · ·
+(γs − aγs−1 − bT cγs−2 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c)λ−
−(aγs + bT cγs−1 + bTDcγs−2 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1c) = 0

áûë óñòîé÷èâûì.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè s = n − 1 , òî ñèñòåìà (1.2) ïðèâîäèìà ê äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ n -ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y . Â ýòîì ñëó÷àå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.2) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.5), à, ñëåäîâàòåëüíî, y -óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.2)
âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïî âñåì êîîðäèíàòàì ôàçîâîãî âåêòî-
ðà x .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Åñëè s = k < n − 1 , òî â ñèñòåìå (1.1) ìîæíî âûäåëèòü
ïîäñèñòåìó k -ãî ïîðÿäêà, îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì, èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.1) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó
èíòåãðèðîâàíèþ äâóõ ïîäñèñòåì ïîðÿäêà k è n− k , ñîîòâåòñòâåííî.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ïîñòîÿííûå γ1, . . . , γs , ïðèñóòñòâóþùèå â óðàâíåíèè (1.5)
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1.2). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî óìíîæèòü ñêàëÿðíî (1.3) ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíî íà âåêòîðû b,DT b, . . . , (DT )s−1b è
ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî γ1, . . . , γs .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Åñëè òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ôàçîâîãî âåê-
òîðà ñèñòåìû (1.1)) ïî íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì, òî äëÿ ýòîãî, ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðåä-
ñòàâëÿåì ñèñòåìó (1.1) â âèäå (1.2), ãäå y � äðóãàÿ èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïåðåìåííàÿ è
èñïîëüçóåì òåîðåìó 1.1..

2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó âèäà

x(t+ 1) = A∗x(t), (2.1)

ãäå x ∈ Rn, A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Òàê æå áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî èññëåäóåòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ôàçîâîãî âåêòîðà x . Â ñâÿçè ñ
÷åì, ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (2.1) â âèäå

y(t+ 1) = ay(t) + bT z(t),
z(t+ 1) = cy(t) +Dz(t).

(2.2)

Ïóñòü ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí âåêòîðà bT èìååò âèä (1.3).
Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ è â äàííîì ñëó÷àå.
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ñëåäóåò

y(t+ 2) = ay(t+ 1) + bT z(t+ 1),

Îòêóäà â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èìååì

y(t+ 2) = ay(t+ 1) + bT cy(t) + bTDz(t).

Òàêèì îáðàçîì, íà s -ì øàãå ( s - ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà (1.3)) ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

y(t+ s+ 1) = ay(t+ s) + bT cy(t+ s− 1) + · · ·+ bTDs−1cy(t) + bTDsz.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y(t+ s+ 1) + γ1y(t+ s) + · · ·+ γsy(t+ 1) =

= ay(t+ s) +
s−1∑
j=0

bTDjcy(t+ s− j − 1)+

+γ1

(
ay(t+ s− 1) +

s−2∑
j=0

bTDjcy(t+ s− j − 2)

)
+ · · ·

+γs−1

(
ay(t+ 1) + bT cy(t)

)
+ γsay(t)+

+
(
bTDs + γ1b

TDs−1 + · · ·+ γsb
T
)
z(t).

(2.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

y(t+ s+ 1) = (γ1 − a)y(t+ s) + (γ2 − aγ1)y(t+ s− 1) + · · ·
+(γs − aγs−1 − bT cγs−2 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c)y(t+ 1)−
−(aγs + bT cγs−1 + bTDcγs−2 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1c)y(t) = 0.

(2.4)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè s ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà âåê-
òîðà bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D , òî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñèñòåìà (2.1) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.4) áûëî óñòîé÷èâûì.

3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿ-

þùèìñÿ àðãóìåíòîì

Äàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì è ê èññëåäîâàíèþ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Èññëåäóåì y -óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû âèäà

dx(t)

dt
= A∗x(t− τ), (3.1)

ãäå x ∈ Rn, τ = const, A∗ -ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (3.1)) â âèäå

dy(t)

dt
= ay(t− τ) + bT z(t− τ),

dz(t)

dt
= cy(t− τ) +Dz(t− τ).

(3.2)

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.2), ïîëó÷èì

d2y(t)

dt2
= a

dy(t− τ)

dt
+ bT

dz(t− τ)

dt
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

d2y(t+ τ)

dt2
= a

dy(t)

dt
+ bT

dz(t)

dt
,

êîòîðîå â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

d2y(t+ τ)

dt2
= a

dy(t)

dt
+ bT cy(t− τ) + bTDz(t− τ).
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Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèå ê ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ, èìååì

d3y(t+ 2τ)

dt2
= a

d2y(t+ τ)

dt2
+ bT c

dy(t)

dt
+ bTDcy(t− τ) + bTD2z(t− τ).

Òàêèì îáðàçîì, íà s− 1 -ì è s -ì øàãàõ, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
= a

ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ bT c

ds−2y(t+ (s− 3)τ)

dts−2
+ · · ·

+bTDs−1cy(t− τ) + bTDs−1z(t− τ),

ds+1y(t+ sτ)

dts+1
= a

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
+ bT c

ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·

+bTDscy(t− τ) + bTDsz(t− τ).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s ñòåïåíü ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí âåêòîðà
bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà çàäàííîãî ìàòðèöåé D òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

ds+1y(t+ sτ)

dts+1
+ (γ1 − a)

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
+

+
(
γ2 − aγ1 − bT c

) ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·

+
(
γs − aγs−1 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c

) dy(t)
dt

−
−
(
aγs + bT cγs−1 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1

)
y(t− τ) = 0.

(3.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.1) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè s ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà âåê-
òîðà bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D , òî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñèñòåìà (3.1) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.3) áûëî óñòîé÷èâûì.
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Geometric aspect of partial stability for linear systems

c⃝ V. I. Nikonov2

Abstract. In the paper su�cient and necessary conditions are obtained for a partial stability
of the linear systems. The coupling is shown to the invariant subspase and a partial stability. In
additional, a robust partial stability is discussed.

Key Words: Partial stability, invariant subspace, minimal polynomial.
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