
Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè À-äèôôåîìîðôèçìîâ íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ . . . 29

ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè À-äèôôåîìîðôèçìîâ
íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïîâåðõíîñòíûìè äâóìåðíûìè
àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè
c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Þ. À. Ëåâ÷åíêî2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûäåëåí êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåð-
íûõ ìíîãîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ñòðóêòóðó ïåðåñå÷åíèÿ äâóìåðíûõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åíà òîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, àòòðàêòîð, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä A -äèôôåîìîðôèçìîì òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ f : M3 → M3

ïîíèìàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå A , ââåäåííîé Ñ. Ñìåéëîì [5]:

1. ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê Ω(f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì;

2. ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â Ω(f) .

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [5] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) A -
äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþ-
ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîå
èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B A -äèôôåîìîðôèçìà f :M3 →
M3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, åñëè B ïðèíàäëåæèò f -
èíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-ìíîãîîáðàçèå
M3 .

Áóäåì íàçûâàòü f -èíâàðèàíòíóþ ïîâåðõíîñòü M2
B íîñèòåëåì äëÿ B .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî B A -äèôôåîìîðôèçìà f : M → M íàçûâàåòñÿ
àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂
int U ,

∩
j≥0

f j(U) = B .

Åñëè B ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì A -äèôôåîìîðôèçìà f , çàäàííî-
ãî íà çàìêíóòîì 3-ìíîãîáðàçèè M3 , òî ñîãëàñíî [1] (òåîðåìà 3), B ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàê-
òîðîì ëèáî ðåïåëëåðîì.

Ñîãëàñíî [7], [8] àòòðàêòîð B A -äèôôåîìîðôèçìà, f çàäàííîãî íà òðåõìåðíîì çà-
ìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn , íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì åñëè òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü dimB ðàâíà ðàçìåðíîñòè dim(Eu

B) íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèÿ Eu
B .

Ðåïåëëåð äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþ-
ùèìñÿ, àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .

1Çàâåäóþùèé êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ
àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõî-
çÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ulev4enko@gmail.com.
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Ñîãëàñíî [1] (òåîðåìà 2) ðàñòÿãèâàþùèéñÿ äâóìåðíûé àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà
f : M3 → M3 ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé W u(x) , x ∈ B , è
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî Åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà è
êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó èìååò ñæèìàþùèéñÿ äâóìåðíûé ðå-
ïåëëåð.

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðó (a, b) íàçûâàþò òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B , åñëè a = dimEs
x ,

b = dimEu
x , ãäå x ∈ B . Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) B ðàç-

ìåðíîñòè äâà A -äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 èìååò òèï (2, 1) ((1, 2)) è íå ÿâëÿåòñÿ
íè ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, íè ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì. Áîëåå òîãî, óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ëþáîå ïîâåðõíîñòíîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãîîáðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó, ðó÷-
íî âëîæåííîìó â M3 , à îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà íåñóùåå
ìíîãîîáðàçèå ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà.

Èç ðàáîòû [6] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî A -äèôôåîìîðôèçìà
òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäíèì èç ñëåäóþùèõ: ðàñòÿãèâàþùèì-
ñÿ àòòðàêòîðîì, ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì, ïîâåðõíîñòíûì àòòðàêòîðîì, ïîâåðõíîñòíûì
ðåïåëëåðîì.

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò
äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð (ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð). Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîôðíî òðåõìåðíîìó òîðó è íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî íåòðèâàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû)
áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ, ó êîòîðûõ íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [3] îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþ-
ùåãî äèôôåîìîðôèçìû òàêîãî òèïà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : M3 → M3 A -äèôôåîìîðôèçì, íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òîëüêî èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.
Òîãäà M3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì ãî-
ìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó.

Îáîçíà÷èì A (R ) îáúåäèíåíèå âñåõ ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåë-
ëåðîâ) äèôôåîìîðôèçìà f :M3 →M3 .

Òîãäà íà M3 \ A óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ W s(z) , z ∈ A çàäàþò äâóìåðíîå ñëîåíèå
N s =

∪
z

W s(z) . Àíàëîãè÷íî íåóñòîé÷èâûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ W u(z) , z ∈ R çàäàþò

äâóìåðíîå ñëîåíèå Nu =
∪
z

W u(z) íà M3 \ R .

Ïóñòü G êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà M3 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò òîëüêî èç ñâÿçíûõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ;

2) äâóìåðíûå ñëîåíèÿ N s è Nu ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîìåðíîìó ñëîåíèþ N su , îïðåäå-
ëåííîìó íà M3 \ (A∪R) òàêîìó, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëþáîãî ñëîÿ èç N su

åñòü îòêðûòàÿ äóãà, èìåþùàÿ ðîâíî äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò
A , à äðóãàÿ R .

Íàïîìíèì, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ : M3 → M3 íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g :M3 →M3 òàêîé, ÷òî f ′ = gfg−1 .

Ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f è f ′ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå äèôôåîìîðôèçìû èç
êëàññà G . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f è f ′ áûëè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè àòòðàêòîðû A ⊂ A , A′ ⊂ A′ è
ãîìåîìîðôèçì Ψ : A→ A′ òàêèå, ÷òî f ′|A′ = Ψf |AΨ−1 .

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039.
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On classi�cation of A-di�eomorphisms of 3-manifolds with
two-dimensional surface attractors and repellers
c⃝ V.Z. Grines3, Y.A. Levchenko4

Abstract. The present paper is devoted to topological classi�cation of structurally stable
di�eomorphisms with two-dimensional surface basic sets on 3 -manifolds. Topological classi�cation
of such di�eomorphisms was obtained under certain conditions on the structure of the intersection
of two-dimensional invariant manifolds.
Key Words: A-di�eomorphism, basic set, attractor, topological classi�cation
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