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� �	� ÷�ý2ø°ýfú�ø±ø°ý'ö � þ �
� ÿfú�ù � ÷*þ � ÿ � ø � þ �
�
ú�ùö � ù � øø°ö � ú�ø

−1
ú � ÿ

1
W = DW = Θ = 0

ú�ø
x = −1, 1.

I � � ��J
� ý'ö � ö ��� ýrø°ö*ÿÛùö �	� ÿ � ú�û�ü�ö�ø°ý'þpÿPõ'ùþbõlþ � ö*ÿÛý'ö*ùö � ü�õ'û � ú � õlö*÷�ø°ù°ú�û�ö � õfú �
�	� þ � þ  ö�ú�÷�ýÛ÷*þbü�õlþ � ö � ø

þ  ø°ý'öPö ��� ö ��� ö*÷�ø°þbù �
�	���
� ÷*þbü �
��� ú�ø � þ � þ  � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û ��"�
� ÷�ø � þ �
� ø°ýfú�ø � ú�ø ���&G�
ø°ý'ö � þ �
� ÿfú�ù � ÷*þ � ÿ � ø � þ �
�TI � � � J �

8 ö�ø �
� ùö*÷�ú�û�û¡ø°ýfú�ø ø°ý'ö 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û �
P α,β

n (x)
�

n > 0
ú�ùö2ÿ'ö /0� ö*ÿ ��� ø°ý'ö � þpÿ'ù ����� ö �

 þbùü � ûÝú � > �

P α,β
n =

(−1)n

2nn!
(1 − x)−α(1 + x)−βDn[(1 − x)α+n(1 + x)β+n],

I � � � J

��� ø°ý
D =

d

dx

ú � ÿ
α, β

ø � þ�÷*þbü�õ'û�ö � õfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù � �
� ý'öd÷*ûÝú �	�	� ÷�ú�û 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � ú �	� þp÷ � ú�ø°ö*ÿ ��� ø°ý²ø°ý'ödùö�ú�û�õfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù �

α, β > −1
ú�ùödú

� ö E-� ö � ÷*ö5þ  þbù+ø°ý'þ � þ � ú�ûOõlþbû ��� þbü � ú�û � � � � ö �
∫ 1

−1

P (α,β)
m (x)P (α,β)

n (x)ωα,β(x)dx = γα,β
n δn,m

I � �  J

fhgTf ô N þ � ù � ú�û � 9 C�C > � g � �b� � i þ � 9



���b� ���	��
�	���������������
�����������
 ��! ��"$#�%�&'���������)(��*��
+����! ��"

��� ø°ý
ωα,β(x) = (1 − x)α(1 + x)β

ø°ý'ö 1 ú�÷*þ �
��� ö ��� ýrø "�
� ÷�ø � þ � �
δn,m

ø°ý'ö � ùþ � ö*÷ . ö*ù �&� ü � þbûgú � ÿ

γα,β
n =

2λΓ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)

(2n + λ)Γ(n + 1)Γ(n + λ)
, λ = α + β + 1.

1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � ÷�ú � ú�û � þ � ö®ÿ'ö /0� ö*ÿ �
�	���
�+I � � � J  þbù
α, β < −1

� � þ � ö � ö*ù � ø°ý'ödüÛú ���
õ'ùþbõlö*ù+ø �!�
� ö*ÿ ���!�-� ü�ö*ù � ÷�ú�ûKú�õ'õ'û � ÷�ú�ø � þ �
� � ø°ý'ödþbù+ø°ý'þ � þ � ú�û � ø � ���

L2
ωα,β

 þbù)ú�û�û
α

�
β

þ  ø°ý'ö � ö
õlþbû ��� þbü � ú�û � � ø ��� � þPû�þ �
� ö*ù � ú�û � ÿ �

' þbû�û�þ �����
�7� �b� � ø°þPú�÷*÷*þ �
� ø  þbù±ø°ý'ö¦ý'þbü�þ � ö � ö*þ �
� � þ �
� ÿfú�ù � ÷*þ � ÿ � ø � þ �
� � û�ö�ø �
� ÿ'ö /0� ö¦ø°ý'ö � õfú�÷*ö
PN

þ  ú�û�û±õlþbû ��� þbü � ú�û � þ  ÿ'ö � ùö*ö3û�ö �	� þbù ö E-� ú�ûNø°þ
N

�
N = 1, 2, ...

� � ö)ú�ùö ��� ø°ö*ùö � ø°ö*ÿ ��� ø°ý'ö
÷*þ �
� ø°ù � ÷�ø � þ � þ  ú � ú�õ'õ'ùþ �6� üÛú�ø � þ � � õfú�÷*ö�þ  ø°ý'ö  þbùü

M = {v ∈ PN |v = Dv = 0
ú�ø

x = ±1}
�

8 ö�ø �
� ��� ø°ùþpÿ � ÷*ö¦ø°ý'ö "�
� ÷�ø � þ �
�
ϕk ∈ M

�
k = 1, 2, ...

� � > �

ϕ(x) = (1 − x2)2 · P α,β
k (x), k = 1, . . . , N

� ý � ÷�ý "� û / û�û � ø°ý'ö � þ �
� ÿfú�ù � ÷*þ � ÿ � ø � þ �
�3I � � � J � ) �	���
� ø°ý'ö5õ'ùþbõlö*ù+ø � ö � þ  ø°ý'ö 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � � ø
��� ö�ú �&� ø°þ � ö*ù � G� ø°ýfú�ø¦ø°ý'ö "�
� ÷�ø � þ �
�

ϕk(x)
�

0 < k < N − 4
� ú�ùö�û ��� ö�ú�ùû �h��� ÿ'ö*õlö � ÿ'ö � ø�ú � ÿ ø°ý'ö

ÿ � ü�ö �
�	� þ � þ  ø°ý'ö2÷*þbùùö � õlþ � ÿ ���
� � ö � ö*ù°ú�ø°ö*ÿ � õfú�÷*ö
N = span{ϕ0(x), . . . , ϕN−4(x)}

��� ö E-� ú�ûNø°þ
N − 3

�-F �7 ú�÷�ø � ø°ý'ö � ö "�
� ÷�ø � þ � ÷�ú ��� ö ��� ö � ö*ÿ)ú � � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � � 9 � �	��� ÷*ö � ö�÷�ú �
� ù � ø°ö

ϕ(x) = (1 − x)2(1 + x)2P α,β
n (x) = P α′,β′

n (x).
� ý'öDú � þ � ö±ö � õ'ùö �	�	� þ � õlþ ��� øFþ � øFø°ýfú�øtúA÷*ö*ù+ø�ú ��� ø � õlöNþ 
��� ÿ'ö � ö �� þbù � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û �
ü �
� ø � ö �
� ö*ÿ � F �< ú�÷�ø � ��� � � 9 � � ø � ú � õ'ùþ � ö � ø°ýfú�ø � ý'ö � ÿ'ö � ö*û�þbõ ���
� ú � ÿ ú � ú�û ��* ���
�MH ý'ö ����� ý'ö �
� õlö*÷�ø°ù°ú�ûfü�ö�ø°ý'þpÿ �  þbù � þ �
� ÿfú�ù �(� ú�û � öTõ'ùþ � û�ö*ü � ø°ý'ö � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � ��� ø°ý ��� ÿ'ö � ö �
(−1/2 − k,−1/2 − l)

�
k, l ∈ Z

ú�ùö¦ø°ý'ö9ü�þ � øA÷*þ ��� ö �
� ö � ø¦÷�ý'þ � ÷*ö �
8 ö�ø �
� ��� ø°ùþpÿ � ÷*ö�ø°ý'öPö � õfú �
�	� þ �L� ö*ù � ö �

W =
N−4
∑

k=0

Wkϕk(x), Θ =
N−4
∑

k=0

Θkϕk(x),
��� ø°ý

Wk =

(W, ϕk(x))
ú � ÿ

Θk = (Θ, ϕk(x))
ú � ÿ�ø°ý'ö � ÷�ú�ûÝú�ùwõ'ùþpÿ � ÷�ø

(·, ·)
ø�ú . ö ����� ø°ýPùö � õlö*÷�ø¡ø°þKø°ý'ö � � û � ö*ù+ø

� õfú�÷*ö
L2

ωα,β

�
� ö*õ'ûÝú�÷ ���
� ø°ý'ö9ö � õfú �
�	� þ �#"�
� ÷�ø � þ �
� ��� ø°ý'ö �&��� ø°ö*ü I � � � J ú � ÿ � ü�õlþ �	���
� ø°ý'öK÷*þ � ÿ � ø � þ � ø°ýfú�øTø°ý'ö

ö E-� ú�ø � þ �
� ��� I � � � J � ö~þbù+ø°ý'þ � þ � ú�ûfþ �
{ϕi}i=1,...,N−4

û�ö�ú�ÿ � ø°þ ú � ú�û � ö � ù°ú � ÷ �&��� ø°ö*ü ��� ø°ý'ö �
�
.-� þ ���
÷*þpö ; ÷ � ö � ø �

Wk
�

Θk
�0i þ�øAú�û�û�ø°ý'ö � ö9÷*þpö ; ÷ � ö � ø � � ú �
��� ý � þ�ø°ý'öK÷*þ � ÿ � ø � þ � ø°ýfú�øTø°ý'öKÿ'ö�ø°ö*ùü ��� ú � øTþ 

ø°ý'ö ú�û � ö � ù°ú � ÷ �&��� ø°ö*ü � ö5ö E-� ú�ûFø°þ * ö*ùþ2û�ö�ú�ÿ � ø°þ�ø°ý'ö � ö*÷ � ûÝú�ù�ö E-� ú�ø � þ � � ý � ÷�ý ��� � ö �,�
� ø°ý'ö5÷*ù � ø � ÷�ú�û
� ú�û � ö � þ  ø°ý'ö � ú � û�ö ��� ý �-� ü � ö*ù �

� ý'ö  þbùü � ûÝú �� þbù~ø°ý'ö 1 ú�÷*þ �
� ÷*þpö ; ÷ � ö � ø � þ  ú�û�ûgø°ý'ö ÿ'ö*ù � � ú�ø � � ö � þ  ø°ý'ö "�
� ÷�ø � þ �
� þp÷*÷ � ùù ���
�����
I � � � J ÷�ú �h� ö  þ �
� ÿ ���L� 9 ���

� ê ��� îpí�ó�ò«ñ ��� î �
	��� ó�ò ��� ò«ï¡ì ��� ò�í�ó�ï¡ì � î'ï �
������
� öK÷*þ �
�	� ÿ'ö*ùö*ÿ3ø � þP÷*þ � ÷*ùö�ø°öKõ'ý ���	� ÷�ú�û?÷�ú � ö � $ þ � öK÷*þ � ÷*ö*ù �
���
� ú ÷*þ ��� ö*÷�ø � þ � õ'ùþ � û�ö*ü  þbùTú � ú�ù � ú � û�ö
� ù°ú ��� ø �7/ ö*û�ÿ � � � ú � ÿ)ø°ý'ö9þ�ø°ý'ö*ùTþ � ö  þbùAú�÷*þ ��� ö*÷�ø � þ � õ'ùþ � û�ö*ü ��� ø°ý=ú � ��� ø°ö*ù � ú�ûOý'ö�ú�ø � þ � ù÷*ö � � ���

������� v [ ^ e � n [ � `	^ e � _�^ � ]	npk  ` �"!#� a _�` a � ]	n j _ a � ` �%$#& np] x
� ý'ö�÷*þ ��� ö*÷�ø � þ � õ'ùþ � û�ö*ü ����� ö � ø ��� ú�ø°ö*ÿ ��� ø°ý ����� ö*÷�ø � þ � ú�ù ��� ö � ��� úPý'þbù ��* þ � ø�ú�û?ûÝú � ö*ù~þ  
 �
� ÿ ý'ö�ú�ø°ö*ÿ
 ùþbü � ö*û�þ �  þbùdú � ú�ù � ú � û�ö � ù°ú ��� ø � / ö*û�ÿ � � ý'ö � ù°ú ��� ø �+/ ö*û�ÿ � ú�ù �����
� ú�÷*ùþ �	� ø°ý'ö ûÝú � ö*ù ÷�ú � � ö
÷*þ �
�	� ÿ'ö*ùö*ÿ�û ��� ö�ú�ùOþbù � þ�ø � � ��� � � ��� � ö*ùö±þ � ù ����� ö � ø ��� ú�ø � þ � ÷*þ � ÷*ö*ù �
� þ � û � úAû ��� ö�ú�ùû � ÿ'ö*÷*ùö�ú �	���
� � ù°ú ��� ø �
/ ö*û�ÿ þbù+ø°ý'þ � þ � ú�ûwþ � ø°ý'ö 
 �
� ÿ ûÝú � ö*ù5ú � ÿmú �	�	� ü�ö*ÿ ø°þ=ÿ'ö*õlö � ÿmþ � ø°ý'ö � ö*ù+ø � ÷�ú�û¡÷*þpþbùÿ ��� ú�ø°ö

z
þ � û �

� � ������� ý'öDû ��� ö�ú�ù � ø�ú �
� û � ø � ú � ú ���
� ø � þbùüÛú�û$ü�þpÿ'ö±õlö*ù+ø � ù � ú�ø � þ �
�2���2� þ � ö*ù � ö*ÿ ��� ú~ø � þ 5 õlþ ��� øtõ'ùþ � û�ö*ü
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� ��� � �l����� ����! � ��! �*&3�3� ��� �p&$! � ��
T�����l����
D�l���l�*���'! � ��� � �*�p� � ���	��� � !K��������� � ����"$� 	 
 � � �	����! ��� 

 þbùKþbùÿ ��� ú�ù � ÿ � D ö*ùö � ø � ú�ûtö E-� ú�ø � þ �
� þ  ø°ý'ö  þbùü I � � � J ��� ø°ý
f(z) = 1 − εz

ú � ÿ
g(z) = 1

� ��� ø°ý
ε

ø°ý'ö � ÷�ú�û�ö¦õfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù  þbù±ø°ý'ö � ú�ù � ú � û�ö � ù°ú ��� ø � / ö*û�ÿ �6� ý'ö9ú � ú�û � ø � ÷�ú�ûlú � ÿ �-� ü�ö*ù � ÷�ú�û ����� ö � ø ��� ú�ø � þ �
þ  ø°ý'ö�õ'ùþ � û�ö*ü � ú � ú�û � þÛõlö*ù  þbùü�ö*ÿ ���c� ����� �
�	���
� ú � ý �  ø°ö*ÿ 8 ö � ö � ÿ'ùö5õlþbû ��� þbü � ú�û � � ú � ö*ÿ ü�ö�ø°ý'þpÿ
 þbù9ø°ý'öÛ÷�ú � ö2þ  û ��� ö�ú�ù � ø�ú �
� û � ø � þ  ø°ý'öÛü�ö*÷�ýfú �
� ÷�ú�û±ö E-�
� û ��� ù ��� ü þ  ø°ý'ö 
 �
� ÿiûÝú � ö*ù ��F � ø°ý ��� õfú�õlö*ù
� öPú�õ'õ'û � ø°ý'öPú � þ � ö�ÿ'ö � ÷*ù ��� ö*ÿ ü�ö�ø°ý'þpÿ  þbù � ú�ù � þ �
� ÷�ú � ö � þ  ø°ý'ö�õfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù � ÿ'ö /0�
���
� ø°ý'ö 1 ú�÷*þ �
�
õlþbû ��� þbü � ú�û � �R� ý'ö3÷�ý'þ � ö � � ú �	��� þ  ö � õfú �
�	� þ �c"�
� ÷�ø � þ �
� û�ö�ú�ÿ � ø°þ � õfú�ù � ö)üÛú�ø°ù � ÷*ö � � ��� ø°ý � ú � ÿ'ö*ÿ
�	�
� üÛú�ø°ù � ÷*ö � � ý'þ � ö �	��* ö�ú�ùö9ö E-� ú�û?ø°þPø°ý'ö �-� ü � ö*ù~þ 2� ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � �
� ö*ÿ ��� ø°ý'ö
ö � õfú �
�	� þ �
� �

i � ü�ö*ù � ÷�ú�û¡ö � ú�û � ú�ø � þ �
� þ  ø°ý'ö � ú � û�ö ��� ý �-� ü � ö*ù  þbù � ú�ù � þ �
�T� ú�û � ö � þ  ø°ý'ö � ú � ö �-� ü � ö*ùPú � ÿ
� ú�ù � þ �
� û ��� ö�ú�ùKÿ'ö*÷*ùö�ú �	���
� � ù°ú ��� ø ��/ ö*û�ÿ � ú�ùöÛõ'ùö � ö � ø°ö*ÿ ��� � ú � û�ö � ��� ÷*þbü�õfú�ù ��� þ ����� ø°ýiõ'ùö ��� þ �
�
ùö �	� û�ø � þ � ø�ú ��� ö*ÿ ú�û � þ ��� �
�Q þbù�ö � ø°ý'ö*ù�ø°ù ��� þ � þbü�ö�ø°ù � ÷Ûö � õfú �
�	� þ � "�
� ÷�ø � þ �
� þbù � ý �  ø°ö*ÿ 8 ö � ö � ÿ'ùö
õlþbû ��� þbü � ú�û � �B� ý'ö  þbû�û�þ �����
� õ'ý ���	� ÷�ú�û±÷*þ � ÷*û �
�	� þ �L��� õlþ ��� ø°ö*ÿ þ � ø $ ø°ý'ö � ø�ú �
� û � ø � ÿ'þbüÛú ������� ÷*ùö�ú � ö �
ú � ø°ý'ö � ù°ú ��� ø �7/ ö*û�ÿ ��� û ��� ö�ú�ùû � ÿ'ö*÷*ùö�ú �	���
� ú�÷*ùþ �	� ø°ý'ö9ûÝú � ö*ù �

ε a2 Raα,β=−1/2 Raα,β=0 Raα,β=1/2 Ratrig [6] RaSLP [6]

0 9.711 1730.0 1748.5 1743.9 1715.079356 1749.975727

0.01 9.711 1738.8 1757.2 1752.8 1723.697848 1758.769253

0.2 9.711 1922.2 1942.3 1937.5 1905.643719 1944.243122

0.2 12.0 1951.3 1969.6 1965.1 1937.927940 1977.079049

0.2 14.5 2037.1 2053.9 2049.9 2026.289430 3475.507241

1 10.0 3434.5 3470.8 3461.8 3431.318766 3475.507241

���������
	��������������������������� ����!���"$#&%�"�'�!�(&�*)+�-,.����� /�(0#1���324���5'6"$�7��������"$�&%5����� �&�-%5"�'�!�(&�*8����9������!:���:%
ε

��#&;

a
��#&;<��������"$�&%78����9������!:���:%

α, β =
F ø ��� ÷*û�ö�ú�ù�ø°ýfú�ø  þbù�ø°ý'ö � ú�ü�ö � üÛú�û�û � ú�û � ö5þ  ø°ý'ö � õlö*÷�ø°ù°ú�ûtõfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù �

N = 3
� ø°ý'ö �-� ü�ö*ù � ÷�ú�û

ùö �	� û�ø � þ � ø�ú ��� ö*ÿdý'ö*ùöPú�ùö �	� ü � ûÝú�ù � �
� ø � þ�øKø°ý'ö � ö � ø � � þ � ö � ö*ù � � öPùö*üÛú�ù . ö*ÿdø°ýfú�ø¦ø°ý'ö � ö*÷*ö �	� ú�ù �
÷*þbü�õ � ø�ú�ø � þ � ú�ûlø � ü�ö ��� �	�����
� / ÷�ú � ø°û � ùö*ÿ � ÷*ö*ÿ ��� ø°ý ��� ÷�ú � ö �

F � � ú � û�ö 9 ø°ý'ö �-� ü�ö*ù � ÷�ú�ûNö � ú�û � ú�ø � þ �
� þ  ø°ý'ö / ù � ø�ú � ÿ � ö*÷*þ � ÿ ö ��� ö ��� ú�û � ö � ùö � õlö*÷�ø � � ö*û � � ú�ùö
õ'ùö � ö � ø°ö*ÿ  þbù ��� ÷*ùö�ú �	���
� � ú�û � ö � þ  ø°ý'ö � õlö*÷�ø°ù°ú�û�õfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù

N
�%� ý'ö5ùö �	� û�ø � ú�ùö5þ � ø�ú ��� ö*ÿ  þbùAø°ý'ö

÷*ûÝú �	�	� ÷�ú�û � ú � û�ö ��� ý 5 >@?ö � ú�ùÿ ÷*þ ��� ö*÷�ø � þ � ú � ÿ ø°ý'ö �!� ý'þ � ú E-�
� ø°ö � þpþpÿ ú � ùö*ö*ü�ö � ø ��� ø°ý õ'ùö ��� þ �
�
ö �6��� ø ���
�Q� ú�û � ö �  þbùDø°ý'ö9÷*ù � ø � ÷�ú�û � ú � û�ö ��� ý �-� ü � ö*ù �

N Ra1 Ra2

2 1790.0 27286

5 1757.2 25801

10 1729.7 25443

12 1726.6 25326

14 1724.6 25306

15 1724.5 25272

���������BA4�C����������������D������� ����!���"$#&%+"�'�!�(&�FE&�:%�!+��#&;G!�(&�H%:�-�-"$#&;0��� /I��#1����� �&�*'6"$�
α = β = 0 J a2 = 9.711 J

ε = 0
'6"$�7��������"$�&%7����� �&�-%5"�'�!�(&�H%�84�-��!��9���K8����9������!:���

N =

� ý'ö�ÿ'ö*÷*ùö�ú �	���
� þ  � þ�ø°ý ö ��� ö ��� ú�û � ö � ø°þ � ö*û�û .-� þ ���<�-� ü�ö*ù � ÷�ú�û � ú�û � ö � ��� ø°ýiú �L��� ÷*ùö�ú �	���
�
NüÛú�ù .-� ú �-� ü�ö*ù � ÷�ú�ûO÷*þ ��� ö*ù � ö � ÷*ö5þ  ø°ý'ö�ú�û � þbù � ø°ý'ü I '2��� � � ú J � � J	J �
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����� � 	�� � (&�H;��-���:���$%�� #�/ ����� �&�-%5"�'�!�(&�FE&�:%�!���#&;<!�(&�*%:�-�-"$#&;0��� /I��#1����� �&�
Ra

'6"$����#0� #&���:���$%�� #�/ %�84�-��!��9���
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N =

��� ��� v [ ^ e � n [ � `	^ e � _�^ � ]	npk  ` �"! afe ` e � n$_ ega ] ! n a � o*^ q _ [ n
� ý'ö�ü�þ�ø � þ ����� ø°ý'ö�ú�ø°ü�þ � õ'ý'ö*ùö�þbù¡üÛú � ø°û�öA÷*þ ��� ö*÷�ø � þ ����� ø°ý'ö � ú�ù+ø°ý2ú�ùöAø � þ�ú�ü�þ �
� õ'ý'ö � þbü�ö � ú�þ 
� ú�ø � ù°ú�û�÷*þ ��� ö*÷�ø � þ ����� ÿ � ÷*ö*ÿ ��� ��� ø°ö*ù � ú�û�ý'ö�ú�ø � þ � ù÷*ö � �
i ú�ø � ù°ú�û�÷*þ ��� ö*÷�ø � þ � þp÷*÷ � ùù ���
� ���7��� ÿ �
� ø°ù � ú�û
ÿ'ö ��� ÷*ö ����� ��� ø°ö*ù � ú�û~ý'ö�ú�ø ���
�!� ��� � ��� ú � þ�ø°ý'ö*ùÛö � ú�ü�õ'û�ö  þbù � ý � ÷�ý.ú � ����� ö � ø ��� ú�ø � þ � þ  ø°ý'ö ö D ö*÷�ø
þ 3��� ø°ö*ù � ú�û¦ý'ö�ú�ø � ö � ö*ù°ú�ø � þ � þ � 
 �
� ÿ � 
 þ ��� ���#� ö*ö*ÿ'ö*ÿ � ? û�û�ø°ý'ö � ö ü�þ�ø � þ �
���
� "� ù÷�ú�ø°ö  ùþbü ø°ý'ö
÷*þ � ÿ � ÷�ø � þ � � ø�ú�ø°ö ú � ú®ùö �	� û�ø�þ  � ø � û�þ �	� þ  � ø�ú �
� û � ø � �2F � � õ � ø°ö=þ  ø°ý'ö � ù � ü�õlþbù+ø�ú � ÷*ö � ÿ � ö)ø°þ®ø°ý'ö
þp÷*÷ � ùùö � ÷*ö�þ O� ú�ù � ú � û�ö�÷*þpö ; ÷ � ö � ø �:��� ø°ý'ö � þ � û ��� ö�ú�ù~õfú�ù+ø � ú�ûFÿ � D ö*ùö � ø � ú�ûgö E-� ú�ø � þ �
� � þ � ö*ù �
���
� ø°ý'ö
ö � þbû � ø � þ � þ  õlö*ù+ø � ù � ú�ø � þ �
� ú�ùþ �
� ÿ5ø°ý'ö � ú �	� ÷Nö E-�
� û ��� ù ��� ü �  ö � �&��� ø°ö*üÛú�ø � ÷ � ø � ÿ � ö �2� ö*ùöDõlö*ù  þbùü�ö*ÿ �
f þ � ø�þ  ø°ý'ö ����� ö � ø ��� ú�ø � þ �
� þ � û � ÷*þ �
�	� ÿ'ö*ù~ø°ý'ö�ü � ÷�ý �	� ü�õ'û�ö*ùT÷�ú � ö5þ O�
�
�  þbùü<ý'ö�ú�ø � ö � ö*ù°ú�ø � þ � �0F �
� � � � ö � õlö*ù � ü�ö � ø�ú�û ����� ö � ø ��� ú�ø � þ �
��� ö*ùö ÷�ú�ùù � ö*ÿ þ � ø2õlþ ��� ø ���
� þ � øÛø°ýfú�ø2úiÿ � ûÝú�ø � þ � þ  ÷*þ ��� ö*÷�ø � þ �
÷*ö*û�û � þp÷*÷ � ù � ��� ø°ý ú � ��� ÷*ùö�ú �	���
� ù°ú�ø°ö�þ  ��� ø°ö*ù � ú�û?ý'ö�ú�ø � ö � ö*ù°ú�ø � þ � �
� ý'ö5õ'ý ���	� ÷�ú�ûgü�þpÿ'ö*û?þ  � ú�ø � ù°ú�û
÷*þ ��� ö*÷�ø � þ � ��� ø°ý'ö õ'ùö � ö � ÷*ö�þ  ú � �
�
�  þbùü ��� ø°ö*ù � ú�û�ý'ö�ú�ø � þ � ù÷*ö � ����� ö � ø ��� ú�ø°ö*ÿ ��� ø°ý ��� õfú�õlö*ù �
÷*þ � ÷*ö*ù �
���
� ú�ý'þbù ��* þ � ø�ú�û$ûÝú � ö*ùFþ 0����� ÷*þ �
�2��� ÷*þbü�õ'ùö �	�	��� û�ö 
 �
� ÿ ��� ø°ý5÷*þ �
� ø�ú � ø ����� ÷*þ �	� ø � ú � ÿ5ø°ý'ö*ùüÛú�û
÷*þ � ÿ � ÷�ø � ��� ø � ÷*þpö ; ÷ � ö � ø �

ν
ú � ÿ

k
� � ú � ú�û � þTø°ùö�ú�ø°ö*ÿ ��� � ��� ��� g ö*û�ø°÷�ý � ö ��� ��� �  þp÷ �
�	� ö*ÿ5þ � ø°ý'ö � ö*ù+ø � ÷�ú�û

ÿ ��� ø°ù ���
� ø � þ � þ  ø°ý'öPø°þ�ø�ú�ûtý'ö�ú�ø 
 ��� ö � ú � ÿ®ø°ý'ö � ù ��� ÿ � ��� ÿ � ú�û�÷*þbü�õlþ � ö � ø �T þbù � üÛú�û�ûwú � ÿ ü�þpÿ'ö*ù°ú�ø°ö
�	� õlö*ù÷*ù � ø � ÷�ú�û � ú � û�ö ��� ý �-� ü � ö*ù � ? � ú � ú�û � ø � ÷�ú�û ����� ö � ø ��� ú�ø � þ � þ  ø°ý'ö5ö ��� ö ��� ú�û � ö5õ'ùþ � û�ö*üJÿ'ö*ÿ � ÷*ö*ÿ
��� �
�Q��� � � � � ú � õlö*ù  þbùü�ö*ÿ ��� �  ��� � ö*ùö � ö=ú�ùö3÷*þ � ÷*ö*ù � ö*ÿ ��� ø°ý ø°ý'ö)ú�õ'õ'ùþ �6� üÛú�ø � � ö �-� ü�ö*ù � ÷�ú�û
ö � ú�û � ú�ø � þ �
� þ  ø°ý'öm÷*ù � ø � ÷�ú�û � ú � û�ö ��� ý �-� ü � ö*ùdú�ø � ý � ÷�ý ø°ý'ö ���
� ø�ú �
� û � ø � � ö�ø �M��� ��� ý'ö � ö ùö �	� û�ø �
þ � ø�ú ��� ö*ÿ  þbù � ú�ù � þ �
� ø � õlö � þ  õlþbû ��� þbü � ú�û«ú�õ'õ'ùþ �6� üÛú�ø � þ �
� � ý'ö � � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û �
ú�ùö=÷*þ �
�	� ÿ'ö*ùö*ÿ � ú�ùö=õ'ùö � ö � ø°ö*ÿ ��� ÷*þbü�õfú�ù ��� þ � ��� ø°ý²ø°ý'ö þ � ö � þ � ø�ú ��� ö*ÿ ��� �
�	���
� þ�ø°ý'ö*ùPø � õlö þ 
õlþbû ��� þbü � ú�û � I � ú � û�ö � J �

� ý'öÛú �	� þp÷ � ú�ø°ö*ÿ®ö ��� ö ��� ú�û � ö�õ'ùþ � û�ö*ü ��� ú3ý'þbù ��* þ � ø�ú�û 
 �
� ÿ®ûÝú � ö*ù � þ �
� ÿ'ö*ÿ ��� ø � þ ù ����� ÿ � ú�û�û � �
� þ � ö*ù �
���
� ø°ý'ö � ø�ú �
� û � ø � þ  ø°ý'ö � ú �	� ÷±ü�þ�ø � þ � ú � ú ���
� ø � þbùüÛú�û$ü�þpÿ'ö¡õlö*ù+ø � ù � ú�ø � þ �
� � ÿ'ö*ÿ � ÷*ö*ÿ ��� �
�2���
� � ��� ýfú � ø°ý'ö  þbùü  ùþbü I � � � J ��� ø°ý

f(z) = 1
ú � ÿ

g(z) = 1−Nhcz
��� ý'öAö ��� ö ��� ú�û � ö ��� ø°ý'ö � ú � û�ö ��� ý

�-� ü � ö*ù
R

ú � ÿ
Nhc

��� úÛÿ � ü�ö �
�	� þ � û�ö �	� õfú�ù°ú�ü�ö�ø°ö*ù~÷�ýfú�ù°ú�÷�ø°ö*ù ��* ���
� ø°ý'ö5ý'ö�ú�ø ���
�MI ÷*þpþbû ���
�-J ù°ú�ø°ö5þ 
ø°ý'ö9ûÝú � ö*ù � ? û�ø°ý'þ �
� ý � øTû�þpþ .-� û ��. ö9ú �	� ü�õ'û�ö �&��� ø°÷�ý ��� ø°ý'ö9ö � õ'ùö �	�	� þ � þ  ø°ý'ö �
�
.-� þ ��� "�
� ÷�ø � þ �
�

fú � ÿ
g

ø°ý ��� � ö � ü�þpÿ'ö*û �	� õ'õlþbù+øNü�þ � ø±þ  ø°ý'öAø � ü�ö � ú9ÿ � D ö*ùö � øDú�õ'õ'ùþrú�÷�ý  ùþbü ø°ý'ö / ù � ø � ö � ÷�ý'üÛú�ù .
ü�þpÿ'ö*û �  ���
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� ��� � �l����� ����! � ��! �*&3�3� ��� �p&$! � ��
T�����l����
D�l���l�*���'! � ��� � �*�p� � ���	��� � !K��������� � ����"$� 	 
 � � �	����! ��� >

Nhc a2 Raα,β=−1/2 Raα,β=0 Rahyp[7] RaSLP [5]

0 9.711 1730.2 1780.9 1708.54 1715.079324

1 9.711 1727.04 1745.3 1651.04 1711.742588

2 9.711 1717.5 1735.9 1609.12 1701.891.001

1 10.0 1727.1 1745.1 1651.1 1712.257687

4 10.0 1680.6 1696.4 1560.8 1664.341789

4 12.0 1699.4 1699.7 1739.2 1685.422373

10 9.0 1503.2 1524.6 1366.02 1482.527042

11 9.0 1468.0 1489.4 1366.05 1446.915467

12 9.0 1432.7 1454.2 1354.7 1411.401914

��������� � � ����������������D������� ����!���"$#&%�"�'�!�(&�H)+�-,.����� /�(0#1���324���7'6"$�5��������"$�&%7����� �&�-%5"�'�!�(&�*8����9������!:���:%
Nhc�:��8��:�-%:��#1!�� #�/ !�(&�*(&����!�� #�/ � �-"."$� � #�/��9��!:� � ��#&;

a
��#&;<��������"$�&%7! ,.84�-%5"�'�84"$� ,.#&"$� � ����%

=

� ê � ï¡ì�ò � ñ  ó�ï¡ì 
?  ú�ü � û � þ R� ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û �2��� ø°ý ��� ÿ'ö � ö �

(α, β)
þ  ø°ý'ö  þbùü

(−1/2− k,−1/2−
k)

�
k ∈ Z

��� õ'ùþbõlþ � ö*ÿ ��� þbùÿ'ö*ù5ø°þ � þbû � ö3ú ÷*ûÝú �	� þ  ö ��� ö ��� ú�û � öÛõ'ùþ � û�ö*ü �3� þ � ö*ù �
���
� ø°ý'ö2û ��� ö�ú�ù
� ø�ú �
� û � ø � þ  ø°ý'öDü�ö*÷�ýfú �
� ÷�ú�û�ö E-�
� û ��� ù � úAþ  ÷*ö*ù+ø�ú ��� ø � õlö � þ  
 �
� ÿ � ü�þ�ø � þ �
� � ' þbù � þ �
� ÿfú�ù � ÷*þ � ÿ � ø � þ �
�
÷*þbùùö � õlþ � ÿ ���
� ø°þ9ù ����� ÿ � þ �
� ÿfú�ù �Q�	� ù  ú�÷*ö � ÷�ú � ö � ' þ � ù � ö*ù � ö*ù � ö �P� ú � ö*ÿÛþ � ø°ý'öAõ'ùþbõlþ � ö*ÿ � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ
1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û �T� ú �	��� û�ö*ÿmø°þ ú � þpþpÿ �-� ü�ö*ù � ÷�ú�ûDú�û � þbù � ø°ý'ü �RF � � ö � ö*ù°ú�û � ø°ý'ö)ü�ö�ø°ý'þpÿ ÷�ú � � ö
�	� ÷*÷*ö �	�&"� û�û �M�
� ö*ÿ  þbù � õlö*÷�ø°ù°ú�û¡ú�õ'õ'ùþ �6� üÛú�ø � þ �
� þ  ÿ � D ö*ùö � ø � ú�û�ö E-� ú�ø � þ �
� ��� ø°ý �	�
� ø�ú � û�ö � þ �
� ÿfú�ù �
÷*þ � ÿ � ø � þ �
�T� ý � ÷�ý�ú�ùö2ú � ø°þbüÛú�ø � ÷�ú�û�û � � ú�ø ���&/ ö*ÿ ��� ø°ý'ö2ö � õfú �
�	� þ �<"�
� ÷�ø � þ �
� � � ù+ø°ý'þ � þ � ú�û  ú�ü � û � ö �
þ  � ö � ö*ù°ú�û ��* ö*ÿ 1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � ÷�ú �<� öÛ÷*þ �
� ø°ù � ÷�ø°ö*ÿ � ø�ú�ù+ø ���
�h ùþbü ø°ý'ö�õ'ùþbõlþ � ö*ÿmþ � ö ��� ø°ýmú
ûÝú�ù � öPú�õ'õ'û � ÷�ú �
� û � ø � ø°þ � þbû � öPõfú�ù+ø � ú�ûtþbùKþbùÿ ��� ú�ù � ÿ � D ö*ùö � ø � ú�ûtö E-� ú�ø � þ �
� ��� ø°ý ÷*þ �
� ø�ú � ø�þbù � ú�ù �����
�
÷*þpö ; ÷ � ö � ø � �

F � � õ � ø°ö þ  ø°ý'ö ö �6��� ø°ö � ÷*ö þ  üÛú ��� ø°ý'ö*þbùö�ø � ÷�ú�û � ú � ö � � ø°ý'ö ÷*þbü�õ'û�ö �6� ø � ��� ùö*ÿ � ÷ ���
� ø°ý'ö
÷*þbü�õ � ø�ú�ø � þ � þ  ø°ý'ö9÷*ù � ø � ÷�ú�û � ú � û�ö ��� ý �-� ü � ö*ù �
�	���
� � õlö*÷�ø°ù°ú�ûgü�ö�ø°ý'þpÿ � ÷*þbü�ö �� ùþbüSø°ý'ö � ö*÷*ö �	�	� ø �
ø°ýfú�øTø°ý'ö � ö "�
� ÷�ø � þ �
��� ú�ø ���&G� ú�û�ûOû�ö �	� �	� ü�õ'û�ö*ù � þ �
� ÿfú�ù � ÷*þ � ÿ � ø � þ �
� �

���
	��
��
�����

� � H ú �-� ø°þ � H � � � �
�	� ú ���
� � f � � � � � � ú�ù+ø°ö*ùþ �
� � ? � � � ú �
� � �:� ? � � ôpõlö*÷�ø°ù°ú�û�ü�ö�ø°ý'þpÿ � � � � þbû � ø � þ � ø°þ
÷*þbü�õ'û�ö �#� ö*þbü�ö�ø°ù � ö � ú � ÿ=ú�õ'õ'û � ÷�ú�ø � þ �
� ø°þ 
 �
� ÿ)ÿ ��� ú�ü � ÷ � � ôpõ'ù ���
� ö*ù � 9 C�C  �
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 þ � ù+ø°ý 5 þbùÿ'ö*ùgÿ � D ö*ùö � ø � ú�ûrö E ú � ø � þ �
� �
�	���
�:1 ú�÷*þ �
� õlþbû ��� þbü � ú�û � � ? õ'õ'û � i � ü � f ú�ø°ý � � � =0I�9 C�C =�J �
� 9�9 � 5 � 9 �b� �
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