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¡£¢¥¤§¦©¨ª¦0«¬¦®§¯§¦ ° A²±�A>³/´hµ�´^¶h·�¸�´h¹c¹cº » ¼%½�¹L¼^¾�¹c¿�À�¹cº » ¹L´hÁ�Â�´|ÂLÃ�¸�¹cº » ÄSº ¹cÅ ÆcÇc»
X(x1, . . . , xn) È�¾�¿�½�¿�¹c¹cº »É¸ En È�Ê�º ½�´rËÌ¹c¿�¾�Ã�¸�¿�·7ÍÎ¼-½-¹§¼�ÂÏ¼D½G¹§¼DÐ§Á§¼ÑÂÓÒ¥½GÅÎ¿ µ Ç
¼%Ê�¼^¾�¹c¿�À�¿�·7Í X(µ) È µ = p/q È�Ô�½�´ p Ç q Õp¹c¿�·7º^Â"¿�ÖLÍ ¹cÃ�´�À�ÇL¶jÖL¿�È q ¹L´hÀ$´h·7¹L¼�´�È�´^¶jÖLÇ®½hÖ$ÒQÖL»�Ê�¼%Ð
¸�´hµ�´^¶h·�¸�´h¹c¹L¼%ÐDÁL¼�¶h·�¼hÒc¹c¹L¼%Ð c Ç�Ë�´^´h·×Ë�´^¶h·�¼,Â"¿�¸�´h¹L¶h·�¸�¼ X(cx1, . . . , cxn) = cµX(x1, . . . , xn) Ø
Á�ÂLÇ4Ù�·�¼�ËÏ¸�´jÖLÇcÀ�Çc¹cº cµ Ê�º ½�´h·Ú¶hÀ�Çc·7¿�·7Í�ÁL¼mÖ�¼�ÛªÇc·�´jÖLÍ ¹L¼%Ð�Á�ÂLÇ p À$´h·7¹L¼�Ë,È�¿�Á�ÂLÇ p ¹L´hÀ$´h·7¹L¼�Ë
Õ�¸�´hµ�´^¶h·�¸�´h¹c¹L¼%Ð$ÈpÇ�Ë�´h»�µ�´hÐD¾�¹c¿�Å c Ü
¡£¢¥¤§¦©¨ª¦0«¬¦®§¯§¦ ° A²Ý�A>³/´hµ�´^¶h·�¸�´h¹c¹cº » ¼%½�¹L¼^¾�¹c¿�À�¹cº » ¹L´hÁ�Â�´|ÂLÃ�¸�¹cº » ÄSº ¹cÅ ÆcÇc»

V (x1, . . . , xn) ÈÞ¾�¿�½�¿�¹c¹cº »ß¸ En È�Ê�º ½�´rËà¹c¿�¾�Ã�¸�¿�·7ÍÑÁD¼�Ö-¼>ÛáÇ®·â´ZÖDÍ�¹D¼
Õ�¼>½7¹�Â-¼
½
¹D¼
ÐÁ;¼9Â�Ò;½�Å7¿ m > 0 Ç;¼%Ê�¼^¾�¹c¿�À�¿�·7Í V [m] ÈÞ´^¶jÖLÇ©½hÖ$ÒÑÖL»�Ê�¼%Ð0¸�´hµ�´^¶h·�¸�´h¹c¹L¼%Ð;¸�´jÖLÇcÀ�Çc¹cÃ c Ç�Ë�´^´h·
Ë�´^¶h·�¼>Â"¿�¸�´h¹L¶h·�¸�¼ V (cx1, . . . , cxn) = |c|mV (x1, . . . , xn) Ø/Á�ÂLÇ*Ù�·�¼�Ëã¸�´jÖLÇcÀ�Çc¹cº |c|m ¶hÀ�Çc·7¿�´rË
ÁL¼mÖ�¼�ÛªÇc·�´jÖLÍ ¹L¼%Ð�ÜäÞå�æ^æ^çSè�é�ê	ë	ç§æ^ë	æhé�ì^çCí0è�î�ï�ð	ñ	è�ò�ì^ñ	ñ	ï9óQô�ë	õ�õ�ì^ê	ì^ñ	ö	ëcå�÷Lø�ñ	ï9ó;í�êcå�ò�ñ	ì^ñ	ë	ù

dxs

dt
= X(µ)

s (x1, . . . , xn) (s = 1, . . . , n). ú ��ûü��ý
þ7å�÷Lì^ì�ÿ	ì^ê	ì �

x = x(t, x(0)) ú ��û � ýî�í�ô�ì^ç§è�î�è � ñcå%ÿcå�é�øQë	ñ$é�ì � êcå�÷Lø�ñ$í � ð	ê	ë	ò�í � æ^ë	æhé�ì^çSï ú ��ûü��ý é�å�ð$í ��� ÿ$é�è x(0, x(0)) = x(0) ��� ô�ì x� ò�ì � ì^æhé�ò�ì^ñ	ñ	ï�ù n � çSì^ê	ñ	ï�ù*ò�ì^ð$é�è�ê (x1, . . . , xn)
û 	 æ^ñ	è � ÿ$é�è®ò�çSì^æhé�ìÑæ�ë	ñ$é�ì � êcå�÷Lø�ñ	è�ùÎð	ê	ë	ò�è�ù

ú ��û � ý æ^ë	æhé�ì^ç�å ú ��ûü��ý ë	çSì^ìhé7æ^ì^çSì^ù	æhé�ò�è7ë	ñ$é�ì � êcå�÷Lø�ñ	ï9ó©ð	ê	ë	ò�ï9ó �
� å�ò�ë	æ ��� ì^ì�è�é>è^ô�ñ	è�ù  ê	è�ë � ò�è�÷Lø �ñ	è�ù;ò�ì � ì^æhé�ò�ì^ñ	ñ	è�ù  è�æhé�è � ñ	ñ	è�ù
c
�� ê	ì�ô�æhé�å�ò�ë	çSè�ì>ò�õ�è�ê	çSì

x = cx(cµ−1t, x(0)) = x(t, cx(0)).

� ¦ J ¤§¦ ��� ° A²±�A ����� ÂLÇ p À$´h·7¹L¼�Ë ¹cº�Ö�´^¸�¼�´QÂ�´ � ´h¹cÇL´G¶hÇL¶h·�´rË�Ã ú ��ûü��ý ¹L´0Ë�¼�Ûß´h·
Ê�ÃS·7ÍQ¿�¶hÇ�Ë�Ác·�¼%·7ÇcÀ$´^¶hÅ ÇDº"¶h·�¼%ÐcÀ�ÇL¸�Ã�Ë4Ü� ��� ¶jÖLÇ p ¹L´hÀ$´h·7¹L¼4Ç µ 6= 1 ÈS·�¼>¹cº�Ö�´^¸�¼�´9Â�´ � ´h¹cÇL´�¶hÇL¶h·�´rË�Ã ú ��ûü��ý Ë�¼�Ûß´h·âÊ�ÃS·7ÍÑ¿�¶hÇ�Ë�ÁcÕ
·�¼%·7ÇcÀ$´^¶hÅ ÇDº"¶h·�¼%ÐcÀ�ÇL¸�Ã�Ë ÖLÇ � ÍQÁ�ÂLÇG¸�´hµ�´^¶h·�¸�´h¹c¹cÃ � ¸�¼^¾�Ë�º µ�´h¹cÇ�Ò � Ü��� grgj}�gjiOore�i��SfO��zx{���iOori�f  "! �  $#&%' t ()# � % fOe���i��  oriOors�thz�s � gj��}�q � k^gjzrw�fOs�gjiOuhore�e�vIq9z�e�}�uhors�gj}�iOorim� � � % fOe���i�� oriOors�thz�s � �*,+ kh��ore�i>�SfO��zx{���iOori�f  "! �  $#-%' t ()# � % fOe���i��  oriOors�thz�s � gj��}�q � k^gjzrw�fOs�gjiOuhore�e�vIqÑz�e�}�uhors�gj}�iOorim� � � % fOe���i�� oriOors�thz�s � � .0/213/24650798:1<;>=?.�@ A � BC5 �D  s�k^�CoxgrgjkhsC�SfO��zx{���iOori�f  "! �  $#E%' t ()# � % fOe���i��  oriOors�thz�s � gj��}�q � k^gjzrw�fOs�gjiOuhore�e�vIqSz�e�}�uhors�gj}�iOorim� � � % fOe���i�� oriOors�thz�s � �
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� � � ¶jÖLÇ µ = 1 È�·�¼®¹cº�Ö�´^¸�¼�´
Â�´ � ´h¹cÇL´;¶hÇL¶h·�´rË�Ã ú ��ûü��ý Ë�¼�Ûß´h· Ê�ÃS·7Í ¿�¶hÇ�Ë�Ác·�¼%·7ÇcÀ$´^¶hÅ Ç
º"¶h·�¼%ÐcÀ�ÇL¸�Ã�Ë Á�ÂLÇ©ÖL»�Ê�Ã � Å"¼�Ë�Á"Ö�´hÅ"¶h¹cÃ � ¸�¼^¾�Ë�º µ�´h¹cÇ�Ò � Ü� ÂLÇ-ÁL¼�Ë�¼%µ7Ç�Â�´�¾�º�ÖLÍ ·7¿�·�¼�¸%È9¶^¼%½�´|ÂcÛª¿�µ7Ç � ¶mÒ ¸�Â"¿�Ê�¼%·�´ � � � ÈÞË�¼�Ûª¹L¼�ÁL¼%Å ¿�¾�¿�·7Í�È�À�·�¼�Çc¹c·�´hÕ
ÔyÂ"¿�ÖLÍ ¹cÃ�´4Å^ÂLÇL¸�Ã�´>¶hÇL¶h·�´rË�Ãàú ��ûü��ý º ½�¼�¸^Ö�´h·�¸�¼xÂ$Òc»�· ¹L´|Â"¿�¸�´h¹L¶h·�¸�º

|x(t, x(0)| < At−α ú ��û � ý
Á�ÂLÇ |x(0)| = 1 È�Ô�½�´ A Ç α Õ,ÁL¼mÖ�¼�ÛªÇc·�´jÖLÍ ¹cÃ�´>ÁL¼�¶h·�¼hÒc¹c¹cÃ�´�ÈZ´^¶jÖLÇ*·�¼mÖLÍ Å"¼Ñ¹cº�Ö�´^¸�¼�´,Â�´ � ´h¹cÇL´
¶hÇL¶h·�´rË�Ãßú ��ûü��ý ¿�¶hÇ�Ë�Ác·�¼%·7ÇcÀ$´^¶hÅ Ç©º"¶h·�¼%ÐcÀ�ÇL¸�¼�Ç Xµ

s ∈ C(ν) ÈÞ·ÑÜ�´�ÜIÄSº ¹cÅ ÆcÇcÇ X
(µ)
s ¹L´hÁ�Â�´|ÂLÃ�¸�¹L¼

½�ÇLÄ�Ä�´|Â�´h¹cÆcÇ�ÂLº"´rË�Ã§ÁL¼�¸�¶^´rË ¶^¸�¼%Ç�Ë ¿OÂ�Ô�º�Ë�´h¹c·7¿%Ë×¸ En ½�¼7ÁL¼xÂ$Òc½�Å ¿ ν ≥ 1 ¸�Å�ÖL»�À�Çc·�´jÖLÍ ¹L¼�ÜO å�ð	ë	ç§è�î�êcå � è�ç � ò�ô�å�÷Lø�ñ	ì^ù � ì^çÏñ	ì^êcå�ò�ì^ñ	æhé�ò�è ú ��û � ý  ê	ë X
(µ)
s ∈ C(ν) � ν ≥ 1

æO÷Lì�ôLí�ìhé®æ^ÿ	ë �é�å�é�ø � ð	ò�ë	ò å�÷Lì^ñ$é�ñ	ï�ç§å�æ^ë	ç  é�è�é�ë	ÿ	ì^æ^ð"è�ùDí�æhé�è�ù	ÿ	ë	ò�è�æhé�ë û
� ¦ J ¤§¦ ��� ° A²Ý�A � ¶jÖLÇ;Çc¹c·�´^ÔyÂ"¿�ÖLÍ ¹cÃ�´/Å^ÂLÇL¸�Ã�´�¶hÇL¶h·�´rË�Ã ú ��ûü��ý º ½�¼�¸^Ö�´h·�¸�¼xÂ$Òc»�· ¹L´|Â"¿�Õ

¸�´h¹L¶h·�¸�º ú ��û � ý È�·�¼7¶hº µ�´^¶h·�¸�º »�·âÁL¼�¶h·�¼hÒc¹c¹c¿%Ò m > µ − 1 ÇD½�¸�´4ÄSº ¹cÅ ÆcÇcÇ W [m] Ç V [m+1−µ] È
¼%Ê�ÖL¿�½�¿�»�µ7ÇL´
¶jÖ�´h½�º »�µ7Ç�Ë�Ç*¶^¸�¼%ÐL¶h·�¸�¿%Ë�Ç ���� ÄSº ¹cÅ ÆcÇcÇ V [m−µ+1] Ç −W [µ] ¼%Á�Â�´h½�´jÖ�´h¹c¹L¼%Õj¼%·,ÂLÇcÆc¿�·�´jÖLÍ ¹cÃ�´�Ø� � ÄSº ¹cÅ ÆcÇ�Ò V [m−µ+1](x(t, x(0))) ¹L´hÁ�Â�´|ÂLÃ�¸�¹L¼>½�ÇLÄ�Ä�´|Â�´h¹cÆcÇ�ÂLº"´rË�¿ÑÁL¼ t Ç0Ç�Ë�´^´h· Ë�´^¶h·�¼/Â"¿�Õ
¸�´h¹L¶h·�¸�¼

dV [m−µ+1]

dt
= W [m].

� ¶jÖLÇ$È�Å^Â�¼�Ë�´>·�¼�ÔO¼^È X
(µ)
s ∈ C(ν) È ν ≥ 1 È9·�¼�ÄSº ¹cÅ ÆcÇc» W [m] Ë�¼�Ûª¹L¼�¸�ÃSÊmÂ"¿�·7Í;·7¿�Å�È9À�·�¼

ÄSº ¹cÅ ÆcÇ�Ò V [m−µ+1] ∈ C(ν) ÒL¸^Ö$ÒL´h·�¶mÒG´h½�Çc¹L¶h·�¸�´h¹c¹cÃ�ËªÂ�´ � ´h¹cÇL´rË ¶hÇL¶h·�´rË�Ã
n∑

i=1

∂V

∂xi

Xµ

i = W [m];

n∑

i=1

xi

∂V

∂xi

= (m − µ + 1)V, ú ��û �"ý

¼%Á�Â�´h½�´jÖ�´h¹c¹cÃ�Ë º"¶jÖ�¼�¸�ÇL´rË V (0, . . . , 0) = 0 Ü
�
	����������������������� �"!

��û # í�î�è�ò H û $ û % ì^ð	ö	ë	ë  è7é�ì^è�ê	ë	ë0í  êcå�ò�÷Lì^ñ	ë � û G & î û '($ � ô � ò�è % å�ñ	ø � �9M3M3N � � M3M æ û
� û # í�î�è�ò ) û H û � # í�î�è�ò * û H û � % å  é�ë	ñ	æ^ð	ë	ù H û * û þ
ë	ñcå�çSë	ð�å�í  êcå�ò�÷ � ì^çSï9óDæ^ë	æhé�ì^ç û G & î û 'G & î +-, � �9M3M . û �/�/0 æ û
� û # í�î�è�ò * û H û � # í�î�è�ò å ) û 1 û 2 ì � è  å�æ^ñ	è�æhé�ø�õ�í�ñ	ð	ö	ë	è�ñ	ë	ê	è�ò å�ñ	ë � é�ìOó$ñ	ë	ÿ	ì^æ^ð	ë�óÑæ^ë	æhé�ì^ç û , ÿ û è�æ û G & î û '3$ � ô � ò�è G & î +-, � �9M3M3N � � � � æ û
�	û G é�ê	ì^ð"è  ï�é�è�ò å J û H û $ æ^æO÷Lì�ô�è�ò å�ñ	ë	ì,êcå�ò�ñ	è�ò�ì^æ^ñ	ï9ó7ô�ò�ë 4 ì^ñ	ë	ù û G & î û ' G & î +-, � �9M3M ��û N � æ û
� û # í�î�è�ò ) û H û � # í�î�è�ò * û H û þ
ë	ñcå�çSë	ÿ	ì^æ^ð�å � î�ì � è  å�æ^ñ	è�æhé�ø-í  êcå�ò�÷ � ì^çSï9ó æ^ë	æhé�ì^ç û G & î û '
$ � ô � ò�è * $5$76 ë	çSë	ë G & î +-, � �9M3M3N û���� � æ û

8 ¿�·7¿ÑÁL¼�¶h·7º Á"Ö�´h¹cÇ�Ò � 9 Ü :<; Ü � :=:/>
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