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Аннотация. В данной работе предложен метод получения решения неоднородного би-
гармонического уравнения в задаче о математическом моделировании упруго дефор-
мированных состояний тонких изотропных прямоугольных пластин с использованием
системы ортогональных многочленов Чебышева первого рода. Метод основан на нахож-
дении решения исходного бигармонического уравнения в виде конечной суммы ряда
Чебышева по каждой независимой переменной в сочетании с матричными преобразо-
ваниями и свойствами многочленов Чебышева. Задача рассматривается для случая,
когда на пластину действует поперечная нагрузка, а в качестве граничных условий
используется шарнирное закрепление по краям пластины. Используя экстремумы и ну-
ли многочленов Чебышева первого рода в качестве точек коллокации, краевая задача
сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений относительно ко-
эффициентов при разложении искомого решения по этим многочленам. Представлены
результаты расчетов с использованием предложенного метода. Как показало сравне-
ние, полученные результаты с высокой степенью точности совпадают с аналогичными
результатами, полученными при использовании аналитических решений, приведенных
в работе. В статье также представлены результаты расчетов с использованием пред-
ложенного метода в случае, когда два противоположных края пластины защемлены,
а два шарнирно закреплены. Проведено сравнение с аналогичными результатами моде-
лирования напряженно-деформированного состояния прямоугольных пластин, которые
представлены в открытой печати.
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Abstract. In this paper a method for solving an inhomogeneous biharmonic equation
while modeling elastically deformed states of thin isotropic rectangular plates using a
system of orthogonal Chebyshev polynomials of the first kind is proposed. The method
is based on representation of a solution to the initial biharmonic equation as a finite sum of
Chebyshev series by each independent variable in combination with matrix transformations
and properties of Chebyshev polynomials. The problem is examined for the case when a
transverse load acts on the plate, and the hinge fastening along the edges of the plate is
taken as boundary conditions. Using the extremes and zeros of Chebyshev polynomials of
the first kind as collocation points, the boundary value problem is reduced to a system of
linear algebraic equations. Decomposition coefficients of desired function with respect to
Chebyshev polynomials act as unknowns in this system. As the comparison showed, the
results obtained by this method with a high degree of accuracy coincide with similar results
derived using analytical approach that are given in the article. The paper also presents the
results of calculations using the proposed method in the case when two opposite edges of
the plate are pinched and two others are pivotally fixed. The comparison with similar results
of modeling the stress-strain states of rectangular plates which are presented in the open
sources is carried out.
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1. Введение

Определение напряженно-деформированного состояния изотропных пластин под
действием поперечных нагрузок в рамках теории Кирхгофа–Лява основывается на ре-
шении бигармонического уравнения Софи Жермен–Лагранжа [1]. Аналитическое ре-
шение этого уравнения при граничных условиях шарнирного опирания, защемления и

О. В. Гермидер, В. Н. Попов. Математическое моделирование упруго деформированных состояний . . .



22 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 1.

свободного края пластин можно получить лишь в ограниченных случаях, что приво-
дит к необходимости разработки эффективных методов решения таких краевых задач.
Так, в [2–4] для получения решения краевых задач использован проекционно-сеточный
метод коллокации и наименьших квадратов, в [5–6] – спектральные методы, в [7–8] – ме-
тоды конечных элементов и разностей, соответственно, [9] – метод сплайн-коллокации,
в [10] решение построено в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля. В
связи с трудностью достижения требуемой степени детализации области интегрирова-
ния, что предполагает решение систем линейных уравнений очень высокого порядка с
неразреженной матрицей [11], проблема поиска решений бигармонических уравнений, к
которым могут быть сведены задачи моделирования деформаций тонких пластин, про-
должает оставаться актуальной. При этом, как отмечено в [3–4], построение их решения
вызывает ряд трудностей, связанных с наличием в эллиптических уравнениях произ-
водных четвертого порядка, оказывающих существенное влияние на обусловленность
исходных краевых задач. Исследования в этом направлении способствуют разработ-
ке универсальных высокоточных методов, которые могут быть применены к решению
дифференциальных уравнений с частными производными эллиптического типа, воз-
никающих при моделировании процессов в механике деформируемого твердого тела, в
частности при описании упругопластических деформироваций нанопластин [12].

В представленной работе для моделирования деформаций изотропных тонких упру-
гих пластин прямоугольной формы предложен метод с использованием полиномиаль-
ной аппроксимации Чебышева. Решение неоднородного бигармонического уравнения
записывается в виде усеченного ряда по ортогональным многочленам Чебышева пер-
вого рода для каждой переменной в двумерной области. Коэффициенты в этом раз-
ложении искомой функции находятся с помощью решения системы линейных алгеб-
раических уравнений, при этом в качестве точек коллокации выбраны точки экстре-
мума и нули многочленов Чебышева. Cледует заметить, что за последнее время метод
коллокации с использованием многочленов Чебышева показал свою эффективность и
универсальность при решении ряда краевых задач механики сплошных сред [13–14].
В отличие от методов конечных разностей и конечных элементов скорость сходимости
спектральных методов ограничена только регулярностью интерполируемой функции
[6], в случае использования полиномов Чебышева в качестве базисных функций и точек
коллокации в нулях или точках экстремума этих полиномов наблюдается устойчивость
к ошибкам округления [13].

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу статического изгиба изотропной тонкой упругой прямоугольной
пластины со стенками расположенными в плоскостях x = 0, x = d1, y = 0 и y = d2
декартовой системы координат Oxyz в рамках теории Кирхгофа–Лява. В этом случае
прогиб пластины ω(x, y) будем описывать на основе бигармонического уравнения Софи
Жермен–Лагранжа, которое запишем в виде [1]:

∂4ω

∂x4
+ 2

∂4ω

∂x2∂y2
+

∂4ω

∂y4
=

q

D
, (2.1)

где q(x, y) – поперечная нагрузка; D = Eh3/(12(1 − ν2)) – цилиндрическая жесткость
пластины; h – толщина пластины; E – модуль Юнга; ν – коэффициент Пуассона.
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В качестве граничного условия используем шарнирное закрепление [1]:

ω = 0,
∂2ω

∂x2
= 0, x = 0, d1, (2.2)

ω = 0,
∂2ω

∂y2
= 0, y = 0, d2. (2.3)

Получим решение поставленной краевой задачи с использованием многочленов Че-
бышева первого рода.

3. Решение краевой задачи

Представляем функцию ω(x, y), где x ∈ [0, d1] и y ∈ [0, d2], в виде частичной суммы
ряда полиномов Чебышева первого рода {Tji(xi) = cos(ji arccosxi), (ji = 0, ni)} [14] по
каждой переменной xi ∈ [−1, 1] (ni ∈ N, i = 1, 2):

x1 =
2

d1
x− 1, x2 =

2

d2
y − 1.

В результате получим

w(x, y) =

ni
∑

ki=0
i=1,2

ak1k2Tk1(x1)Tk2(x2) = T1(x1)⊗T2(x2)A, (3.1)

где Ti(xi) – матрица-строка размером 1× n′

i (n′

i = ni + 1, i = 1, 2):

Ti(xi) = (T0(xi)T1(xi) . . . Tni−1(xi)Tni
(xi)) ;

A – матрица-столбец, имеющая размер n′

1n
′

2 × 1, элементами которой являются коэф-
фициенты ak1k2 в разложении (3.1):

A = (a00 a01 . . . an1n2−1 an1n2)
T
;

знаком ⊗ в (3.1) обозначено тензорное умножение двух матриц [15].
Выберем в бигармоническом уравнении (2.1) в качестве точек коллокации для каж-

дой введенной переменной xi точки экстремума многочлена Tni
(xi) [14]:

xi,ki
= cos

(

π(ni − ki)

ni

)

, ki = 0, ni, i = 1, 2. (3.2)

При подстановке точек (2.1) в Tji(xi) = cos(ji arccosxi) получим:

Tji(i, xki
) = cos

(

πji(ni − ki)

ni

)

, ji, ki = 0, n1, i = 1, 2. (3.3)

Производную Ti(xi) по переменой xi запишем в виде произведения [16]

dTi

dxi
= TiJi, (3.4)
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где Ji – верхнетреугольная матрица размерности n′

i × n′

i

Ji,j1 j2 =

{

j2, j1 = 0, j2 неч.,
2j2 j1 > 0, j2 − j1 > 0, j2 − j1 неч.

Здесь и ниже нумерацию строк и столбцов осуществляем с нуля. Вторую и четвер-
тую производную Ti(xi) по каждой переменной xi находим, соответственно, как

djTi

dxj
i

= TiJi
j , j = 2, 4; i = 1, 2. (3.5)

Подставляя (3.1) и (3.2) в (2.1) и используя (3.3)-(3.5), приходим к системе линейных
n′

1n
′

2-уравнений, в которой согласно граничным условиям (2.2) и (2.3) осуществляем
замену уравнений в точках, для которых xi = xi,0 и xi = xi,ni

, на уравнения

T1(x1,0)⊗T2(x2)A = 0, T1(x1,n1)⊗T2(x2)A = 0, (3.6)

T1(x1)⊗T2(x2,0)A = 0, T1(x1)⊗T2(x2,n2)A = 0, (3.7)

а в точках xi,1 и xi,ni−1 – на уравнения

T1(x1,0)J
2 ⊗T2(x2)A = 0, T1(x1,n1)J

2 ⊗T2(x2)A = 0, (3.8)

T1(x1)⊗
(

T2(x2,0)J
2
)

A = 0, T1(x1)⊗
(

T2(x2,n2)J
2
)

A = 0. (3.9)

Полученная таким образом система линейных n′

1n
′

2-уравнений в матричной форме
имеет вид

BA = F, B =
5
∑

i=1

Bi, (3.10)

где Bi (i = 1, 5) – квадратные матрицы размером n′

1n
′

2 × n′

1n
′

2: первые три из них по-
лучены из бигармонического уравнения (2.1) в точках (3.2) за исключением xi,0, xi,1,
xi,ni−1 и xi,ni

, соответствующие им строки матриц нулевые; матрицы B4 и B5 строятся
из граничных условий (2.2) и (2.3), ненулевые строки матрицы B4 соответствуют крае-
вым узлам xi,0 и xi,ni

, для матрицы B5 – узлам xi,1 и xi,ni−1; F = (f01 f02, . . . fn1 n2)
T –

матрица-столбец размера n′

1n
′

2 × 1 с элементами fk1 k2 = q(x(x1,k1 ), y(x2,k2))/D за ис-
ключением нулевых элементов в краевых узлах. Для Bi (i = 1, 3) соответственно имеем

B1 = 16d−4
1 G

′′

1J1
4 ⊗G

′′

2, B3 = 16d−4
2 G

′′

1 ⊗
(

G
′′

2J2
4
)

,

B2 = 32(d1d2)
−2

G
′′

1J1
2 ⊗

(

G
′′

2J2
2
)

.

Здесь Gi (i = 1, 2) – квадратные матрицы размером n′

i × n′

i, в которых ki-строки
равны соответственно Ti(xi,ki

) (ki = 0, ni). Двойной штрих у матриц G
′′

i (i = 1, 2)
означает, что первые две строки и последние две строки нулевые, остальные стро-
ки такие же, как у матриц G1 и G2. Заметим, что для заполнения матриц G

′′

1

и G
′′

2 необходимо вычислить элементы их верхних левых четвертей, остальные нену-
левые элементы восстанавливаются путем умножения на −1 в соответствующей сте-
пени из полученных. Если ni нечетное, то для элементов их верхних правых чет-
вертей имеем Gi,ki ni−ji = Gi,ki ji(−1)ni−ki , для элементов их нижних левых чет-
вертей – Gi,ni−ki ji = Gi,ki ji(−1)ji , для элементов их нижних правых четвертей –
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Gi,ni−ki ni−ji = Gi,ki ji(−1)ji+ki (ki, ji = 2, [ni/2], i = 1, 2). Здесь квадратные скоб-
ки введены для обозначения целой части числа. Если ni четное, то дополнительно
Gi,ni/2 2ji = (−1)ji , Gi,2ji ni/2 = (−1)ji+ni/2 (ji = 2, ni/2, i = 1, 2). Для Bi (i = 4, 5) из
(3.6)-(3.9) получаем

B4 = G3 ⊗G2 +G1 ⊗G4,

B5 = 4d−2
1 G5J1

2 ⊗G2 + 4d−2
2 G1 ⊗

(

G6J2
2
)

,

Здесь Gi (i = 3, 6) – квадратные матрицы размером n′

i × n′

i: в G3 и G4 только
первые и последние строки ненулевые и равны соответствующим строкам матриц Gj

(j = 1, 2), в G5 и G6 – вторые и предпоследние строки.
Для приближения матрицы B в (3.10) к разреженной матрице можно воспользовать-

ся свойствами конечных сумм многочленов Чебышева в выбранных точках коллокации
(3.2). Левые и правые части уравнения (3.10) умножаем на G1

−1 ⊗ G2
−1. Обратные

матрицы Gi
−1 находим как 2(Gi

T )/ni (i = 1, 2), где первые и последние строки и столб-
цы полученных матриц делим на 2 [17]. Здесь верхний индекс T у матриц Gi (i = 1, 2)
обозначает операцию транспонирования. В частности, в результате умножения полу-
чим

G1
−1 ⊗G2

−1
B1 = 16d−4

1 G1
−1

G
′′

1J1
4 ⊗

(

G2
−1

G
′′

2

)

,

G1
−1 ⊗G2

−1
B5 = 4d−2

1 G1
−1

G5J1
2 ⊗ I2 + 4d−2

2 I1 ⊗
(

G2
−1

G6J2
2
)

,

где Ii – единичная матрица размером n′

i × n′

i (i = 1, 2).
Решение преобразованного уравнения (3.10) находим LU -методом. Зная элементы

матрицы A, функцию w(x, y) получаем на основании (3.1).
Аналогично, коэффициенты в разложении (3.1) могут быть найдены, если в качестве

точек коллокации в уравнении (2.1) для каждой введеной переменной xi использовать
нули многочлена Tni+1(xi) [14]:

x∗

i,ki
= cos

(

π(2ni − 2ki + 1)

2(ni + 1)

)

, ki = 0, ni, i = 1, 2. (3.11)

4. Результаты вычислений и их анализ

Рассмотрим изгиб шарнирно закрепленной пластины, на которую действует распре-
деленная нагрузка q(x, y) = 105 sin(πx/d1) sin(πy/d2) Па [3]. В этом случае аналитиче-
ское решение краевой задачи (2.1)-(2.3) имеет вид [1]

ω(x, y) =
q(x, y)d41d

4
2

π4D(d21 + d22)
2
. (4.1)

При проведении вычислений на основании (3.1) использованы значения физических
параметров из [2–3]: d1 = d2 = 10 м, h = 0.1 м, E = 200 ГПа, ν = 0.28, n1,2 = n.
В Таблице 4.1 представлены результаты вычислений для случая узловых точек, явля-
ющимися точками экстремума многочлена Чебышева степени n (3.2) и нулями Tn+1(xk)
(k = 1, 2) (3.11), где для расчета погрешности построенного решения, как и в [2–3],
применены 100 равномерно распределенных контрольных точек (xi, yj):

‖En‖∞ =

max
i,j

|ω(xi, yj)− w(xi, yj)|

max
i,j

|ω(xi, yj)|
.
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Порядок сходимости погрешности определяем согласно [2–3] и [18]

r1 =
‖En‖∞
‖E2n‖∞

, r2 = log2 r1.

Таблица 4.1. Значения погрешности полученного решения и порядка
сходимости для случая шарнирного закрепления (2.2) и (2.3)

Table 4.1. Error values of the obtained solution and the order of convergence for
the case of hinged fastening (2.2) and (2.3)

n ‖En‖∞
(2.2), (2.3) и (4.1) (2.2), (2.3) и (3.11) [2]

9 3.0 · 10−5 6.2 · 10−5 1.8 · 10−2

11 2.7 · 10−7 6.6 · 10−7 -
18 1.2 · 10−14 1.3 · 10−14 2.8 · 10−3

r1
2.5 · 109 4.7 · 109 6.4

r2
31.2 32.2 2.7

Из Таблицы 4.1 видно, что высокая точность полученного решения с использова-
нием точек экстремумов и нулей многочленов Чебышева первого рода достигается при
сравнительно малых значениях n, при этом наблюдается быстрая сходимость. Здесь от-
метим также, что при n = 18 погрешность построенного в настоящей работе решения
w(x, y) краевой задачи (2.1)-(2.3) имеет один порядок с погрешностью интерполиру-
емой функции, полученной на основе (3.1), где коэффициенты в этом разложении (3.1)
определяются с использованием значений точного решения ω(d1(x1+1)/2, d2(x2+1)/2),
вычисленного в узлах (3.2): A = G1

−1 ⊗ G2
−1

W, где W = (w01 w02, . . . wn1 n2)
T –

матрица-столбец размера n′

1n
′

2 × 1 с элементами wk1 k2 = ω(x(x1,k1 ), y(x2,k2)).
Приведем сравнение полученных результатов с результатами авторов работы [4],

использовавших метод коллокации и наименьших квадратов в пространстве поли-
номов Чебышева. В [4] для достижения относительной погрешности приближенного
решения в бесконечной норме ‖E‖∞ = 1.11 · 10−7 применена сетка 16 × 16, в каж-
дой ячейке которой записана локальная система линейных алгебраических уравнений
с l = (K + 1)(K + 2)/2 неизвестными, где K = 7 – степень старшего полинома Чебы-
шева. Здесь глобальная система уравнений является объединением локальных систем.
Из представленных результатов следует, что предлагаемым в настоящей работе мето-
дом удается построить более точное решение, по сравнению с представленным в работе
[4], за счет использования свойств полиномов Чебышева, в частности их дискретной
ортогональности. В работе [3] интегральным методом коллокации и наименьших квад-
ратов значение ‖E‖∞ = 7.58 · 10−13 получено с применением сетки 16× 16 и локальной
системы линейных l = (K + 1)(K + 2)/2 уравнений при K = 10.

Предлагаемый в работе метод может быть применен и в случае других граничных
условий. Рассмотрим, например, случай, когда на двух краях x = 0 и x = d1 пласти-
на защемлена, а на других краях шарнирно опирается. На прямоугольную пластину
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действует распределенная нагрузка

q(x, y) = 105
(

d41
(d21 + 4d22)

2
− cos

(

2πx

d1

))

sin

(

πy

d2

)

Па.

Граничные условия запишем в виде [1]

ω = 0,
∂ω

∂x
= 0, x = 0, d1, (4.2)

ω = 0,
∂2ω

∂y2
= 0, y = 0, d2. (4.3)

В этом случае аналитическое решение задачи (2.1), (4.2) и (4.3) имеет вид

ω(x, y) =
105d41d

4
2

π4D(d21 + 4d22)
2

(

1 + cos

(

π(2x− d1)

d1

))

sin

(

πy

d2

)

.

Результаты вычислений представлены в Таблице 4.2. Из таблиц 4.1 и 4.2 видно, что
решения краевых задач, полученные представленным методом, сходятся с высоким по-
рядком к аналитическим решениям при сравнительно небольших значениях n. Значе-
ния относительной погрешности решений в бесконечной норме использованием точек
экстремумов и нулей многочленов Чебышева первого рода оказались близкими, что
говорит об хороших аппрокcимационных свойствах метода. Результаты проведенных
вычислительных экспериментов показывают, что метод является спектрально точным
для гладкой функции решения.

Таблица 4.2. Значения погрешности полученного решения и порядка
сходимости для граничного условия (4.2) и (4.3)

Table 4.2. Error values of the obtained solution and the order of convergence for
the boundary conditions (4.2) and (4.3)

n ‖En‖∞
(3.2), (4.2) и (4.3) (3.11), (4.2) и (4.3)

9 5.0 · 10−4 1.6 · 10−3

11 1.3 · 10−5 5.0 · 10−5

18 4.7 · 10−13 3.0 · 10−12

r1
1.1 · 109 5.3 · 108

r2
30.0 29.0

5. Заключение

В работе с использованием многочленов Чебышева построено решение задачи моде-
лирования напряженно-деформированного состояния прямоугольных изотропных пла-
стин под действием поперечных нагрузок для случая шарнирного опирания на каждом
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крае пластин и его комбинации с защемлением на двух концах этих пластин. Показано,
что полученные результаты с высокой точностью совпадают с аналитическими решени-
ями краевых задач при сравнительно небольших значениях степеней этих многочленов
в разложении искомой функции, определяющей решение бигармонического уравнения.
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