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Аннотация. В статье рассматриваются симметрические линейные пространства дву-
дольных графов (СЛПДГ), т. е. множество двудольных графов с фиксированными
долями, замкнутое относительно симметрической разности и перестановок вершин в
каждой доле. В работе получено структурное описание всех СЛПДГ. Симметрические
линейные пространства двудольных графов делят на тривиальные (четыре СЛПДГ) и
нетривиальные. Нетривиальные, в свою очередь, подразделяют на два семейства: серия
C, состоящая только из биполных графов (графов, являющихся дизъюнктным объеди-
нением двух полных двудольных графов (крылья графа)) и серия D, состоящая из
множества графов, у которых степени вершин в одной доле имеют одинаковую чет-
ность, а в другой могут быть любыми. Доказано, что любое СЛПДГ серии D совпадает
с одним из девяти множеств, заданных четностями степеней вершин. Для СЛПДГ се-
рии C (множество биполных графов) получено, что любое двустороннее СЛПДГ (т. е.
содержащее графы, оба крыла которых имеют непустые доли) является пересечением
множества всех биполных графов с множеством всех графов с четным числом ребер
или каким-нибудь из пространств серии D.
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Abstract. The article considers symmetric linear spaces of bipartite graphs (SLSBG), i.e.
the set of bipartite graphs with fixed lobes closed with respect to the symmetric difference
and permutations of vertices in each lobe. The operation of symmetric difference itself is
introduced in this work. The paper provides a structural description of all SLSBG. Symmetric
linear spaces of bipartite graphs are divided into trivial (four SLSBG) and nontrivial. Non-
trivial ones, in turn, are divided into two families. The first is C-series consisting only of
bicomplete graphs, i.e. graphs that are a disjunct union of two complete bipartite graphs
graph wings). The second family is D-series that includes graphs in which the degrees of
vertices in one lobe have the same parity, and in the other lobe these degrees may be arbitrary.
It is proved that every SLSBG of the D-series coincides with one of nine sets defined by the
parity of the vertices’ degrees. For the SLSBG of the C-series it is obtained that every
two-sided SLSBG (i.e., containing graphs whose both wings have nonempty lobes) is the
intersection of the set of all bicomplete graphs with the set of all graphs with an even
number of edges or with any space of the D-series.
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1. Введение

Рассматриваются обыкновенные графы (неориентированные графы без петель
и кратных ребер).Основную терминологию можно найти в [1–2]. В данной работе про-
должается исследование симметрических линейных пространств графов, которое бы-
ло начато в работах [3–4]. Рассматриваются множества графов, которые являются за-
мкнутыми относительно сложения по модулю 2. Определение изоморфизма и операции
суммы по модулю два для произвольных графов можно посмотреть, например, в [5–7].
В работе [4] были описаны все линейные пространства графов, замкнутые относительно
изоморфизма (СЛПГ). В данной работе получен аналогичный результат для двудоль-
ных графов.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Под двудольным графом понимается граф, множество
вершин которого уже разбито на две доли A и B, а множество ребер – подмножество
декартова произведения A×B, т. е. G = (A,B,E), где E ⊆ A×B.

О п р е д е л е н и е 1.2. Двудольные графы G1 = (A,B,E1) и G2 = (A′, B′, E2)
двудольно изоморфны, если существуют биекции f1 : A → A′, f2 : B → B′, такие что
(x1, x2) ∈ E1 тогда и только тогда, когда (f1(x1), f2(x2)) ∈ E2.

Далее под изоморфизмом понимается двудольный изоморфизм.
В дальнейшем считаем, что одна доля двудольного графа является подмноже-

ством множества A = {a1, a2, . . . , al}, а другая – подмножеством множества B =
= {b1, b2, . . . , br}. Множество всех таких графов обозначим через G(A,B). Предпо-
лагаем, что l ≥ 3, r ≥ 3. Ребро (ai, bj) будем кратко записывать как (i, j), пола-
гая, что первый элемент пары всегда есть индекс элемента из множества A, второй
– из B. Будем использовать обозначения Ol,r = (A,B,∅) и Kp,q = (X,Y,X × Y ), где
X = {a1, a2, . . . , ap}, Y = {b1, b2, . . . , bq}. Если G – двудольный граф, долями которого
являются подмножества множеств A и B, то через GO обозначаем граф из G(A,B),
полученный добавлением к G отсутствующих вершин в качестве изолированных.

О п р е д е л е н и е 1.3. Сумма по модулю 2 двух двудольных графов
с одинаковыми долями G1 = (A,B,E1) и G2 = (A,B,E2) есть граф G1 ⊕ G2 =
(A,B, (E1 − E2) ∪ (E2 − E1)).

О п р е д е л е н и е 1.4. Множество двудольных графов с фиксированными
долями A и B назовем симметрическим линейным пространством двудольных гра-
фов (СЛПДГ), если оно замкнуто относительно суммы по модулю 2 и двудольного
изоморфизма.

Нужно отметить, что двудольные графы, изоморфные в обычном смысле, могут не
быть двудольно изоморфными. Поэтому СЛПДГ, вообще говоря, не является симмет-
рическим линейным пространством графов, как оно определено в [2]. В данной статье
дается описание всех СЛПДГ.

Если G1, . . . , Gk – графы из G(A,B), то через [G1, . . . , Gk] будем обозначать за-
мыкание множества {G1, . . . , Gk} относительно суммы по модулю 2 и переименования
вершин в долях, т. е. минимальное СЛПДГ, содержащее все эти графы.

2. Предварительная классификация

Очевидно, все множество G(A,B), множество {Ol,r}, и множество {Ol,r,Kl,r}, яв-
ляются СЛПДГ. Легко также видеть, что сумма по модулю 2 двух графов, каждый
из которых имеет четное число ребер, – тоже граф с четным числом ребер. Поэтому
множество всех графов из G(A,B) с четным числом ребер, которое будем обозначать
E0, тоже есть СЛПДГ. Отметим, что не существует СЛПДГ, промежуточных между
G(A,B) и E0. Эти четыре СЛПДГ будем называть тривиальными. Остальные (нетри-
виальные) СЛПДГ разделим на два семейства.

О п р е д е л е н и е 2.1. Двудольный граф назовем биполным, если он явля-
ется дизъюнктным объединением двух полных двудольных графов (двудольный граф,
у которого одна доля – пустое множество, тоже считается полным двудольным).
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Таким образом, граф Ol,r – биполный. Граф Kl,r также считаем биполным. Если
нетривиальное СЛПДГ состоит только из биполных графов, будем говорить, что оно
принадлежит серии C, в противном случае – серии D. Далее эти два семейства рас-
сматриваются по отдельности.

Полезной будет следующая структурная характеристика биполных графов. Семей-
ство биполных двудольных графов – наследственный класс, т. е. замкнут относительно
удаления вершин. Поэтому он может быть охарактеризован запрещенными графами
– минимальными по отношению «быть порожденным подграфом» графами, не содер-
жащимися в нем [8]. Покажем, что множество минимальных запрещенных подграфов
состоит из двух графов.

Пусть F1 и F2 – двудольные графы с долями {a1, a2}, {b1, b2} и множествами ребер
соответственно {(1, 1)} и {(1, 1), (1, 2), (2, 2)}.

Л е м м а 2.1. Двудольный граф является биполным тогда и только тогда,
когда в нем нет порожденных подграфов, изоморфных F1 или F2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, каждый из графов F1, F2 не является биполным
и это верно для любого графа, содержащего какой-нибудь из них в качестве порожден-
ного подграфа. Следовательно, биполные графы не могут иметь порожденных под-
графов, изоморфных F1 или F2. Докажем обратное. Пусть G – граф, не являющийся
пустым, в котором нет порожденных подграфов, изоморфных F1 или F2. Рассмотрим
его невырожденную (не являющуюся изолированной вершиной) компоненту связно-
сти. Допустим, эта компонента не является полным двудольным графом, тогда в ней
есть две несмежные вершины из разных долей. В кратчайшем пути, соединяющем эти
вершины, первые четыре вершины порождают подграф, изоморфный F2, что невоз-
можно. Следовательно, в графе G каждая невырожденная компонента связности есть
полный двудольный граф. Допустим, имеются две невырожденные компоненты. Если
бы существовала вершина, не принадлежащая этим компонентам, то, добавив к ней
одну вершину из одной компоненты и две смежные вершины из другой, получили бы
порожденный подграф F1. Следовательно, весь граф состоит из этих двух компонент
и, значит, он биполный. Если же невырожденная компонента только одна, то все изоли-
рованные вершины находятся в одной доле, иначе опять образовался бы порожденный
подграф F1. Значит, и в этом случае граф G биполный.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Серия D – множество графов, с одинаковыми степенями вер-

шин в одной из долей

Пусть α и β – элементы множества {0, 1, ∗}. Обозначим через D(α, β) множество
всех графов из G(A,B), у которых степени вершин в доле A

- все четны, если α = 0;

- все нечетны, если α = 1;

- могут быть любыми, если α = ∗,
и аналогичный смысл имеет параметр β для доли B. Например, D(∗, 1) есть множество
графов, у которых все вершины в доле B имеют нечетные степени. Введем еще значение
параметра eq, означающее, что в соответствующей доле степени всех вершин имеют
одинаковую четность, и положим
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- D(0, eq) = D(0, 0) ∪D(0, 1);

- D(eq, 0) = D(0, 0) ∪D(1, 0);

- D(eq) = D(0, 0) ∪D(1, 1);

- D(eq, eq) = D(0, 0) ∪D(0, 1) ∪D(1, 0) ∪D(1, 1);

- D(eq, ∗) = D(0, ∗) ∪D(1, ∗);

- D(∗, eq) = D(∗, 0) ∪D(∗, 1).

Т е о р е м а 3.1. Любое СЛПДГ серии D совпадает с одним из следующих мно-
жеств: D(0, 0), D(0, ∗), D(∗, 0), D(0, eq), D(eq, 0), D(eq), D(eq, eq), D(eq, ∗), D(∗, eq).

То, что каждое из этих множеств является СЛПДГ, следует из того легко проверя-
емого факта, что при сложении графов по модулю 2 четности степеней вершин также
складываются по модулю 2. Ни одно из них не состоит только из биполных графов,
значит, все они относятся к серии D. Остаток этого раздела посвящен доказательству
того, что других СЛПДГ серии D не существует.

Л е м м а 3.1. Любое СЛПДГ серии D содержит граф K2,2O.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим какое-нибудь СЛПДГ, состоящее не толь-
ко из биполных графов. По лемме 2.1 в нем имеется граф G, в котором множество
{a1, a2, b1, b2} порождает подграф F1 или F2. Допустим, что это F1. Обозначим через
G′ граф, получаемый из графа G переименованием вершин посредством транспозиции
(a1, a2), G′′ – посредством транспозиции (b1, b2), G′′′ – применением обеих транспозиций.
Рассмотрим граф G0 = G ⊕ G′ ⊕ G′′ ⊕ G′′′. Всякое ребро между вершинами, не при-
надлежащими множеству {a1, a2, b1, b2}, принадлежит каждому из четырех слагаемых,
а ребро, соединяющее вершину из этого множества с вершиной вне него, принадлежит
ровно двум слагаемым. Поэтому ни одно из таких ребер не содержится в графе G0,
следовательно, G0 = K2,2O. Это рассуждение дословно переносится на случай, когда
в графе G имеется порожденный подграф, изоморфный F2.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Л е м м а 3.2. [K2,2O] = D(0, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 3.1 следует, что [K2,2O] ⊆ D(0, 0). Докажем об-
ратное включение. Пусть G ∈ D(0, 0). Если G не пустой, возьмем в нем вершину x1 ∈ A
ненулевой степени. Имеется не менее двух вершин, смежных с x1, пусть y1, y2 – такие
вершины. Степень вершины y1 тоже не меньше 2, пусть x2 – смежная с ней вершина,
отличная от x1. Подграф, порожденный вершинами x1, x2, y1, y2, содержит не менее 3
ребер. Если граф G сложить с графом, полученным из K2,2O таким переименованием
вершин, чтобы эти два графа имели три одинаковых ребра, получим граф, имеющий
меньше ребер, чем граф G. Повторяя эти действия, в конце концов получим пустой
граф, т.е. G будет разложен в сумму графов, изоморфных K2,2O.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Приступаем к доказательству теоремы 3.1
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X – СЛПДГ серии D, содержащее графы, имеющие

вершины нечетной степени. В зависимости от того, как распределены такие вершины,
рассмотрим следующие случаи (с точностью до симметрии между A и B).
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1. В каждой доле любого графа из X степени всех вершин имеют одинаковую чет-
ность.

1.1. Во всех графах из X все вершины доли A имеют четные степени, а в до-
ле B степени всех вершин имеют одинаковую четность, причем в X есть
такой граф G, в котором степени всех вершин из доли B нечетны (т. е.
G ∈ D(0, 1)). Таким образом, X ⊆ D(0, eq). Покажем, что на самом деле
имеет место равенство. Напомним, что D(0, 0) ⊆ X , поэтому остается по-
казать, что D(0, 1) ⊆ X . Пусть H – произвольный граф из D(0, 1). Тогда
G⊕H = F ∈ D(0, 0). Отсюда H = G⊕ F ∈ X .

1.2. В каждом графе из X степени всех вершин имеют одинаковую четность,
причем в X имеется граф G, у которого все степени нечетны. Таким образом,
X ⊆ D(eq). Обратное включение доказывается точно так же, как в п. 1.1,
только D(0, 1) нужно заменить на D(1, 1).

1.3. В каждом графе из X степени всех вершин каждой доли имеют одинаковую
четность (но степени вершин из разных долей могут быть разной четности),
причем в X имеются графы G1 ∈ D(0, 1) и G2 ∈ D(1, 0). Таким образом, X ⊆
⊆ D(eq, eq). Как и в п. 1.1 доказываются включения D(0, 1) ⊆ X , D(1, 0) ⊆ X
и D(1, 1) ⊆ X , из которых следует D(eq, eq) ⊆ X .

2. В X имеется граф, у которого в одной из долей (может быть, в обеих) имеются
вершины со степенями разной четности.

2.1. Во всех графах из X все вершины доли A имеют четные степени, а в доле B
могут быть вершины нечетной степени, причем в X есть такой граф, в кото-
ром доля B содержит вершины как четной, так и нечетной степени. Таким
образом, X ⊆ D(0, ∗). Покажем, что на самом деле имеет место равенство.
Пусть G ∈ X – граф, в котором вершина b1 имеет четную степень, а вершина
b2 – нечетную, а граф G′ получен из G транспозицией (b1, b2). Тогда в графе
H = G⊕G′ в доле B все вершины, кроме b1 и b2, изолированные, а вершины
b1 и b2 имеют одинаковые окрестности и нечетные степени. Складывая этот
граф с несколькими графами, изоморфными графу K2,2O (принадлежаще-
му, напомним, множеству X), можно получить граф K2,1O, который, таким
образом, содержится в X . Очевидно, любой граф из D(0, ∗) раскладывается
в сумму графов, изоморфных K2,1O. Следовательно, D(0, ∗) ⊆ X .

2.2. В каждом графе из X степени всех вершин доли A имеют одинаковую чет-
ность и в X имеется граф G1, у которого эти степени нечетны, и граф G2,
у которого в доле B есть вершины со степенями разной четности. Таким
образом, X ⊆ D(eq, ∗). Включение D(0, ∗) ⊆ X доказывается точно так
же, как в п. 2.1. Пусть H ∈ D(1, ∗). Тогда H ⊕ G1 = F ∈ D(0, ∗), отсюда
H = G1 ⊕ F ∈ X .

2.3. В X имеется граф G1, у которого в доле A есть вершины со степенями разной
четности, и граф G2, у которого в доле B есть вершины со степенями разной
четности. Как в п. 2.1. доказывается, что X содержит графы K1,2O и K2,1O.
Легко видеть, что из этих двух графов можно «собрать» любой граф с чет-
ным числом ребер. Но тогда либо X = E0 либо X = G(A,B), в любом случае
X не принадлежит серии D.
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Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Отметим, что среди множеств, упоминаемых в формулировке теоремы 3.1, могут

быть одинаковые. Например, если l четно, а r нечетно, то D(eq) = D(0, eq) = D(0, 0),
D(eq, eq) = D(eq, 0), а если оба параметра нечетны, то D(0, eq) = D(eq, 0) = D(0, 0),
D(eq, eq) = D(eq).

4. Серия C – биполные графы

Два полных двудольных подграфа, составляющих биполный граф, будем называть
его крыльями. Сумма двух биполных графов – всегда биполный граф, так что мно-
жество всех биполных графов из G(A,B) образует СЛПДГ, его будем обозначать 2C.
В нем есть два очевидных подпространства: C(A) состоит из всех биполных графов,
у которых у одного из крыльев одной из долей является все множество B (а у второго
крыла, следовательно, одна доля пустая), аналогично определяется C(B) (граф Kl,r

принадлежит обоим). Легко видеть, что у C(A) есть единственное нетривиальное под-
пространство C(A, 0), состоящее из всех графов множества C(A), у которых степени
всех вершин из B четны, аналогично у C(B). Далее рассмотрим другие подпростран-
ства пространства 2C. Их будем называть двусторонними.

Т е о р е м а 4.1. Любое двустороннее СЛПДГ является пересечением 2C c E0
или каким-нибудь из пространств серии D.

Л е м м а 4.1. Каждое двустороннее СЛПДГ содержит графы K2,rO и Kl,2O.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G – биполный граф, у которого оба крыла имеют
непустые доли в множестве A, причем вершины a1 и a2 принадлежат разным крыльям.
Пусть G′ – граф, полученный из G транспозицией этих вершин. Тогда G⊕G′ = K2,rO.
Аналогично получается Kl,2O.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Обозначим через K+
i,j биполный граф, одним из крыльев которого является граф

Ki,j .

Л е м м а 4.2. Каждое двустороннее СЛПДГ содержит графы K+
2p,r−2q для всех

p ≤ l/2, q ≤ r/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Gi – граф, полученный из K2,rO переименованием
вершин в соответствии с транспозициями (a1, a2i−1), (a2, a2i), а Hi получается из Kl,2O
в соответствии с транспозициями (b1, b2i−1), (b2, b2i). Тогда G1⊕ . . .Gp⊕H1⊕· · ·⊕Hq =
= K+

2p,r−2q.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Докажем теорему 4.1
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим три случая в зависимости от четности чисел

l и r. Пусть X – двустороннее СЛПДГ.

1. l и r четны. Из леммы 4.2 следует, что X содержит все биполные графы, у кото-
рых степени всех вершин четны. Если в X нет графов с нечетными степенями, то
X = 2C ∩ D(0, 0). Заметим, что X не может содержать графов, у которых в од-
ной доле есть вершины со степенями разной четности. Поэтому, придерживаясь
плана, примененного в доказательстве теоремы 3.1, достаточно рассмотреть толь-
ко пункт 1 этого плана. Все рассуждения, проведенные при доказательстве этого

В.Е. Алексеев , Д.В. Захарова. О линейных пространствах двудольных графов



18 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 1.

пункта в теореме 3.1, почти буквально переносятся на рассматриваемый случай
и мы их опускаем. Результатом являются множества: 2C ∩D(0, eq), 2C ∩D(eq, 0),
2C ∩D(eq), 2C ∩D(eq, eq), причем последнее совпадает с 2C.

2. l четно, r нечетно. В этом случае в графах из X все вершины доли B имеют
одинаковую четность. Значит, X ⊆ 2C ∩ (D(∗, 0) ∪D(∗, 1)). Из леммы 4.2 следует,
что 2C∩D(∗, 0) ⊆ X . Если X∩D(∗, 1) 6= ∅, то точно так же, как в доказательстве
п. 1.1 теоремы 3.1, доказывается, что 2C ∩ D(∗, 1) ⊆ X . Таким образом, в этом
случае имеются два СЛПГ: 2C ∩D(∗, 0) и 2C ∩D(∗, eq).

3. l и r нечетны. В этом случае множество 2C есть объединение двух подмножеств:
C1 состоит из биполных графов, у которых в каждом крыле одна доля содержит
четное число вершин, другая – нечетное, а C2 – из тех, у которых в одном крыле
обе доли имеют четную мощность, в другом нечетную. Заметим, что C1 = 2C∩E0.
Положим X1 = X∩C1, X2 = X∩C2. Из леммы 4.2 следует, что X1 = C1. Нетрудно
проверить, что сумма по модулю 2 любых двух графов из C2 принадлежит C1.
Допустим, X2 6= ∅, G ∈ X2, а H – любой граф из C2. Тогда G⊕H = F ∈ C1 ⊆ X ,
отсюда H = G⊕ F ∈ X . Таким образом, в этом случае X = 2C.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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