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Аннотация. В данной статье рассмотрены системы линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с тождественно вырожденной матрицей перед главной частью.
Такие постановки задач в отечественной и зарубежной литературе принято называть
дифференциально-алгебраическими уравнениями. В настоящей работе внимание уде-
лено задачам второго порядка. На основе фактов из теории матричных пучков и поли-
номов приведены достаточные условия существования и единственности решения дан-
ных уравнений. Для их численного решения исследуются многошаговый метод и его
вариант, основанный на переформулированной записи исходной задачи. Такое пред-
ставление позволяет строить методы, матрицы коэффициентов у которых могут рас-
считываться в предыдущих точках. Данный подход хорошо зарекомендовал себя при
численном решении дифференциально-алгебраических уравнений первого порядка, со-
держащих жесткие и быстроосциллирующие компоненты и обладающих сингулярным
матричным пучком. Предлагаемый в настоящей работе численный алгоритм исследован
на устойчивость для известного тестового уравнения. Показано, что данная разностная
схема может иметь первый порядок сходимости. Приведены численные расчеты модель-
ной задачи.
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are usually called differential-algebraic equations. In this work, attention is paid to the
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1. Введение

Многие технические и природные процессы можно описать взаимосвязанными
обыкновенными дифференциальными и алгебраическими уравнениями. Эти системы
принято называть дифференциально-алгебраическими уравнениями (ДАУ). И каче-
ственная теория, и теория численных методов для ДАУ развиваются с 1970–1980-х гг.
В настоящее время существует огромное количество статей и монографий, посвящен-
ных различным аспектам исследования ДАУ(см., например, [1–7]). Несмотря на этот
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факт, теория численного решения рассматриваемых задач далека до завершения, осо-
бенно это касается сложных случаев, например, ДАУ второго и большего порядков. Как
правило, для решения таких задач вводят новую kn-мерную вектор-функцию, где k –
порядок ДАУ, n – размерность исходной системы. Тогда ДАУ порядка k приводится к
первому порядку. Такой подход обладает двумя недостатками: увеличение размерности
получаемой задачи и ухудшение ее свойств. Кроме того, к настоящему времени опуб-
ликовано крайне ограниченное количество статей, посвященных численному решению
ДАУ высокого порядка. Приведем некоторые из них: работа [8] посвящена примене-
нию неявного метода Эйлера для рассматриваемых задач, а в [9] для их исследования
используется техника проекторов.

Поскольку ДАУ высокого порядка – интересный для изучения и востребованный
в приложениях объект, но при этом теория его численного решения развита недоста-
точно, вполне естественно для разработки таких алгоритмов использовать результаты,
полученные для рассматриваемых задач первого порядка. Для численного решения
ДАУ первого порядка высокого индекса и задач, содержащих жесткие компоненты, за-
рекомендовал себя подход, основанный на иной записи исходной задачи [10]. Настоящая
работа посвящена анализу данной техники для ДАУ второго порядка.

2. Постановка задачи и определения

Рассмотрим задачу

A(t)x
′′
(t) +B(t)x

′
(t) + C(t)x(t) = f(t), t ∈ [0, 1], (2.1)

x(0) = x0, x
′
(t)|t=0 = x

′

0, (2.2)

где A(t), B(t), C(t) – (n×n)-матрицы; f(t) и x(t) – заданная и искомая n-мерные вектор-
функции, соответственно; x0, x

′

0 ∈ Rn. Здесь и далее предполагается, что

detA(t) ≡ 0. (2.3)

Систему (2.1) с условием (2.3) принято называть дифференциально-
алгебраическими уравнениями второго порядка (ДАУ2). Предполагается, что
начальные условия (2.2) согласованы c правой частью (заданы корректно), то есть
рассматриваемая задача имеет решение. Под решением мы понимаем любую диффе-
ренцируемую вектор-функцию, которая обращает (2.1) в тождество и удовлетворяет
условиям (2.2).

Большую роль при исследовании ДАУ первого порядка играет теория регулярных
матричных пучков [6], [11–12]. Для дальнейшего изложения нам потребуются опреде-
ления и вспомогательные результаты.

О п р е д е л е н и е 2.1. [11] Выражение вида λA + B, где λ – скалярный
параметр, A и B – матрицы размера (m × n), называют матричным пучком. Если
m = n и det(λA + B) ̸≡ 0, где λ − скаляр, то пучок матриц λA + B называется
регулярным. В противном случае (m ̸= n или det(λA+B) ≡ 0, ∀λ) пучок называется
сингулярным.

О п р е д е л е н и е 2.2. [6] Пучок матриц λA(t) + B(t) удовлетворяет
критерию “ранг–степень” на отрезке [0, 1], если rankA(t) = k = const, и

det (λA(t) +B(t)) = a0(t)λ
k + a1(t)λ

k−1 + . . .+ ak(t), a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ [0, 1].
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О п р е д е л е н и е 2.3. [13] Матричный полином λA(t) + µB(t) + C(t), где
λ, µ – скалярные параметры, имеет простую структуру на отрезке [0, 1], если

1) rankA(t) = k = const ∀t ∈ [0, 1];

2) rank(A(t)|B(t)) = k + l = const ∀t ∈ [0, 1];

3) det(λA(t) + µB(t) + C(t)) = a0(t)λ
kµl + · · · , a0(t) ̸= 0 ∀t ∈ [0, 1].

Относительно существования и единственности решения задачи (2.1) – (2.2) спра-
ведлива

Т е о р е м а 2.1. [13] Пусть для задачи (2.1) – (2.2) выполнены следующие
условия:

1) матричный полином λA(t) + µB(t) + C(t) имеет простую структуру на [0, 1];

2) элементы входных данных обладают достаточной гладкостью (из класса C2
[0,1]);

3) начальные условия (2.2) согласованы с правой частью (2.1) (заданы корректно).

Тогда задача (2.1) – (2.2) имеет единственное решение из класса C2
[0,1].

В следующем параграфе приведем построение многошаговых методов для решения
задачи (2.1) – (2.2).

3. Многошаговые схемы и их модификация

Зададим на отрезке интегрирования равномерную сетку

ti = i h, i = 0, 1, . . . , N, h = 1/N

и обозначим

Ai = A(ti), Bi = B(ti), Ci = C(ti), fi = f(ti), xi ≈ x(ti).

Предполагается, что x1, x2, . . . , xk−1 заранее вычислены (x0 задано из (2.2)).
Приведем простейшую неявную двухшаговую разностную схему

Ai+1(xi+1 − 2xi + xi−1) + hBi+1(xi+1 − xi) + h2Ci+1xi+1 = h2fi+1. (3.1)

В работе [14] доказана сходимость данной схемы к точному решению со скоростью
O(h), если выполнены условия:

1) матрица B(t) ≡ 0;

2) пучок матриц λA(t) + C(t) удовлетворяет критерию „ранг-степень“;

3) элементы матриц A(t), B(t) и вектор-функции f(t) принадлежат классу C2
[0,1];

4) стартовые значения x0,x1 удовлетворяют ∥x0 − x(0)∥ = O(h), ∥x1 − x(h)∥ = O(h).
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Если у системы (2.1) матрица A(t) ≡ 0, то матричный полином λA(t) + µB(t)+
+C(t) простой структуры будет матричным пучком µB(t) + C(t), который удовлетво-
ряет «ранг – степень». Это следует из статьи [13]. В этом случае схема (3.1) после
сокращения обеих частей на h станет неявной схемой Эйлера

Bi+1(xi+1 − xi) + hCi+1xi+1 = hfi+1. (3.2)

Данная схема для ДАУ первого порядка, у которой матричный пучок µB(t)+C(t) удо-
влетворяет «ранг – степень», хорошо исследован (см., напр., [6],[15] и приведенную там
библиографию) на предмет устойчивости и сходимости. Также данная схема непло-
хо зарекомендовала себя для жестких обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) (см., напр., [3]).

Также перед ее анализом отметим следующий факт. Продолжительное время счи-
талось, что для численного решения линейных ДАУ первого порядка

A(t)x′(t) +B(t)x(t) = f(t), x(0) = x0, t ∈ [0, 1],

у которых матричный пучок λA(t) + B(t) удовлетворяет критерию «ранг – степень»
можно с успехом применять неявные схемы, разработанные для численного решения
жестких ОДУ.

Однако в 2002 г. [15] был построен пример жесткой линейной системы ДАУ, для
которой применение неявной схемы Эйлера требовало существенного ограничения на
шаг интегрирования. В противном случае данная схема становилась неустойчивой. Поз-
же [16] были построены другие примеры жестких ДАУ индекса один, для численного
решения которых A-устойчивые методы также требовали ограничения на шаг интегри-
рования.

Ниже мы приведем пример жесткой и (или) быстроосцилирующей задачи (2.1) –
(2.2), для численного решения которой также простейшие неявные методы требуют
ограничения на шаг интегрирования.

Рассмотрим тестовое уравнение

x′′ + ax′ + bx = 0, x(0) = x0, x′(t)|t=0 = x′0, t ∈ [0, 1], (3.3)

где a и b — вещественные скалярные параметры,

a ≥ 0, b ≥ 0, a+ b >> 0, (3.4)

и на нем проведем исследование на предмет устойчивости схемы (3.1).
Обозначим

z = a h, y = b h2.

Схема (3.1) для задачи (3.3) дает соотношения

(1 + z + y)xi+1 − (2 + z)xi + xi−1 = 0, (3.5)

которым соответствует характеристическое уравнение

(1 + z + y)p2 − (2 + z)p+ 1 = αp2 + βp+ δ = 0. (3.6)

Оценим, при каких значениях z, y корни характеристического уравнения (3.6) лежат
в единичном круге. Далее поступим стандартным образом [17]. Произведем замену пе-

ременной p =
q + 1

q − 1
, которая отображает круг единичного радиуса комплексной плос-

кости с центром в начале координат в левую полуплоскость, получим

(α+ β + δ)q2 + 2(α− δ)q + (α− β + δ) = 0. (3.7)
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Данный полином будет иметь корни, лежащие в левой полуплоскости (следовательно,
корни (3.6) лежат в единичном круге), если коэффициенты (3.7) имеют одинаковый
знак (критерий Рауса–Гурвица ([17]). В нашем случае

α = 1 + z + y, β = −(2 + z), δ = 1,

α+ β + δ = y ≥ 0,

α− δ = z + y > 0,

α− β + δ = 4 + 2z + y > 0,

т. е. схема (3.1) будет устойчива для задачи (3.3) с параметрами (3.4).
Проанализируем поведение данной схемы на модельном примере. Рассмотрим ДАУ

вида(
1 t
0 0

)(
u(t)
v(t)

)′′

+

(
0 c
0 0

)(
u(t)
v(t)

)′

+

(
0 d
1 t+ ε

)(
u(t)
v(t)

)
=

(
0
0

)
, (3.8)

t ∈ [0, 1], u(0) = u0, v(0) = v0, u
′(t)|t=0 = u′0, v

′(t)|t=0 = v′0,

где c, d, ε — скалярные вещественные параметры; (u(t), v(t))T = x(t); начальные дан-
ные удовлетворяют третьему условию теоремы 2.1. Легко заметить, что при ε ̸= 0
матричный полином λ2A(t) + λB(t) + C(t) имеет простую структуру, т. е. задача (3.8)
удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1. Из второго уравнения (3.8) имеем

u(t) = −(t+ ε)v(t).

Подставив это выражение в первое уравнение (3.8), получим

−εv′′(t) + (c− 2)v′(t) + d v = 0.

Данное уравнение будет жестким и (или) быстроосцилирующим, если c ≤ 2, d < 0, 0 <
< ε << 1. Применим для данного примера схему (3.1), которая является устойчивой
для модельной задачи (3.3), полагая v0, v1 заданными и u0 = −εv0, u1 = −(h + ε)v1.
Получим (

1 ti+1

0 0

)(
ui+1 − 2ui + ui−1

vi+1 − 2vi + vi−1

)
+ h

(
0 c
0 0

)(
ui+1 − ui
vi+1 − vi

)
+ (3.9)

+h2
(

0 d
1 ti+1 + ε

)(
ui+1

vi+1

)
=

(
0
0

)
.

Из второго уравнения (3.9) имеем

ui+1 = −(ti+1 + ε)vi+1, i = 0, 1, . . . , N − 1.

Подставляя эти выражения в первое уравнение (3.9) и опуская элементарные выкладки,
получим

(−ε+ h c+ h2d)vi+1 + (2ε− 2h− h c)vi + (2h− ε)vi−1 = 0.

По аналогии с исследованным характеристическим уравнением (3.6), выпишем харак-
теристический полином для данного уравнения. Получим

h2 d q2 + (h2 d+ (c− 2)h)q + 2h(2 + c) + h2 d− 4ε = 0,
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h2 d ≤ 0 и h2 d+ (c− 2)h < 0 в силу постановки задачи, следовательно,

d h2 + (4 + 2ε)h− 4ε ≤ 0.

Таким образом, схема (3.1) для примера (3.9) будет устойчива только при ограничении
на шаг интегрирования h ∈ (0, h1), где h1 — положительный корень уравнения

d h
2
+ (4 + 2ε)h− 4ε = 0.

Приведем модификацию схемы (3.1). Перепишем ДАУ (2.1) в виде

(A(t)x(t))′′ + [(B(t)− 2A′(t))x(t)]′ + (C(t) +A′′(t)−B′(t))x(t) = f(t) (3.10)

и уже для такой записи применим двушаговую схему типа (3.1):

(Ai+1xi+1 − 2Aixi +Ai−1xi−1) + h (Bi+1 − 2A′
i+1)xi+1 − h(Bi − 2A′

i)xi + (3.11)

+h2(Ci+1 +A′′
i+1 −B′

i+1)xi+1 = (Ai+1 − 2hA′
i+1 + h2A′′

i+1)xi+1 +

+(−2Ai + 2hA′
i)xi +Ai−1xi−1 + h(Bi+1 − hB′

i+1)xi+1 − hBixi + h2Ci+1xi+1 =

= h2fi+1.

В силу гладкости входных элементов имеем

Ai+1 − 2hA′
i+1 + h2A′′

i+1 = (Ai+1 − hA′
i+1)− h(A′

i+1 − hA′′
i+1) ≈ Ai − hA

′

i ≈ Ai−1,

−2Ai + 2hA′
i = −2(Ai − hA′

i) ≈ −2Ai−1,

Bi+1 − hB′
i+1 ≈ Bi.

С учетом последних трех формул разностную схему (3.11) перепишем в виде

Ai−1(xi+1 − 2xi + xi−1) + hBi(xi+1 − xi) + h2Ci+1xi+1 = h2fi+1. (3.12)

Применим схему (3.12) для ДАУ (3.8). Имеем(
1 ti−1

0 0

)(
ui+1 − 2ui + ui−1

vi+1 − 2vi + vi−1

)
+ h

(
0 c
0 0

)(
ui+1 − ui
vi+1 − vi

)
+

+h2
(

0 d
1 ti+1 + ε

)(
ui+1

vi+1

)
=

(
0
0

)
.

Выкладки, аналогичные выкладкам, проведенным для схемы (3.9), дают соотношения

ui+1 = −(ti+1 + ε)vi+1, (3.13)

(h(c− 2)− ε+ h2d)vi+1 + (h(2− c) + 2ε)vi − εvi−1 = αvi+1 + βvi + δvi−1.

Выписывая для (3.13) характеристический полином (3.7) и опуская несложные выклад-
ки, получим

h2 d q2 + 2(h(c− 2) + h2d)q + (h2d+ 2h(c− 2)− 4ε) = 0. (3.14)

В силу условий задачи (c ≤ 2, d < 0, 0 < ε << 1) коэффициенты полинома (3.14)
будут отрицательными, следовательно, корни (3.14) лежат в левой полуплоскости, а это

означает, что разностное соотношение (3.13) будет устойчивым, т. к. p =
q + 1

q − 1
.
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4. Численные расчеты

Применим разностную схему (3.12) для уравнения (3.8) со значениями параметров
c = 1, d = −2, ϵ = 0.0001.

Точное решение уравнения (3.8) имеет вид

u(t) = −(t+ 0.0001)(C1 exp
−2t +C2 exp

−9998t), v(t) = C1 exp
−2t +C2 exp

−9998t .

Результаты расчетов представлены в таблице 4.1.

Таблица 4.1. Результаты применения разностной схемы (3.12) для задачи (3.8)
с параметрами c = 1, d = −2, ϵ = 0.0001

Table 4.1. Results of application of difference scheme (3.12) for problem (3.8) with
parameters c = 1, d = −2, ϵ = 0.0001

h 0.2 0.1 0.05 0.025 0.0125
erru 0.03898 0.02309 0.012234 0.0058892 0.0021357
errv 0.04215 0.02737 0.012233 0.0058886 0.0021355

Здесь erru = max
1≤i≤N

|ui − u(ti)|, errv = max
1≤i≤N

|vi − v(ti)|.
Из данных таблицы можно сделать вывод, что для рассматриваемой тестовой зада-

чи при уменьшении шага в два раза, погрешность также уменьшается примерно в два
раза. Таким образом, разностная схема (3.12), как и (3.1), может иметь первый порядок
сходимости.

5. Заключение

В данной работе проанализированы многошаговые разностные схемы первого по-
рядка для линейных дифференциально-алгебраических уравнений второго порядка,
содержащих жесткие компоненты. Первая из них основана на простейшей дискретиза-
ции, вторая – на иной записи (2.1). Применение таких алгоритмов позволяет избежать
редукции рассматриваемой задачи к ДАУ первого порядка, которая приводит к потере
информации об исходной системе и увеличению ее размерности. В дальнейшем плани-
руется обосновать данные алгоритмы и рассмотреть другие варианты их построения.
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